Examen — Solucion

Probabilidades y Estadistica 11

Graduado/a en Matemadticas e Informéatica
Martes 4 de Abril de 2016, Tiempo: 110 minutos.

Instrucciones:

Realizar cada problema en hojas diferentes y poner nombre, apellidos y n® de matricula

en todas las hojas.

Se pueden utilizar libros y/o apuntes.

Problema-1/Tema 1, CMTC

En un programa de radio participan 3 personas: A, B y C. Tras analizar algunos

programas emitidos se puede afirmar:
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El tiempo que toma la palabra cada uno de ellos se distribuye exponencialmente

con media 30 seg.
En principio respetan el turno de palabra y no hablan a la vez.

Si A termina de hablar toma la palabra B con probabilidad 1/5 o se produce

una pausa (silencio) con probabilidad 2/5.
Si termina B de hablar inmediamente habla A o C con igual probabilidad.

Si termina C de hablar, con probabilidad 1/3 se produce una pausa y con
probabilidad 1/3 habla A.

Tras una pausa, cuya duracion se distribuye exponencialmente con media 5

segundos, habla una de las tres personas con igual probabilidad.

Se pide:

1.

Dibujar el diagrama de transicién de la cadena de Markov en tiempo continuo
que represente el dialogo en el programa de radio.
Sean los estados {A,B,C,S}, donde A es la persona A habla, analogamente para

las personas B y C, v S es una pausa en el didlogo.
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2. (Cual de las tres personas habla a largo plazo més tiempo?

2my = lrg + 2/31c + 4mg
2 = 2/5m4 + 2/3mc + 47g
2mo = 4/5m s + 1mp + 47g
12mg = 4/5ma +2/37m¢c
TAa+7mg+7mc+7mg= 1

C habla a largo plazo mas tiempo.
Ay qa;j=1+2/3+4=050667
B:> qa;=2/5+2/3+4=5.067
C:> gaj=4/5+14+4=528

Los tres tienen igual tasa de permanencia y la suma de tasas de entrada a C

es la mayor.

3. Calcular una aproximacion lineal de las funciones de probabilidades transicion,
P(t), dada la condicién inicial p; (1 sequndo) = 0.25 Vi,j (solucién de las

ecuaciones diferenciales hacia adelante de Kolmogorov).

Pt)=eC + K =T 4+tG+t*G*/2 + ... +t"G"/nl+ ...+ K ~ [ +tG + K
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K = [0.25]4’4 - GG

G| A B C S
Al -2 2/5 4/5 4/5
B| 1 -2 1 0
C|2/3 2/3 2 2/3
S| 4 4 4 -12
P(t) =
pi(t) A B C S
A 9/4-2t -3/20 + 2/5t  -11/20 + 4/5t -11/20 + 4/5t
B -3/4 + t 9/4-2t 3/4 + t 1/4
C | -5/12+2/3t -5/12+2/3t 9/4-2t -5/12+2/3t
S -15/4+4¢t -15/4+-4¢ -15/4+4-4t 49/4-12¢
donde
P(t)

es estocastica

. Durante una discusion el programa continua, pero ahora: A no responde a B, B
no responde a C y C no responde a A, y no se producen pausas, ( i no responde
a j si i no toma la palabra al terminar j). ;Cudl es el modelo de la cadena
de Markov en tiempo continuo que represente la discusién?, ;La discusion es
un proceso de nacimiento y muerte?, ;Cudl la probabilidad de que A hable

durante mas de 5 minutos?
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No es un proceso de nacimiento y muerte.

P(ta > 5min) = 2% = 4.54e — 05

Problema-2/Tema 1, CMTC
Un padre debe ayudar a sus dos hijos en la tarea que traen del colegio. Cada hijo
h trabaja durante durante un tiempo exponencial con tasa A,,h = 1,2, antes de
pedir ayuda. Cuando un hijo pide ayuda el padre le atiende en exclusiva hasta que
resuelven la cuestion. Los tiempos de atencion para ambos hijos son exponenciales
de tasa p,. El proceso de interés consiste en conocer la autonomia de cada hijo y la

actividad del padre.

1. Construir un modelo para el proceso: definir los estados, dibujar el diagrama
de transicién de estados del proceso y calcular las tasas g;;, V7, j en funcién de
AL, A2y M-

Sean los estados {0,1,2,3,4}, donde H1 = 0 es el hijo H1 trabaja soloy H1 =1
es el hijo H1 trabaja con ayuda de su padre, analogamente para el hijo H2,
P =0 es el padre no estd ayudando a ninguno de sus hijos, P = 1 es el padre

ayuda al hijo H1, P =1 es el padre ayuda al hijo H2.

HI H2 P Q|0 1 2 3 4
0 A A O 0
g 00 0 N
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2. Dados A\ = 2, Ay = 3y p,, = 4, se observa que cuando ambos hijos piden ayuda
las proporciones de tiempo a largo plazo que el padre les atiende a cualquiera

de los dos son iguales.

Suponemos las tasas en unidades de peticiones / hora.

a) Calcular el tiempo medio de permanencia en cada estado.
Ui = Zj i,
vo = A + Ao =5, Eftg] = 1/5,
v1 =+ A\ =6, E[t1] = 1/6,
Vo =1+ A =T, E[ta] = 1/7,
vy =y =4, Elts] =1/4,
vy = =4, Efty] =1/4
b) Calcular las probabilidades de transicién entre estados.

pij = Gij/vi

0 1 2 3 4
0 2/5 3/5 0 0
4/6 0 0 0 2/6
4/7 0 0 3/7 0
0 1 0 0 0

4:1 0 0 1 0 0
¢) ;Cudl es el estado que tiene mayor probabilidad a largo plazo?
bmg = 4w + 4mg
6m = 3w+ 4ms
Tmy = 27y + 4my

47'('3 = 37T2

S R sl v

4y = 2m
mo=1/3,m =1/4,m=1/6,13 =1/8,m4 =1/8.
d) ;Cudl es la probabilidad de que ambos hijos trabajen sin perdir ayuda mas
de una hora?
P(ty > 1) = e >*1 = 0.0067
3. Construir un modelo para un proceso analogo con el padre y la madre y 2 hijos:
definir los estados, dibujar el diagrama de transicion de estados del proceso y
calcular las tasas qo;, Vj en funcion de Ay, A9, fp ¥ fom-
Sean los estados {0,1,2,3,4,5,6}, donde H1 = 0 es el hijo H1 trabaja solo y
H1 =1 es el hijo H1 trabaja con ayuda del padre o la madre, analogamente

para el hijo H2, P = 0 es el padre no estd ayudando a niunguno de los hijos,
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P = 1 es el padre ayuda al hijo H1, P = 2 es el padre ayuda al hijo H2,

analogamente para la madre.

HI H2 P M Q0 1 2 3 4 5 6
0O:{ 0 0 0 0 010 X A A1 N\
1: 1 0O 12 0 1 0
200 0 1 2 2 0
3 1 0 1 0 3 0
4: 1 1 0 0 1 4 0
o 1 1 1 2 5 0
6: | 1 1 2 1 6 0

Considerar el estado 0: ambos hijos trabajan sin pedir ayuda.



