MATEMATICAS I (C. C. QUIMICAS) Curso
2016-17.

EJERCICIOS

1. Sea F el espacio vectorial de las funciones de R en Ry A = {f € F :
f(=2)=f(@)} y B=A{feF: f(-z)=—[f(z)}
a) Los conjuntos A y B son subespacios vectoriales de F pero F # A@® B.
b) Los conjuntos A y B son subespacios vectoriales de F y F = A® B.

c) Ay B no son espacios vectoriales.

Solucion:

Se verifica facilmente que las operaciones de suma y producto por escalar
son cerradas en Ay B, y como estos son subconjuntos del espacio vectorial
de F, se tiene que son también subespacios vectoriales de F. Por otra parte
tenemos que AN B =0, y para toda f € F podemos escribir
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donde f' € Ay f"” € B. En resumen, la respuesta correcta es la b).

2. En R se consideran los subespacios vectoriales U = {1 — 22+ 25 = 0,203 —
2y =0}y V={(\ X+ pu,A—2u,—p, 1) : A, n € R}. Se tiene:
a) dim(UNV)=1.
b) dim (UNV) =2.
¢) dim(UNV)=3.

Solucion:

Si sustituimos las ecuaciones paramétricas dadas para definir V' en las ecua-
ciones implicitas de U, tenemos de la primera ecuacion

A—A—p+p=0



que es trivial, y de la segunda
20 —20) = A+2u=0 = A=2u

y de esta relacion sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de V', tenemos

CL’1=>\
UNV =< xz3=—-1/3X

Por lo que se tiene que dim (U NV) = 1.

. Sean A y B dos matrices con coeficientes reales tal que AB = Ay BA = B.
Entonces podemos asegurar que:

a) A=B.
b) A2=Ay B*=B.
¢) |A| y |B| son distintos de 0.

Solucion:

Se tiene que
AB=A= ABA=A?>= AB = A= A= A*

y analogamente se llega a que B = B2. Si consideramos las matrices
10 10
ER ]

comprobamos que a) y ¢) son falsas.

. Sean U y V dos planos distintos contenidos en R? y que contienen a la recta
{(A AN} Sea
f:U xV — R3 la aplicacién (u,v) — u+ v. Se tiene que:

a) dim (ker f) = 1.

b) dim (ker f) = 2.

¢) dim (ker f) = 3.



Solucion

Podemos escribir
ker f={(v,—v)eUxV:veUnV}
y como la interseccién de U y V' es una recta, entonces dim (ker f) = 1.

. Sea Ps(t) el espacio vectorial de los polinomios en ¢ sobre R de grado menor
o igual que 2. Sea Q el conjunto de polinomios ¢(t) = at* + (2a — b)t +a + 3b
(a,b € R) y R el subespacio de Py(t) generado por py(t) = 1> — 2t + 1y
pa(t) =t + 2.

a) Q es subespacio vectorial de Py(t) y coincide con R.

b) Q es subespacio vectorial de P(t) y no coincide con R.

¢) Q no es subespacio vectorial de Py(t).

Solucidn:
Un polinomio cualquiera de Q se puede escribir
qt) =a(t® + 2t +1)+b(—t +3)

——— ——
q1 q2

o lo que es lo mismo, es una combinacién lineal de los polinomios ¢ y ¢s.
Estos polinomios son linealmente independientes, por lo que Q es subespacio
vectorial de Ps(t) de dimensién 2. Sin embargo, ¢; no es combinacién lineal
de p1 y pe, por lo que los espacios Q y R no coinciden.

. Sea U el subespacio de R* definido por la ecuacién x; — 39 + 525 — x4 = 0.
La proyeccién ortogonal sobre U de v = (1,2, 3,4) es:

a) My (v) =(5/6,5/2,13/6,25/6).

c) My (v)=(5/7,5/2,2/7,25/7).

Solucion:
Tenemos que

Ut ={((1,-3,5-1))
y un vector unitario en este espacio seria

L (1,235, -1)
u=-——(4,—9,9,—
/36



La proyeccién ortogonal del vector v sobre U+ es
1
Oyi(v) = (v,u)u= 6(17 -3,5,—1)
y entonces

1 13 2
My (v) = v =Ty (v) = (1,2,3,4) = =(1,-3,5,1) = (gg 13 _5>_

. Sea A la matriz

1
A=10
0

S W N
DN DN W~

Los valores propios de A son:

a)/\lzl,)\2:2y)\3:3.
b) )\1:—1,)\2:1}/’)\3:3.
C)/\lzl,)\2:2y)\3:6.

Solucién:
El polinomio caracteristico de la matriz A se calcula del siguiente modo
t—1 -2 -4

p(t) = det (t] — A) = det 0 t—3 —2|=(@t—1)(t—3)(t—2)
0 0 t—2

y entonces los valores propios son las raices de este polinomio, es decir \; = 1,
)\2 =2 y /\3 = 3.

. Dada la matriz A del ejercicio anterior, se tiene que una base de R? formada
por vectores propios de A es:

a) By ={(1,0,0),(1,-2,1),(1,1,0)}.
b) By ={(1,0,0),(0,—2,1),(1,1,0)}.
¢) Bs ={(-1,0,0),(1,2,1),(0,2,0)}.

Solucion:

El autoespacio V; asociado al valor propio A\; = 1 es el conjunto de vectores
v = (11,72, 23) de R3 tales que

(A-—1)v=0



0 sea
0 2 4 T 0
0 2 2 T2 = 0
0 01 XT3 0
de donde se tiene
2$2 + 4$3 =0
2.1'2 + 2$3 =0
T3 = 0

cuya solucién es x5 = x3 = 0 y entonces un vector propio asociado a este
valor propio seria v; = (1,0,0). De manera andloga se tendria para el valor
propio A = 2 el autoespacio definido por las ecuaciones

—ZE1+2{B2+4ZL‘3:0
$2+2$‘3:O

Las soluciones de este sistema son

{(0,—2t,t)}

y una base de este espacio estd formada por el vector vy = (0,—2,1). Andlo-
gamente tenemos para el valor propio A = 3 un autoespacio de dimensién 1

que tendria como base el vector vs = (1,1,0), y la respuesta correcta es la
b).

. Sea

S O Wi
O NN
© ot O W

I
e

a) d=54. b) d = 5. c)

Solucion:

Se trata de una matriz triangular, entonces el determinante es el producto
de los elementos de la diagonal, o sea d = 54.

. La matriz (n +m) x (n +m)

(i

Oan [m

donde I,, es la matriz identidad n x n, O,,«, es la matriz m x n formada
por ceros y N es una matriz n X m, tiene como inversa la matriz M ! =

A B
{C D},donde.



a) A=1,, B=—N,C=0uxny D=1,

b) A=1,, B=0yxn, C=—-NyD=1,.

¢c) A=1,, B=NT C=0,xmyD=1,.
Solucion

La matriz M es una matriz triangular superior, asi que M ~! también
lo tiene que ser y podemos suponer que los bloques diagonales A y D
de esta matriz son los mismos que los de M. Unicamente nos queda por
determinar el boque B, ya que el C seria la matriz m x n nula. Para
ello si consideramos que

I, B I, N] [ I, B+N
O?’TLX’!Z Im OmXTL Im N Oan Im

y tiene que ser B = —N.

10. El sistema de ecuaciones
r—y+z = 6
—2r 4y — 32
r+y+taz = 2

|
S

verifica:

a) Es incompatible si a # —3 y compatible indeterminado si a = —3.
b) Es incompatible si a # 3 y compatible determinado si a = 3.

¢) Es incompatible si a = 3 y compatible determinado si a # 3.

Solucién: Si llamamos A a la matriz de coeficientes del sistema y A* a la
matriz ampliada, se comprueba que det A = a — 3 y para a = 3 se tiene
rangA = 2 y rangA* = 3, por lo que la solucién correcta es la c).

11. El sistema anterior tiene como solucion:
a) {x =15,y =0,z = —1} paraa = 1.
b) {r=15,y=0,z=—1} paraa = —1.
c) {r=15,y=—2,2=—11} paraa = 1.

Solucién: La solucién general para a # 3 la podemos obtener por la regla
de Cramer y es:

a’® + Ta + 22 a®+1la — 16 a+ 10
Tr=— y Y= — aZ:2
a—3 a—3 a—3
que para el caso a = 1 es {x = 15,y = =2,z = —11} y se tiene que la

solucién correcta es la ¢).



12.

13.

Sea W el espacio de soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo AX = 0.
Si n es el nimero de incégnitas y r el rango de la matriz de coeficientes A.
Entonces la dimensién de W es:

a) n—r.
b) r—n.
c) r+n.

Solucién: Podemos suponer del enunciado que r < n. Ademds mediante
transformaciones elementales por filas, podemos llegar a un sistema equiva-
lente donde la matriz sea de la forma

aix Aaig -+ A - Qip
0 ax - ay -+ a
0 0 -+ Ay -+ Qg
0 O 0 0 O 0

donde podemos suponer que a;; # 0. Si a esta matriz le suprimimos las filas
de ceros tenemos una matriz A’, r x n que la matriz asociada a una aplicacién
lineal f : R®™ — R" y el ker f es precisamente el espacio de soluciones del
sistema, que tiene dimensién n — r ya que la imagen tiene dimension r. Para
ver que la imagen tiene dimensién r hay que tener en cuenta que la matriz
del sistema tiene rango r, si la imagen tuviese dimensiéon < r querria decir
que un vector de R” no seria combinacion lineal de las imagenes de los n
vectores de la base candnica de R", estos vectores son los vectores columna
de la matriz A’, pero esto es imposible porque r de ellos son linealmente
independientes.

Sea P, (t) el espacio vectorial de los polinomios en ¢ de grado < n. Una base
de este espacio esta formada por:

a) n — 1 elementos.
b) n elementos.

c) n+ 1 elementos.
Solucién: El espacio P,,(t) puede escribirse del siguiente modo:
{ant" +a, "+ tagttag:a; € R} ~ R"*!

donde se ve que una base estaria formada por n + 1 elementos; por ejemplo
{tr ¢t ... 1,1} y la respuesta correcta es la c).



14.

15.

16.

Sean Uy, Uy y Us los siguientes subespacios vectoriales de R3:

Uy ={(a,b,c) :a—b—c=0}
Uy ={(a,b,c) : a = 2c}
ng{(o,b,O)ZbER}

a) La suma Uj + U, es directa.
b) La suma U, + Us es directa.

c¢) La suma U; + Us es directa.

Solucion: Calculamos la intersecciénn de cada par de subespacios. Tene-
mos Uy = {(b+¢,b,¢)} y Uy = {(2¢,b,¢)} y, como consecuencia Uy N Uy =
{(2¢, ¢, )} que claramente es distinto del {(0,0,0)}. Por otra parte, se tiene
que Uy NU; = Us # {(0,0,0)} y finalmente U; N Us = {(0,0,0)}, con lo que
la respuesta correcta es la c).

La matriz

1/vV5 0 2/V5
2/vV/5 0 —1/\/5
o 1 0

a) Define un endomorfismo f en R? y dimker f = 1.
b) Es ortogonal.

¢) Define un producto interno en R? relativo la base canénica.

Solucién: El determinante de la matriz dada es igual a 1 y entonces tiene
rango 3 lo que implica que la dimensién del nticleo es 0. Tampoco puede
definir un producto interno porque la matriz no es simétrica. Finalmente se
puede comprobar que los vectores fila que forman la matriz, constituyen una
base ortonormal; es decir tienen norma 1 y son ortogonales entre si, lo que
confirma que la matriz es ortogonal.

1

0 _1},son de la

Todas las matrices [ Z 2 ] que conmutan con A = {

forma:

a b a b a 0
2[5 4] a[5.]  alh ]
Solucién: De la ecuacién matricial

allo )=l L ]



se tienen las ecuaciones

a—c = a — ¢=0
—a+b = b—d — a=d
c = ¢
—c+d = d — c¢=0
y la forma general de la matriz que conmuta con A es [ i 2 }, que es la

respuesta b).

. Sea f una aplicacién lineal de R?® en R? tal que f(1,2,1) = (1,-1,1),
f(1,0,—1) = (1,—-1,0) y f(1,0,1) = (2,0,0). La matriz asociada a f es:

3/2 —1/2 1/2] 3/2 —1/2 1/2
a) | —1/2 —1/2 1/2 b) | 1/2 —1/2 1/2 c)
0 1/2 0] 0 1/2 -1
[ 3/2 1/2 1/2 ]
—1/2 —1/2 1/2
0 1/2 1]

Solucion: Las condiciones del enunciado pueden escribirse en forma matri-
cial del siguiente modo:

1 11 1 12
A2 0o0|=|-1-10
1 -1 1 1 00
de donde
1 1271 117" 3/2 —1/2 1/2
A=|-1 -1 0|2 00| =]|-1/2 -1/2 1/2
1 0o0|]1-11 0 1/2 0

y la respuesta correcta es la a).

. Sean A y B dos matrices n X n con coeficientes reales. ; Cual de las siguientes
propiedades es falsa?

a) tr(AB) = tr(BA)
b) (AB)T = ATBT
c) det(AB) = det(A) det(B)
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19.

Solucidn:
Si A= (a;;) y B = (b;;) y lamamos C = AB y D = BA se tiene que

n
Cig = E aijbji
j=1

de donde se tiene que
dii = ¢y
por lo que la afirmacién a) es cierta.

La afirmacién b) no es cierta, como se puede comprobar con un ejemplo
sencillo con matrices 2 x 2 que se deja como ejercicio. Si es cierto que

(AB)T = BT AT

para verlo tendremos en cuenta que si C' = AB entonces el elemento c¢;; se
tiene como
Cij = @itbij + aigbaj + -+ - + inbp;

entonces, siguiendo la misma regla de producto de matrices, a partir de la
fila i-ésima de A y la columna j-ésima de B. El elemento correspondiente de
la matriz traspuesta seria segin esta regla

dij = ajibii + ajeby; + -+ - + ajnbn;

que se obtiene al considerar la fila j-ésima de A y la columna i-ésima de B,
esto equivale a considerar la fila i-ésima de BT y la columna j-ésima de A7.

La propiedad c) es cierta, para hacer la demostracion, necesitamos hablar de
matrices elementales, éstas son el resultado de transformar la matriz identi-
dad por medio de transformaciones elementales. Esta demostracion se escri-
bird en los apuntes del curso virtual como aplicacién de las transformaciones
elementales.

Sea f : R* — R? la aplicacién definida por:
fley,z,t) = (z+t,z—z2+tx+y—32—1)

se tiene que dim(Im(f)) vale:



20.

11

Solucién: Calculando la imagen de los vectores de la base canénica de R*
tenemos:

f(1,0,0,0) = (1,1,1)

f(1,0,0,0) = (0,0,1)

f(1,0,0,0) = (0,-1,-3)

f(1,0,0,0) = (1,1,-1)
f

respecto de las bases candnicas, esta es:

10 0 1
M={(10 -1 1
11 -3 -1

que tiene rango 3, que es la dimension de la imagen, con lo que la respuesta
correcta es la c).

Sea el sistema
rT+y = 1
S ay+z = 0
r+(a+1l)y+az = a+1

entonces S es:

a) Compatible determinado si a = 0.
b) Compatible determinado si a = 2.

¢) Incompatible si a = 0.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz A del sistema:

1 1 0
|Al=10 a 1 |=ala—1)
I a+1 a

de modo que si a # 0,1 la matriz tienen rango maximo 3 por lo que el
rango de la matriz ampliada A* también sera 3 y el sistema seria compatible
determinado. Estudiamos el rango de las matrices A y A* para los valores
a=0,1.

Para a = 0 tenemos:

1 10 1101
A= 0 0 1 Ax=10 0 1 0
1 10 1101
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21.

donde se ve que ambas tienen rango 2 por lo que en este caso el sistema seria
compatible indeterminado.

Para ¢ = 1 tenemos:

1 10 11
A=10 11 A*=1 0 1
1 21 1 2

P )

1
0
2

donde vemos que la matriz A tiene rango 2 y A* tiene rango 3, (la submatriz
formada por las tres ultimas filas tiene determinante distinto de cero), por
lo tanto el sistema es incompatible. La solucién correcta es la b).

Consideremos el sistema del ejercicio anterior. Para a > 2 tiene como solu-
cion:

) {(ail’a_—ll’ai1>}'
D)
¢) {(ail’a_—lra:)}‘

Solucién:

En el ejercicio anterior vimos que el sistema es compatible determinado si a #
0,1 y en particular para a > 2 también lo es. Resolviendo por el método de
sustitucién tenemos de la segunda ecuacion z = —ay y resultaria el sistema:

r+(a+y+a(-ay) = a+1 r+(—a*+a+1l)y = a+1

de donde tenemos y = 1 — x y sustituyendo

v+ (—a*+a+1)(1—2) = a+1

r(—a*—a) = a®
a
Tr =
a—1
y entonces
a —1
4 v a—1 a—1
a
z=—ay =
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y la respuesta correcta es la a).

22. Sea V el subespacio de R® definido por las ecuaciones

V:{$1—3IL‘2—|—$4—.’B5 =0
I3 — Iy =0

y W el generado por los vectores (1,1,0,0,0),(0,0,1,0,0) v (2,0,0,—1,1).

dim (V N W) vale:

a) 0
1

b) 1.
c) 2.
Solucion:

Las ecuaciones paramétricas del espacio W son

ry = A + 2v
To = A
W=< z3 = H
Ty = —V
Ty = v

y para hallar las de V N W sustituimos en las ecuaciones cartesianas de V,
tenemos

AN+20—3\—v—v = 0 -2\ =0
=
W—v =0 p—v = 0

y sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de W se tiene

Vaw = <(2/'L7 07 My —H, :U’)>

es decir, que dim (V' N W) = 1. La respuesta correcta es la b).

23. Siguiendo el enunciado del ejercicio anterior, dim (V' + W) vale:
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24.

Solucion:

Del enunciado del ejercicio anterior tenemos, en primer lugar, que V es la
interseccién de dos hiperplanos no coincidentes en R®, cada uno de dimensién
4 y por tanto V tiene dimensién 3. Esto también se puede ver pasando V' a
ecuaciones paramétricas

El espacio V' esta definido por las ecuaciones

ZL‘1—3J)2+{E4—1‘5 =0 PN ry = 3I2—I4+ZE5
T3 — X =0 T3 = s

de donde podemos considerar xs, x3 v x4 parametros libres; entonces resultan
las ecuaciones paramétricas

ry = 3A—v+u

Ty = A
Vi=q x3 = H
Ty = 1%
Ty = %

De estas ecuaciones deducimos que V esta generado por los vectores (3,1, 0,0, 0),
(1,0,1,0,1) y (0,0,0,1,0), que son linealmente independientes y entonces te-
nemos dim V' = 3. Por otra parte, se ve también del enunciado anterior que
dim W = 3, porque los tres vectores son linealmente independientes.

Ahora, de la férmula
dimV +dim W = dim (V + W) + dim (VN W)
teniendo en cuenta que dim V N W =1 por el ejercicio anterior, tenemos
3+3=dim(V+W)+1
y entonces dim (V' + W) = 5 y la solucién correcta es la c).
Sea Ps el espacio de polinomios en ¢, de grado < 3 con coeficientes reales.
Sea A = {1,at,bt +t*:a,b € R}, la familia A es:

a) Linealmente independiente para cualesquiera a, b.
b) Linealmente independiente si y sélo si a # 0.

c¢) Linealmente dependiente Va, b



25.
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Solucion:

Si expresamos los vectores de A en funcién de la base {1,¢,t,¢3}, estos serfan
(1,0,0,0), (0,a,0,0) y (0,b,1,0). Estos vectores forman la matriz

o O =
SR O

0
0
1

o O O

y los vectores sern linealmente independientes cuando la matriz tenga rango
3. Como la ultima columna esta formada por ceros, podemos limitarnos a
estudiar la matriz formada por las tres primeras, y haciendo el determinante

tenemos
1 00

0 a 0|=a
0 b1

es decir que la matriz tiene rango 3 sélo cuando a # 0 independientemente
del valor de b. La respuesta correcta es la b)

Sea f : R3 — R3 la aplicacién lineal definida por
f(z,y,2) =
(ax+y+z,x+ay+ z,x +y+ az).
El valor de a para que la dimensién de ker f sea maxima es
a) 0.
b) 1.
c) —2.
Soluciodn:
Las ecuaciones de ker f son
ar+y+z = 0

T+ay+z 0
r+y+az = 0

y su dimension serd maxima cuando la interseccién de los subespacios vecto-
riales que define cada ecuacion sea maxima. Cada ecuacién define un subes-
pacio vectorial de dimensién 2, por lo que habria que estudiar primero si es
posible que la intersecién tenga dimensién 2, para ello los tres planos tendrian
que ser coincidentes, y esto ocurre cuando a = 1. Asf la solucién es la b).
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26.

27.

Con el enunciado del ejercicio anterior, para a = —2, dim Im( f) vale:

a) 0
b) 1
c) 2

Solucion:

Para el valor a = —2 el sistema de ecuaciones que se planted en la solucién
anterior es compatible indeterminado. La matriz del sistema tiene rango 2,
como se puede comprobar facilmente, y esto quiere decir que la interseccion
de los tres subespacios tiene dimension 1, o lo que es lo mismo, el conjunto
de soluciones del sistema depende de un parametro. Explicitamente

—2r+y+z = 0 .
r—2y+z = 0 <:>{ ;f;y B _j
r+y—2z = 0 y =
y resolviendo por Cramer, tenemos
-2 —z —z 1
1 —z —z =2
r = = Z7 y _= = Z
-2 1 -2 1
1 =2 1 =2

y entonces ker f = ((1,1,1)); es decir, dimker f = 1 y entonces dimImf =
dimR3 — dimker f =3 -1 = 2.

Sea A una matriz cuadrada, entonces:

a) A- AT es ortogonal.
b) A — AT es simétrica.

c) A- AT es simétrica.

Solucién:

Veamos en primer lugar que las opciones a) y b) son falsas con un ejemplo
sencillo. Consideremos la matriz

(1)



28.

29.
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Se comprueba que A- AT no es ortogonal ni A— A” simétrica. Por otra parte,
dada una matriz A para obtener elemento a;; (fila i columna j) de la matriz
A- AT se utilizan la fila 7 de la matriz A y la columna j de AT (multiplicando
cada elemento de la fila con el correspondiente de la columna y hayando la
suma, como es habitual). Para hayar el elemento a;; tenemos que considerar
la fila j de A y la columna i de AT, pero estas coinciden respectivamente con
la columna ¢ de AT y la fila j de A; es decir, a;; = aj;.

Sea My el espacio de matrices reales 2x2. Sea M € Moy». Sea la aplicacién
[ Mayo — Mays definida por f(A) = AM — M A.

a) f es lineal para cualquier M.
b) f es lineal sélo si |[M] # 0.

c) [ es lineal sélo si M es triangular.

Solucion:

Es un ejercicio facil comprobar que para cualquier M la aplicacion f es
lineal, lo cudl invalida las opciones b) y ¢). (Sugerencia: escribir A como
matriz genérica con entradas a, b, ¢ y d y comprobar la linealidad).

1 0
=1 )
y [ Maxa — Mayo definida por f(A) = AM — M A. La dimensién de ker f
es:

Sea

a) 1.
b) 2.
c) 3.
Solucién:
a b . b
Sea A = ( . d ) entonces se tiene que f(A) = AM—MA = at3ctd

e igualando esta imagen a la matriz nula se tiene el sistema de ecuaciones

b = 0
—a+3c+d = 0

cuya solucién general es {(3a+ 3,0, .5) : «, B € R}, de donde se tiene que
la dimensién de ker f es 2 y la respuesta correcta, b).

—3b
—b

)
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30.

31.

32.

Sea A una matriz tal que sus vectores fila son ortogonales y tal que |A| > 0.
Entonces tenemos que:
a) A es ortogonal.

b) A es ortogonal si y sélo si el médulo de sus vectores fila es 1.
c) (1/\/ ]A\) - A es ortogonal.

Solucion:

Una caracterizacién de las matrices ortogonales es la de estar formada por
vectores fila ortonormales. Esto quiere decir que sus vectores fila han de
ser ortogonales y ademds tener médulo 1, asi la respuesta correcta es la b).
Segun esto, claramente a) no es cierta y se puede ver que c¢) tampoco si
consideramos la matriz 3 x 3:

A:

S O N
o = O

0
0
1
se tiene |[A| =2y (1/v/2) - A no es ortogonal.

Dada la matriz A del ejercicio anterior, se tiene que AX”, donde X =
(w1, 19, x3) € R? define una aplicacién lineal f, tal que dimker f es:

Solucion:

Como los vectores fila de la matriz A son ortogonales, entonces son lineal-
mente independientes, (si uno de ellos fuese combinacién lineal de los otros,
por este motivo no podria ser ortogonal a esa combinacién lineal y por tanto
no lo serfa a todos los que forman la combinacién lineal). Resulta que si A
es 3 x 3 tiene rango 3 y entonces dimker f = 0, y la respuesta correcta es la

a).

En R* consideramos el subespacio V' generado por los vectores (1,1,0,0),
(0,0,1,0) y (0,0,0,1); y W el subespacio generado por (1,0,0,—1), (1,0,0,1)
y (0,0,—1,1). Entonces dim (V N W) vale:
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Solucion:

Con los vectores que generan V' formamos la matriz

My =

o O =
o O =
o = O
_ o O

que tiene rango 3, ya que el determinante de la submatriz que resulta al
suprimir la primera columna es 1.

Anélogamente, con los vectores que generan W formamos

10 0 -1
My=110 0 1
00 -1 1

y esta matriz tiene rango 3 porque suprimiendo la columna de ceros, tenemos
una matriz cuadrada con determinante 2. En resumen tenemos que dim V' =

dim W = 3.

Ahora consideramos la matriz formada por los seis vectores y tenemos

11 0 O
00 1 0
00 0 1
Mvsw =119 ¢ 1
10 0 1
00 —1 1
y en esta matriz si llamamos v;, (i = 1,- -+, 6) a los vectores fila, se tiene que

Vg = U3 — Vg ¥ U5 = ¥4 + 2v3. Suprimimos de la matriz vs y vg y tenemos una
matriz con el mismo rango:

/ —
My =

_ o O =
OO O =
O O = O
— = O O

cuyo determinante es:
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33.

34.

110 0 L1 o
001 0

Ml =1 0 0 1:_28_1 =
100 -1

Con lo que tenemos que dim (V + W) = 4. De la férmula
dimV 4+ dim W = dim (V + W) + dim (VN W)
tenemos
3+3=44+dim((VNW)

y por tanto dim (V N W) = 2 ademds de tener la respuesta de la pregunta
siguiente.

Nota: Para ver otra forma de hacer este tipo de ejrcicio, véase la solucion

de la prueba de la primera semana.

Con el enunciado del ejercicio anterior, si B es una base de V 4+ W, el niimero
de elementos de ésta, es:

Solucion:

Segun la solucion del ejercicio anterior, la dimensién de V + W es 4 y por
tanto ’este es el nimero de elementos de cualquier base de este espacio. La
respuesta correcta es la c).

Sea Pj el espacio de polinomios en ¢, de grado < 3. @) el subespacio generado
por {1,¢,at?} y R el generado por {bt?, 3}, a,b € R entonces:

a) Ps=Q ® R,Va,b .
b) P,=Q®R,sia=b=0.
c) B=Q®R,sia=0yb#0

Solucioén:
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Con respecto a la base {1,¢, % 3}, los vectores que generan @ son: (1,0,0,0),
(0,1,0,0) vy (0,0,a,0) y los que generan R: (0,0,1,0) y (0,0,0, 1). Claramen-
te, la interseccion QN R esta generada por (0,0, 1,0) cuando a # 0,y sia =0
esta interseccion es (0,0,0,0). Para que la suma sea directa, tenemos enton-
ces que la primera condiciéon ha de ser a = 0. Para que ademas se genere
todo P3 tiene que ser b # 0. Asi la respuesta correcta es la c).

Consideremos el espacio Ps del ejercicio anterior, y f : R? — P, la aplicacion
f(a,b,c) = a+ bt + ct* una base de Imf es:

a) {1+t+¢*}

b) {t,t+t*}

c) {1,¢,}
Solucion:

Si consideramos la base {1,t,t%,t3} de P3 como en el ejercicio anterior, la
imagen de f puede considerarse como el espacio generado por los vectores
{1,t,t*}, por lo que la respuesta correcta es la c).

Sea f : R* — R? la aplicacién definida por
fly,zt)=(@ -2y —tz+z—tx+y+2z)
Entonces dim Im(f) vale
a) 1.
b) 2.
c) 3.
Solucion:

La matriz de f con respecto de las bases canénicas de R? y R* es:

1 -2 0 -1
1 01 -1
1 12 0

cuyo rango es 3 ya que el determinante de la matriz que resulta al suprimir
la dltima columna (por ejemplo), es distinto de cero. El rango de esta matriz
coincide con la dimension de la imagen de f. Resulta que la respuesta correcta
es la c).
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8. SiA= ( ; f > y B = < _; _:23 ) y sean qa y qp las formas cuadréticas

que definen. Entonces:
a) qa es definida positiva y gg no.
b) qp es definida positiva y g4 no.

¢) Ninguna de las dos es definida positiva.

Solucion:

Una matriz es definida positiva si sus valores propios son positivos y la forma
cuadratica que define una matriz es definida positiva si la matriz lo es. Una
de las caracterizaciones de matriz n x n definida positiva es que cumpla
la propiedad (—1)¥A; > 0, donde A}, es el determinante de la matriz que
resulta al suprimir las ultimas n — £ filas y columnas. Se comprueba que
para la matriz A es A; =1y Ay = —3. Para la matriz B se tiene A; =1y
Ay = —1 por lo tanto ninguna de las dos es definida positiva.

37. Sea f :R3 — R? la aplicacién lineal definida por
Entonces f~1(1,0) es:
a) {(1,-1,-1)}.
b) {(\,1—X2-3)\}.
c) {(\,1—=2X2—3)\)}.

Solucion:

Se trata de resolver el sistema

r—y+z =1
r+2y—2 = 0

que es equivalente a
r—y = 1l—=z
r+2y = z

y resolviendo por Cramer, se tiene:

1—2 -1 1 1—2z
_’ z 2’_2—2‘ _‘1 z _3z-2
S I T o e R I T
e .
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de donde resulta z = =32 +2 y y = —2z+1, asi tomando x como parametro
independiente, se tiene la solucién {(A,1 —2X,2 — 3\)}; es decir, la c).

38. Sea

-2 0 00
7 =3 00
A=l g 0 229
0 0 -3 7
a) A=0.
b) A = 120.
c) A =84
Solucion:

Se trata del determinante de una matriz por bloques, de las propiedades de
los determinantes de este tipo de matrices tenemos:

-2 0 00
7 -3 00 -2 0 2 2

A=l 0 0 202 ‘ 7—3H—3 7‘6'20120
0 0 -3 7

39. Sea V el subespacio de R* generado por los vectores (1,1,0,0) y (1,0,1, —1);

y W el generado por (—1,0,0,1),(1,0,0,0) y (1,—1,0,0). Hallar dimV/,
dimW, dimV NW ydimV 4+ W.

Solucion: La matriz

110 0
1 01 —1
formada por los vectores que generan V' tiene rango 2, ya que la submatriz

cuadrada formada por las dos primeras columnas tiene determinante distinto
de cero. Esto quiere decir que la dimension de V' es 2. Por otra parte, la matriz

— = =
—_ o O
o O O
o O =
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40.

formada por los vectores que generan W tiene rango 3, ya que la submatriz
que resulta al eliminar la columna formada por ceros, tiene determinante
distinto de cero. Entonces tenemos que la dimension de W es 3.

Para calcular la dimension de V' + W consideramos la matriz que resulta de
la unién de los vectores que generan ambos subespacios y tenemos la matriz

|
— = =
_ o O O =

S OO = O
S O = = O

que, evidentemente no puede tener rango mayor que 4. De hecho, si sumamos
la primera y ltima fila y multiplicamos por 1/2 tenemos la fila 4, entonces
podemos suprimir esta fila y tenemos la matriz

1 10 0
1 01 —1
M=1_1 o0 1
1 =10 0

ahora desarrollando el determinante de M por los elementos de la primera
fila se tiene

01 -1 11 -1
det M = 00 1(-]-10 1|=-=-2
-1 0 10

y entonces M tiene rango 2 que es el rango de la matriz inicial. Entonces
tenemos que la dimensién de V+W es 4. Para calcular dim (V N W) tenemos
en cuenta

dimV +dimW = dim(V+ W)+ dim (VN W)
243 = 4+dim (VW)

de donde se tiene que dim (VN W) = 1.

Sea {ey, e, 3} una base de R? y {e], €,} una base de R?. La aplicacién lineal
f tal que:

fler) = —2¢€|+ 3€,
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fles) = €\ —e
fles) = €\ +é

Hallar las ecuaciones de ker f y calcular su dimensién. Hacer lo mismo para

Imf.

Solucién: La matriz de f respecto de las bases dadas de R? y R? es
-2 11
3 -1 1

entonces podemos expresar las ecuaciones de ker f

{ —2 11 } il 8
2 pu—
3 -1 1 s 0
que es un sistema homogéneo equivalente a
—21‘1 + Ty = —xI3
3r] — x93 = —x3
cuya solucion es
—XT3 1 —2 —XI3
—X3 —1 3 —X3
I e = T N
3 -1 3 —1

As{ tenemos

ker f = {(=2X, =5\, \)}

y claramente se tiene dimker f = 1.

El espacio Imf es el espacio vectorial generado por las imagenes de los vecto-
res de una base de R?. Si tomamos los vetores de la base canénica, tenemos
que sus imdagenes por f son (—2,3),(1,—1) y (1,1). Estos vectores son li-
nealmente independientes y por lo tanto generan un subespacio de R? de
dimensién 2, que es el propio R
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41.

42.

43.

Sea V, = {(z,y,2) € R®: ax — y + z = 0}. Calcular los valores de a para los
que se tiene R* =V, @ ((1, 1, a)).

Solucion:

Para que R? sea suma directa de los dos subespacios, tiene que darse que el
vector (1,1,a) no puede pertenecer al plano V,. Esto es equivalente a que
este vector no sea perpendicular al vector perpendicular al plano (a, —1,1).
La condicién de perpendicularidad es

(1,1,a) - (a,—1,1) =2a—1=0

por lo que, para que la suma sea directa tiene que ser a # %

Sea la matriz

A= | —

S W N

0
0
1

SN W

Estudiar si es ortogonal y en caso contrario normalizarla, multiplicando sus
filas por cierto niimero para obtener otra matriz B, que si sea ortogonal.

Solucion: Los vectores fila de la matriz son ortogonales entre si, es decir,
sus productos escalares, dos a dos, valen todos cero. Esto no es suficiente
para que la matriz sea ortogonal, falta normalizarlos, esto es, tomar el vector
en la misma direccién y sentido, pero con mdédulo 1, (ver teorema 6.16, pg.
256 del texto base: Elementos de /[lgebm). Entonces, para cada vector fila
v, hacemos ”L’—” y tenemos

(2,0,3), (—3,0,2), (0,1,0)

w

1
V13

y resulta que la matriz

si es ortogonal.

En R? consideramos el espacio U = {(z,y,2) € R® : x — 2 = 0} y la aplica-
cién lineal f: R3 — R3 tal que ker (f) = Uy f(1,0,0) = (1,1,0). Encontrar
la matriz y de la aplicacién f.
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Solucidn: Los vectores (0,1,0) y (1,0, 1) forman una base de U y ademds
estos dos vectores junto con (1,0,0) son una base de R3. Por lo tanto los
vectores de la base candnica se pueden expresar en funcion de los anteriores

(1,0,0) = (1,0,0)
(0,1,0) = (0,1,0)
(0,0,1) = (1,0,1) —(1,0,0)

Para hallar la matriz de f tenemos que calcular

f(1,0,0) = (1,1,0)
f(0,1,0) = (0,0,0)
f£(0,0,1) = f(1,0,1) — f(1,0,0) = (0,0,0) — (1,1,0)

y por tanto la matriz de f es

10 —1
Mi=|10 -1
00 0

Sea P, el espacio de polinomios en ¢, de grado < 2 con coeficientes reales.
Sea A= LI[t,t*] y ¢ : Py X P, — R el producto escalar:

©(p,q) = p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + p"(0)¢"(0)

Calcular la matriz de este producto escalar con respecto a la base {1,¢,#*}.
Calcular la dimensién de A*.

Solucion:

La matriz pedida es

e(1,1)  o(l,t) »1,t%)
o(t,t)  o(t,t?)
) () ot %)

©
—~
\.PF
— ~—

Realizando los calculos, a partir de la definicién de nuestro producto escalar,
tenemos
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45.

46.

e(1,1) = 1
e(l,t) = ot 1)=0
p(1,8%) = @t 1)=0
p(t,1?) = @(t*t) =0
e(t,t) = 1
o(t?1?) = 4

de modo que la matriz pedida es

O O =
O = O
- O O

En R* consideramos los vectores u = (1,0, —2,1) y v = (5,1,0,1). Calcular
la proyeccién I, (u), de u sobre v.

Solucién: La proyeccion que buscamos es la proyecciéon ortogonal, esto es,
un vector en la direccién de v con médulo igual a ||ul| cos a,(*) donde a es el
angulo que forman u y v. Después multiplicamos este ntimero por el vector
unitario en la direccion de v y resulta

u-v v 6

Hv = 5 " = 55 717 7]-
W= = &0

Sea My es el espacio de matrices reales 2 x 2 y § y A los subconjuntos
de matrices simétricas y antisimétricas respectivamente, demostrar que toda
M € Msyys puede ponerse como suma M =S+ Adonde S € Sy A e A
Estudiar si S y A son subespacios vectoriales de M5 v en caso afirmativo
encontrar una base.

Consideremos la aplicacion

(' ) > i Moyo X Mays — R
(A,B) + tr(BTA)

'Esta contidad es negativa si la proyeccién es sobre —v, es decir, si el 4ngulo a € [0,7/2) se
mide entre u 'y —v. Por ejemplo v =(1,0) y u = (-1, 1).
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estudiar si (-,-) define un producto escalar en Moo v si es asi, estudiar si
Ay S son ortogonales.

Solucién: La comprobacién de que A y S son espacios vectoriales, y por
consiguiente, subespacios vectoriales de Myyo es muy facil y se deja como
ejercicio. Una matriz genérica A € A es de la forma

0 b
=[50
de donde se deduce que una base de este espacio seria la matriz
01
)

y, logicamente, este espacio tiene dimension 1. Por otra parte una matriz
genérica de S € § seria de la forma

[ih

y una base estaria formada por las matrices

10 0 1 0 0
s=lon)os= (1ol w0 0]

y este espacio tiene dimension 3.

Efectivamente, se comprueba que la aplicacién (-, -) verifica las tres propie-
dades del prducto escalar,

a) tr(ATA) =a> + 0 + 2+ d> # 0 si A € Mays\Op,,,, donde
a b
el
b) tr(BTA) = tr(ATB) = aa + bB + ¢y + dd, donde
_la b | a B
a=[tal o= [55]

¢) tr(CT(A\A + uB)) = Mr(BTA) + utr(BTC), (se deja la comprobacién
como ejercicio).
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Para estudiar si A y S son ortogonales, estudiamos la ortogonalidad entre
sus respectivas bases. Entonces

<A1, Sl> = tI'(S?Al) =tr _(1) 8 :| =0
<A1, SQ> = tI’(S?AQ) =tr (1) _(1) :| =0
<A1, S3> = tI‘(S?Ag) =tr 8 (1] :| =0

y por lo tanto resulta que los espacios A y S son ortogonales.
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El valor de
lim <x —v/1+ x3> es:
T—+00
a) 0
b) 1
c) —oo
Solucion:

Teniendo en cuenta la igualdad a® — b® = (a — b)(a® + ab + b*) se tiene que

2 1 3\1/3 1 3\2/3
lim (:1:—\3/1+:1:3) = Ilim (:1:— 31+:I:3)x ta(l+2) P+ (A +a7)
=400 200 22 + x(1 + 23)V/3 4 (1 + 23)?/3
—1

1i =
e 460 22 | z(1+ a3)t/3 + (1 + 23)2/3
y la respuesta correcta es la a).
La funcién f(x) = xx—fQ verifica:

a) es continua en todo R.
b) es continua en R — {2}.

¢) es continua en R — {0},

Solucion:
En x = 2 La funcién f no estd definida, por tanto no es continua en ese
punto. La respuesta correcta es la b).

Sea f(z) = |z(z — 1)|, entonces f tiene:

a) un maximo local en x = 1.
b) un minimo local en z = 0.

¢) un punto de inflexién en x = 1/2.

Solucion:

Para z = 0y x = 1 la funcion vale 0, como este es el valor minimo que puede
alcanzar f, por tratarse del valor absoluto de 22 — x, es cierta la afirmacién
de b). La afirmacién de la afirmacién de a) podria ser cierta si la funcién
fuese idénticamente nula en un entorno de x = 1, pero inmediatamente a
su derecha la funcién f coincide con 2% — x que no es igual a cero, por lo
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tanto esta afirmacién es falsa. Finalmente en un entorno del punto x = 1/2
la funcién f coincide con —x? 4+ x y su derivada segunda vale —2, con lo que
se ve que c) es falsa.

50. La ecuacién z2 — 122 + 1 = 0 tiene en R:

a) una solucién.
b) dos soluciones.

c) tres soluciones.

Solucion:

Consideremos la funcién f(x) = 23 — 12z + 1, entonces f'(z) = 32? — 12
e igualando a cero tenemos que los puntos criticos de f son x = +2. Esto
quiere decir que la grafica de f tiene unicamente un maximo y un minimo
ya que es derivable en todo R. Por otra parte se tiene que lim,_,, ., = +o0.
También se comprueba que f(—2) > 0y f(2) < 0. De todo esto se deduce
que la grafica de f corta al eje X en tres puntos y estos son las raices de la
ecuacién del enunciado. La respuesta correcta es la c).

51. Sea f(x) = e” =1y g(z) = f(|x]):
a) g'(0)=1.
b) 9'(0) = —1.
¢) g no es derivable en 0.
Solucidn:

Tenemos que

, et , el —1
lim = lim =1
h—0+ h—0 h
) elhl—1 e—h —
lim = lim =-1
h—0— h—0

por lo tanto el limite buscado no existe y la funcién no es derivable en z = 0.
La respuesta correcta es la c).
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Sean f una funcién definida en el conjunto {z € R: —1/2 < x < 1/2} siendo
f's f"y f” continuas en este conjunto. Ademas se tiene f(0) =0, f'(0) =1,
f'(0) = =1y f'"(0) = 9/4. Entonces el polinomio de Taylor de grado
menor o igual que tres, en x = 0 es:

a) P(x)=x+ 2% + 2a°.

b) P(z) =x — sa? + 3.

¢) P(z) =z — 2% + 32
Solucién:

La forma del polinomio pedido es

f10) f"0) 5 f"(0) 4
TR TR T

By(0;2) = f(0) +

y en las condiciones del enunciado sélo tenemos que sustituir los valores de
las derivadas para tener:

3
Py(0;2) =2 — —2° + gx?’

es decir, la respuesta c).
La funcién g(x) = % tiene como asintota:

a) v =1

b) y=1z—3.

c) y=—x—3.
Solucién:
Claramente z = 1 no es asintota de la funciéon del enunciado por que

lim, ,; f(x) = 1/4. Por otra parte si buscamos asintotas y = mz + n, te-
nemos:

S A C N T
r—+oco T x%iool’—l—g
Y 3
, Ry —or

y entonces la unica asintota oblicua que hay es y = x — 3. La respuesta
correcta es la b).
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54. Sea f(z) = / tcost dt. La derivada de f es:
0

a) f'(z) = 223 cos 2.
b) f'(x) = 22*(cosz?) (sen ).

¢) f'(x) = 2x(cosz?) (sen ).

Solucion:

Se tiene que f(z) = (hog)(z) donde g(z) = 2 y h(z) = [ tcost dt.
Aplicando la regla de la cadena para la derivacién de una funciéon compuesta
y teniendo en cuenta el Primer Teorema Fundamental del Calculo para la
derivacién de h, se tiene

f'(x) =H (g(x)) - ¢(z) = (2° cos 2?) - 2 = 22" cos 2°

y tenemos que la respuesta correcta es la a).

5
55. El valor de/ %dw es:
3 T°— 3T+ 2

a) —In3+3In2.
b) —In2+2In3.
c) 3ln2.

Solucion:

Si descomponemos la fraccion dentro de la integral en suma de fracciones
simples tendremos

x -1 L 2
(z—1)(z—-2) -1 x-2

y asi la integral resulta

5
- r 5
/3 73712 dt = —In|z —1|+2In|z —2|]; = —In2+2In3.

56. Sea A el conjunto de los x € R que satisfacen la ecuacién
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Solucién: La inecuacion anterior puede expresarse

(z—1)(z—2) 0
(z +2)(x + 3) -
(z—1)(x—-2)—(z+2)(z+3)  —8x—4
(z +2)(z +3)  (x+2)(z+3)

y para tener esta desigualdad tenemos dos opciones. La primera es que —8x —
4 > 0y al mismo tiempo (z + 2)(z + 3) > 0.

De —8x — 4 > 0 se tiene que x < —1/2, y la condicio6n (x + 2)(z + 3) > 0
equivale a que (z 4+ 2) > 0 junto con (x + 3) > 0, lo que se traduce en la
interseccién (—2, +00) N (—3,+00), o bien (x+2) < 0 junto con (z+3) < 0,
que serfa la interseccién (—oo,—2) N (—oo. — 3). La condicién de que el
denominador sea > 0 serd entonces (—oo, —3) U (—2, +00) y junto con = >
—1/2 se tiene la solucién correspondiente a esta primera opcién (—2, —1/2].

La segunda opcién consiste en que —8z—4 > 0 y al mismo tiempo (z+2)(x+
3) > 0 que se analiza de forma andloga, aunque en este caso la solucién que
se obtiene es el conjunto vacio, con lo que la solcién final es (—2, —1/2].

Representar graficamente la funcién
f(z) =2*+3|z| -6

Solucion: La funcion f puede escribirse

fz) = 2 4+3r—6 siz>=0
VTV 22 =32-6 siz<0

y tenemos que su derivada es

N ) 20+3 six>0
f(m)_{zx—?, si <0

Ademas se comprueba que en z = 0 no es derivable puesto que las derivadas
laterales no coinciden. Por otra parte para = # 0 se tiene que f”(x) = 2. Si
igualamos la primera derivada a 0 tenemos que de la expresién para x > 0
tendria que ser x = —3/2 lo cuédl es imposible, lo mismo para la expresion
para z < 0 que tendria que ser = 3/2. Entonces la derivada no se anula
en ningun punto. Ademas de la expresién de [’ se tiene que f es decreciente
en (—o00,0) y creciente en (0,+00). Se tiene que f tiene un unico maximo
en x = 0. La grafica de f consiste en dos ramas de parabola formando un
vértice en el punto (0, —6).
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58. Calcular las integrales

2 x x
/w e*dx /—(x—l)de

Solucién: La primera se hace por partes: tomando u = 2% y dv = edx
resulta du = 2xdr y v = e”. Entonces

/xQG‘”d:E = 22" — 2/xe$dm = 2%e® — 2 (mex — /:ve””dx)

y resolviendo la integral que resulta, también por partes, tomando u = = y
dv = e*dx tenemos

/xQe"‘“daj = %" —2 (xem — /:cexd:v)

= 2" —2xe’”—2/exd$
= ex(:v2—2x—2).

Para la segunda, descomponemos la fraccion en fracciones simples:
T 1 1

G—12 z2-1 (@=1p
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y entonces se tiene

/ﬁdw - /xildx—i_/ﬁdx

1

Sean f(r) = /7% vy g(z) = § — |z|. Calcular el dominio de fogy go f.

Solucion: La funcion f o g puede escribirse

sizx>=0
1+xz/2 =
(fog9)(x) —
T3ca S1T< 0

En la expresién para x > 0 vemos que el denominador de la fraccién que
esta dentro de la raiz, es siempre mayor que cero, y el numerador menor o
igual que cero, asi el tnico valor posible es el que hace la fraccién igual a 0,
es decir, z = 0. Del mismo modo vemos que para la expresion para x < 0 no
hay ninguna solucién. En definitiva, el domino de esta funcién se limita al
conjunto {0}.

La funcién g o f puede escribirse

(90 ) = 5/ T

Para empezar, podemos excluir el punto = 1 e incluir x = 0. La condicién
que ha de cumplirse para los demas es

$>0

11—z

y haciendo un andlisis similar al del ejercicio 1 se tiene que este conjunto es
(0,1), por lo tanto el dominio de go f es [0,1).

Calcular

1
lim (1 + sen ) Tcosz
z—0
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61.

62.

1
x

Solucién: Teniendo en cuenta que lim, ,o(1 + 2)z = e y que la funcién e”

es continua se tiene

1
llm(l + sen I) l—cosz — (& l—cosz —= OO
z—0

ya que
, senx ., CcosSx
lim ——— = lim =00
z—0]1 —cosx z—=0senx

Sea la funcién

f(x):{;e”_ sixz#£0

siz=0
estudiar si existe k que haga f continua en 0.

Solucioén: Tenemos

alnlg(l) ex - 1 =0

por lo tanto si k = 0 la funcién f es continua.

Sea la funcién

2 .
_ r— 5 six <0
f(z) { log(l+z) siz>0

Calcular el polinomio de Taylor de grado 2 de f en x = 0.

Solucién: Fijémonos que en caso de que exista el polinomio pedido, tienen
que existir las derivadas primera y segunda de f en cero, y si estas existen
tienen que coincidir con las de z—%-, de lo que resulta que el polinomio pedido

/ 2 P .
serfa el de x — % y como este es de grado 2 sera él mismo. Por lo tanto el
polinomio pedido es z — %-. Se deja como ejercicio hacer la comprobacion.
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Calcular la recta tangente a la grafica y = 2% + 1 que pasa por el origen de
coordenadas.

Solucion: En el enunciado original se pedia la recta tangente a la grafica
de y = 2% que pasa por el origen, en este caso se ve que como la grafica es
tangente al eje X precisamente en el origen, este eje es la recta pedida.

Para ilustrar un poco més el procedimiento del ejercicio, resolveremos con
este nuevo enunciado.

La ecuacion de la recta tangente en un punto (xg, f(zo)) es

y = ['(z0)(x — w0) + f(0)

Imponer la condicion de que esta recta pase por el origen es equivalente a

zo f'(w0) = f(0)

y resolvemos la ecuacién que resulta en xy. En nuestro caso, y escribiendo x
en lugar de xg por simplicidad tenemos

r-2r=2"4+1=22=1
y tenemos las soluciones xq = +1. Asitendriamos las dos rectas tangentes

y=f(-D@E+1)+f(-1) = -2z
y=f)(x-1)+f(1) = 2z

Estudiar la continuidad y derivabilidad de g(z) = |e* — 1|. Solucién:

La funcién podemos escribirla

f(a:):{ e#—1 six >0

—e+1 siz <0

Para estudiar la continuidad, tenemos en cuenta que a ambos lados de x = 0
estamos considerando funciones continuas, por lo tanto el tinico problema
podria estar en z = 0, sin embargo es facil ver que

lim, o+ f(z) = lim, ,o+(e”* —1) =0
lim,_,o- f(2) = lim,_,g+(—e* +1) =0

por lo que la funcién es continua en ese punto ya que f(0) = 0. En cuanto
a la derivabilidad, también tenemos que a ambos lados de z = 0 tenemos
funciones derivables. Para estudiar la derivabilidad en x = 0, tenemos que

f(0+h)—£(0)
h

, , h_ , h
limy,_,o+ = limy,_,o+ % = lmy o+ T =1
f(0+h)—£(0) h_q

/. _ /. [ _ /. eh _
limy - === = lmy - == =limo- -5 = —
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65.

66.

67.

y como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en
x = 0.

Sea f(z) = 2%*(3 — ). Describir el conjunto de puntos de R donde f es
creciente como unién de intervalos.

Solucién: La funcién f es una funciéon polinémica, por lo que los interva-
los de crecimiento estaran completamente determinados por el signo de la
primera derivada. Tenemos

2¢(3—xz) — 32> =0

fl(x) =223 -2)* -3’3 -2’ =0% 6
3—x=0

y tenemos que f’ se anula en x = 0,6/5, 3 y la siguiente tabla

Intervalo | (—o0,0) | (0,6/5) | (6/5,3) | (3,00)
Signo de f’ — + —

y el conjunto que se pide es (0,6/5).

Calcular
. x —tanx
lim ——
z—0 :L‘S

Solucion:

Tenemos una indeterminacién g y por lo tanto podemos aplicar la Regla de
L’Hopital.

1

r —tanx ~ oz

lim ———— = lim
x—0 {E3 x—0 3372
donde volvemos a tener otra indeterminacion % y por lo tanto volvemos a
aplicar la Regla de L’Hopital.

1— 1 _ 2senx 1
lim —cos’z  _  |fyy —cos®x _
=0 312 =0  6x 3
Hallar los puntos del plano XY donde la grafica de y = x§+ - alcanza
extremos.

Solucion:
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Tenemos

xr2 +1— _a?
f'(a) = e

N 2+ 1

y facilmente vemos que f’ no se anula nunca. Como f(z) es derivable en todo
R, de existir puntos extremos, en éstos tendria que anularse la derivada, por
lo tanto f no tiene extremos.

68. Hallar los puntos de inflexién de la grafica

y = 102 — 32°

o 19 -8 -17 -6 -15 -14 13 -2 -1 -0 -9 8 -7 6 5 -4 3 -2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
x

Figura 0.1: Gréfica de y = 1023 — 32°.

Solucion:

Se trata de una funcén polinémica, por lo tanto sus puntos de inflexion
estaran entre aquellos donde se anule la segunda derivada.

f'(z) = 302 — 152* — f"(2) = 60x — 602°
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69.

70.

71.

72.

73.

4.

entonces
f”(m) =0 xr=-1,0,1

tomando valores a ambos lados de cada uno de ellos, vemos que f” cambia
de signo en los tres, por lo tanto los tres son puntos de inflexion.

3
/ |1 — z|dx
—2

Calcular

Solucion:

Hay que tener en cuenta que

/z|1—xldx:/;(l—x)dx+/13($_1)dx

y el resto se deja como ejercicio.

Calcular

L V2422 — /2 — 22
lim

x—0 :L‘Q

Indicacién: Racionalizar, es decir multiplicar numerador y denominador por

V2 + 22+ V2 — 22

Hallar las asintotas de la grafica de

xe®

:1—1-6‘7”

Y

Indicacién: Las soluciones son y =0 e y = x.
Calcular el polinomio de Taylor de e cerca de 2 = 0, de grado 4.

Hallar el drea de la regiéon R de R? delimitada por la recta y = —z + 3 y la
grafica de y = 2/x.

Indicacién: Calcular primero los puntos de interseccion de las dos graficas
y luego plantear la integral correspondiente.

La recta tangente a la grafica y = e* que pasa por el origen de coordenadas
es:
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a) y=uz.

b) y=ex.

c) y=log2x.
Solucién:

La ecuacién de la recta tangente a la grafica {(z, f(z))} en el punto (xg, f(z0))
es

y = af'(x0) — xof'(x0) + f(xo)

y en este caso, se tiene que cupmlir que xof'(xo) — f(zo) = 0, es decir
rpe™® = e" entonces xg = 1 y se tiene

y==zf"(1) = f(1)+ (1)

es decir

75. La derivada de y = log |z + v22 — a?| es:

a) y' = 75—

/
b) y/ a?
/

T

]

r2—a
x

)y ——

]

Solucion:

Teniendo en cuenta que la derivada de y = log|z| es v/ = % y la regla de la
cadena tenemos

Igual que la funcién log |z| estd definida en R\{0} al igual que su derivada,
la funcién del enunciado lo estd en R\(—a,a) si a > 0, o en R\{0} si a = 0.

76. Sea g(x) = e” — 1, entonces:
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7.

a) g(x) no es continua en z = 0.
b) g(z) no es derivable en z = 0.

¢) h(x) = |g(x)| no es derivable en x = 0.

Solucion:

La funcién f(x) = e” es derivable y por lo tanto continua en R, en particular
lo es en = 0. Asi que la opciones a) y b) no son correctas. A continuacién
vemos que c¢) es correcta, si llamamos k(z) = |g(z)| tenemos

k(h) — k(0) leh —1] =0 el —1 eh
/ — {. — 1 L =i —_ =
Hel) = lim == A, pm g = m e =1
k(h) — k b |- 1—¢h et
K@) = lim P RO =0 e =y
h—0— h h—0~ h h—0 h h—o 1

donde en el altimo paso hemos aplicado la regla de L’Hopital. Tenemos enton-
ces que las derivadas laterales no coinciden, por lo que |g(x)| no es derivable
en r = 0.

Sea . A
L:alc1—>r% <m—2_x2—4>
entonces:
a) L=0.
b) L=1.
c) L=1/4.
Solucién:

i 1 4 , 1 4
lim — = lim —
eo2\x—2 22—4 e=2\x—2 (x—2)(x+2)

~ Ym T+ 2 B 4
N alc—>2 <(x—2)(x—|—2) (x—?)(x—i—Q))

i Tz — 2

= lim

w2 (2~ 2)(x +2)
) 1

= lim
=2 + 2
1

1
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Sea f(z) = 23(5 — z)?. El subconjunto del dominio de f donde ésta es
creciente es:

a) (—o00,3) U (5,00).
b) (—o0,3)U (3
¢) (—o0,—3) U (5, 00).

,00).

Solucion:

El dominio de f es todo R porque es una funcién polinémica. Para determinar
los intervalos de crecimiento tenemos que analizar el signo de la primera
derivada

fl(x) = 32%(55—2)* +2°(5—2)(-1)
= 32%(25 — 102 + 2?%) — 223(5 — 2)
= 52*(z —5)(z —3)

y los intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(—00,0) (0,3) (3,5) (5,00)
f'>0 f'>0 /<0 f'>0

creciente | creciente | decreciente | creciente

teniendo en cuenta que x = 0 es un punto de inflexion donde se tiene que
si 21 < 0 < xg entonces f(z1) < 0 < f(x2), por lo que f es creciente en

Sea T —senzx
A=l =
entonces:
a) A=0.
b) A=1/2.
c) A=1/6.

Solucion: El limite presenta una indeterminacion % que se resuelve aplicando
la regla de L’Hopital de manera sucesiva
Tr—senr 'H I 1 —cosz

Im ——— = lim
z—0 x3 z—0 32
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80.

81.

L'H , senx
= lim
z—0 0Ox
L'H , COST
= lim
z—=0 0
1
6

T

Los puntos del plano XY donde la grafica de y = T alcanza extremos
son

@) (1L,1) y (~1,-1).
b) (1,0)y (—1,0).

¢) f no tiene maximos ni minimos.

Solucion:

T

La funcién f(x) = T ©S derivable en todo R y los posibles extremos de
esta funcién estan entre sus puntos criticos

24+ 1—-r—+—-—= 1
fllz) = T = 72 70

x?+1 (22 +1)

para todo = € R. Por lo que esta funcién no tiene extremos.

Los puntos de inflexién de la gréfica y = 102® — 32° tienen como abscisa:

a) x=-1,0,1.

b) z=—2,0,2.

¢) v =—2,0,V2.
Solucién:

La funcién f(x) = 102% — 3z es polindmica y por lo tanto derivable dos
veces en R. Los puntos de inflexion estan entre aquellos en los que se anula
la derivada segunda.

f'(x) = 302° — 152"
() = 60x — 60"

asi tenemos

f"(z) =0 <= 60z — 602° = 0 <= z(1 — 2) =0
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>0 <0 | f">0 | f"<0
convexa | céncava | convexa | concava
de donde los posibles puntos de inflexién son x = —1,0,1. Analizando el

signo de la segunda derivada tenemos

y los tres puntos son de inflexién.

82. Si f y g son dos funciones dos veces derivables en (a,b), se tiene en ese
intervalo:

a) (f-9)"=f"g+f-9d+[-g"
b) (f-9)' =f"-g+2f g+ [ g
c) (f-9)=f"g+2f -gd+f-9"

Solucién:
(f-9" = (-9
= [fg+f-d7
= [f g +1f-9T

= f"9+f-d+f-d+f4¢
= f"g+2f-d+f-d"

83. El valor de

3
/ |2 — x| dx
0

c) 4/3.

Solucion:

Podemos escribir
siz <2

2—zx
’2_x‘_{x—2 six > 2
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y entonces

3 3
/|2—a:|dx = / —x da:—l—/(x—Q)dx
0 2
x 227°
_ )
(5] (o),
>
2

84. La ecuacién de una recta tangente a la grafica y = log x de pendiente 4 es:

85.

a) y=4xr —2

b) y=4xr —1—log4

) y =4z —log4
Solucién:

La ecuacion de la recta tangente a la gréafica {(z, f(x))} en el punto (zo, f(z¢))
es

y =z f'(x0) — 2o f'(z0) + f(20)
y en este caso tendremos f’(xg) = 1/xy = 4, por lo que g = 1/4 y entonces

f(zo) = f(1/4) = —log4. Entonces la ecuacion pedida es

y=4xr — 1 — log4.

Sea f(r) =z +senz y sean

A= @kr, 2k + 1)7)

kEZ

B = ((2k — 1)m, 2kn)

kEZ

La funcién f es:

a) creciente en Ay decreciente en B.
b) creciente en By decreciente en A.

¢) creciente en todo R.
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87.

Solucion:

Derivamos la funcién y tenemos

f'(x)=1+cosx

49

y como cos x toma valores entre —1 y 1, la derivada nunca es de signo nega-
tivo. Si igualamos a cero tenemos que

f(x)=0<=1z=02k—-1)r

que son los puntos criticos de f. Si zy es uno de estos puntos se tiene que si
xr1 < Tg < T entonces f(x1) < f(xg) < f(x2) por lo que f es creciente en

todo R.

Sea g(x) = e* — 1, entonces:

)

a) g(z
b)

es continua en £ = 0.

g(x)
g(x) no es derivable en x = 0.

c¢) |g(x)| es derivable en x = 0.

Solucion:

La funcién f(x) = e es derivable y por lo tanto continua en R, en particular
lo es en © = 0. Asi que la opcién correcta es la a). A continuacién vemos que
c) es falsa, si llamamos k(x) = |g(z)| tenemos

K (x) =

K () =

lim
h—0+

lim
h—0—

k(h) — h_q|—
() —kO) e —1—0_
h h—0+ h h—0
() —kO) |10
h N hlg(?f h T b0

h—0

1

donde en el ultimo paso hemos aplicado la regla de L’Hopital. Tenemos enton-
ces que las derivadas laterales no coinciden, por lo que |g(x)| no es derivable

en x = 0.
Sea
entonces:

a) L=0.

L = lim

x—0

V2422 — /2 — 22
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b) L=1.
¢) L=1/v2.
Solucién:

V2422 — /2 —a?
m

| V2422 —vV2—22 V24 a22+V2—22
i m

= i

z—0 2 z—0 x? . V24 224+ V2 — 22

, 22

= lim
20 22(v/2 + 22 4+ /2 — 1?)
Ii 2

= lim
=0 /2 + 22 4+ /2 — 22

2 1

V2+v2 VR

88. Si f(x) = x4 — 22, la grafica de f:

a) tiene un méximo en (v/2,2).
b) tiene un maximo en (—+/2,2).

¢) tiene un minimo en (v/2,2).

Solucion:
Derivando tenemos
—2x 4 — 222
") =V4—22+2 =
J(@) 2V/4 — a2 4 — 22

de donde tenemos los puntos citicos © = £v/2 que estén dentro del dominio
de f, que es [2,2]. Calculamos la segunda derivada

. 2 o —2z
dxv/4 — 22 — (4 Zm)Qm
4 — x2?

—4x(4 — 2%) + x(4 — 22°)

(4 — 22)3/2
2z(z% — 6)
(4 — 22)3/2
y como el denominador es positivo, sélo tenemos que analizar el signo del
numerador, asi vemos que

f'(V2) <0, f"(=v2) >0

por lo que la respuesta correcta es la a).

fx) =
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89. La gréfica de
xe

1+ e®

tiene asintotas:

a) y=0,y =z.

b) y=1,y = —=x.

c)y=—-lLy=x-1
Solucion:

El valor del denominador no se aproxima a +o0o cerca de ninguin valor finito
Zg, por o tanto no existen asintotas verticales.

Las asintotas de lal forma y = mx + n las calculamos de la manera habitual

x e lim < =
) T e R
rz—too I x—+oo 1 + €% hmx%,oo Trer =
Yy
, lim < 7)) =0
n = lim (f(x) —mz)=74 |, 77 (;9“5 )
z—+oo 11m$_>_oo Tre® =0

y las asintotas que tenemos son y =z e y = 0.

90. El polinomio de Taylor de e~ cerca de x = 0, de grado 4 es:

4

a) Pz)=1—z+% & o
b) Pla)=1+a+ 2 42 4 2
¢c) P(z)=1+2 42,
Solucion:

El polinomio buscado es

P () = 0) + 33/ O + 5 /'O + 5. O) + 3 (0)"

y haciendo los calculos correspondientes

@) =—e — [f(0)=-1
[f@)=e™ = ['(0)=1
f”’(a:) — —e T f///(o) - 1
f””(l‘) — e 7 N f””(()) -1
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91.

92.

asi resulta que el polinomio tiene la forma

2 23 4
Sea T —senx
A=1lm ——
=0 T —tgx
entonces:
a) A=0.
by A=—1/2.
c) A=1.

Solucién: Tenemos una indeterminacién 2 que resolvemos aplicando la re-
gla de L’Hopital tres veces

, r—senx g ., 1—cosx
lim — = lim 5
=0 T —tgx x—01— (1+tg’x)
L'H |, sen x
= lim 5
=0 —2tg z(1 + tg* z)
LH cos T
= lim
z=0 —2(1 + tg? x)(1 + tg2 x)
_ 1
5

Sea f(x) = x + senx. Los puntos de inflexién de f son:

a) {x =Fkn} ey
b) {x = k}keZ'

¢) no tiene puntos de inflexién.

Solucion:
Los puntos de inflexion de f seran aquellos donde se anula la derivada se-
gunda, porque f es una funcién dos veces derivable en todo R.

f'(x) = 1+cosx

f"(z) = —senx

y como la funcién seno se anula en el conjunto {x = km},_,, éstos son los
puntos de inflexion de f.
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93. Sea R la region de R? delimitada por la recta 2x + 2y = 5 y la grafica de
y =1/x. El area de R es

a) 2 —2log2.

b) 2 —log?2.

) 2.
Solucién:

Calculamos los puntos de interseccion de las graficas, tenemos
2 2
204+ —=5=22"-52x+2=0
x
y esta ecuacién tiene como soluciones 1/2 y 2. Si tenemos en cuenta que la

grafica de la recta estd por encima de hipérbola entre estos dos valores de =z,
el area pedida sera

2 1 2 2
A = / (§—m——>dx:<§x—x——logx}
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94. Comprobar que la recta

or—3y+22—-5=0
2c—y—2z—1=0
estd contenida en el plano 4x — 3y + 72 — 7 = 0.

Solucion: Una forma de resolver este problema es comprobar que el sistema
formado por las tres ecuaciones de los planos es compatible indeterminado y
su conjunto de soluciones tiene dimensiéon 1, que es la recta. Tenemos

5 =3 2
det | 2 -1 -1 | =0
4 -3 7

y facilmente se ve que el rango de esta matriz es 2 ya que sus vectores
columna son linealmente independientes dos a dos. Por otra parte, si en la
matriz ampliada

5 =3 25
2 -1 -1 1
4 -3 77

consideramos la submatriz cuadrada formada por las tres tltimas columnas,
ésta tiene determinante (0, y entonces la matriz ampliada tiene también rango
2 y el sistema es como estdbamos buscando.

95. Sean u y v dos vectores del espacio R?® que forman entre si un dngulo de
7 /4. Probar que u-v = |ju x v||.

96. Sean u, vy w tres vectores del espacio R? tales que |[ul| = 1, ||v]| = 2, |w]| =
3 y el angulo entre dos cualesquiera de ellos es /3. Calcular |[u+ v + w||.

Solucidn: Se tiene que cos (7/3) = 1/2. Entonces

lu+v+w||> = (u+rv+w)-(u+v+w)
= (u,u)+ (v,v)+(w,w) +2(u,v) +2(u,w) + 2(v,w)
= Jall? + VI + [l + 2lfulliv] cos 5 + 2l V] cos S2]ul[vi]cos
= 14+4+3+4
= 25

y entonces |[u+ v+ w|| = /25 =5.
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97. Encontrar la ecuacion del plano que:

a) Es perpendicular a v = (1,1,1) y pasa por (1,0,0).

b) Es perpendicular a la recta 1(t) = (5,0,2)t + (3,—1,1) y pasa por el
punto (5, —1,0).

Solucion:
a) El vector normal al plano es n =i+ j+ k y la ecuacién de éste sera
(x—1)+@wy—-0)+(z2—-0)=0

es decir
r+y+z=1

b) El vector de direccién de la recta tiene que ser perpendicular al plano, es
decir podemos tomar como vector normal n = (5,0, 2), y la ecuacién del
plano se obtiene finalmente al imponer que el punto (5, —1,0) pertenece
a éste:

5-(x—5)+0-(y+1)+2-(2—0)=0

o lo que es lo mismo
br+2z2=25

98. Hallar la interseccién de los planos v +2y+ 2 =0y z — 3y — 2 = 0.

Solucion: Se trata de encontrar los puntos que satisfacen el siguiente sistema

r+2y+z = 0
r—3y—z = 0

que es equivalente al sistema

T+2y = —z
r—3y = =z

De la segunda ecuacion tenemos
r=2z+3y (1)

y sustituyendo en la primera

2
z+5y:—z:>y:—gz
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99.

100.

101.

y sustituyendo este valor en (1) tenemos

6 1

l':Z—gZ:—gZ

esto nos da la siguiente ecuacion paramétrica de la interseccién

1. 2
S (S WS Y5
(‘7;7 y7 Z) ( 5 ) 5 Y )

que es la de una recta que pasa por el origen, ya que los dos planos pasan
por el origen.

El sistema del inicio lo podriamos haber resuelto del siguiente modo: suman-
do las dos ecuaciones y restando la segunda a la primera, tenemos respecti-
vamente

20 —y=01y dy=—2z2

e igualando se tiene

5 ) T Y z
Tr = = —— = = — =
N R Ry
que es la ecuacién
Ty oz
-5 =2/5 1

que equivale la paramétrica calculada antes.

Tambien podriamos haber resuelto el sistema utilizando la regla de Cramer

—z 2 1 —=z
1

T=ST o7 0 YT
D

Sean u, v € R? dos vectores con normas 4 y 2 respectivamente. Si |[luxv|| = 5,
calcular u - v.

Calcular la distancia desde el origen de R? al plano de ecuacién x +2y+3z =
4.

Encontrar la ecuacién del plano que:



o7

a) Es perpendicular a v = (1,1,1) y pasa por (1,0,0).
b) Es perpendicular a la recta 1(t) = (5,0,2)t + (3, —1,1).

Solucion:

a) El vector normal al plano es n =i+ j+ k y la ecuacién de éste serd
(x—=1)+(y—0)+(2—0)=0

es decir
r+y+z=1

b) El vector de direccién de la recta tiene que ser perpendicular al plano, es
decir podemos tomar como vector normal n = (5,0, 2), y la ecuacién del
plano se obtiene finalmente al imponer que el punto (5, —1,0) pertenece
a éste:

5-(x—=5)+0-(y+1)+2-(2—0)=0

o lo que es lo mismo
or + 2z =25

102. Hallar la interseccién de los planos x +2y +2 =0y x — 3y — z = 0.

Solucidn: Se trata de encontrar los puntos que satisfacen el siguiente sistema

r+2y+z = 0
r—3y—z = 0

que es equivalente al sistema

r+2y = —=z
r—3y = =z

De la segunda ecuacion tenemos
xr=z+3y (2)
y sustituyendo en la primera
z—|—5y:—z:y:—§z

y sustituyendo este valor en (1) tenemos

6 1
T=2—=2=—=2

5) >
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103.

esto nos da la siguiente ecuacion paramétrica de la interseccién

1. 2
S S W= Y5
<x7y7 Z) ( 5 ) 5 Y )

que es la de una recta que pasa por el origen, ya que los dos planos pasan
por el origen.

El sistema del inicio lo podriamos haber resuelto del siguiente modo: suman-
do las dos ecuaciones y restando la segunda a la primera, tenemos respecti-
vamente

20 —y=01y dy=—2z2

e igualando se tiene

5 5) T Y z
r = = ===
YT T2 T 1T D52
que es la ecuacion

t__ Y _Z

-5 =2/5 1

que equivale la paramétrica calculada antes.

Tambien podriamos haber resuelto el sistema utilizando la regla de Cramer

—z 2 1 —=z

B z =3 B 1 z
TTUT 2] YT 2
1 -3 1 -3

Obtener un vector unitario con componente k positiva que sea perpendicular
a los vectores u =2i —j+ 2k y v=2i—-3j— k.

Solucion: Un vector perpendicular a los vectores u y v es el producto vec-
torial u x v:

i j k
uxv=|2 -1 2 |=T7i+6j—4k
2 =3 —1

Tenemos que |u x v| = v/101, pero el vector u x v tiene la componente k
negativa, por lo que el vector pedido es

1 1
———|uXxv|=—=(—-T7Ti—6j+ 4k
\/101| | \/101( ! )
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104. Verificar las siguientes igualdades

(U4 V)XW=uXWwW+VXW.

d) (tu) x v=ux (tv) =t(u x v)
e)u-(uxv)=v-(uxv)=0.
Solucién:

a) El vector u forma un angulo 0 consigo mismo. Por ello tenemos [uxu| =
lu| - [u| - sen0 = 0 y entonces u x u = 0. Tambien se puede ver que

i j k
uxu=|u uy uz | =0
Uy Uz U3

ya que en el determinante tenemos dos filas iguales.

b) Tenemos

i j ok ik
UuXVvV=|U Uy U |=—| V1 V2 V3 |=-—-V XU
V1 Uy Us Uy U U3

teniendo en cuenta que permutamos dos filas.

c¢) Teniendo en cuenta de nuevo las propiedades de los determinantes

i J k
(u+v)xw = |u+v; ug+vy us+uvs | =
wq Wa w3
1 J k 1 J k
= UL Uz U3 |+ | V1 Vg V3 |=UXW+HVXW
w; Wz w3 w; W2 w3
d)
i J k i j k 1 j k
(tu) x v = | tu; tuy tus |=t|u us uz |=| uy uy wug |=
U1 (%) U3 V1 Vg Us t’Ul tUg t’l]g

= t(uxv)=ux(tv)
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105.

106.

u-(uxv) =
Uy us Uy Uz
U1 U3 V1 U2

= ULUU3 — U VU3 — UsUIV3 + UV U3 + U3UI Vs — U3V Uy = 0.

— U2 +U3

Vg U3
v-(uxv)=—-v-(vxu) =0.

El volumen de un tetraedro es %Ah, donde A es el drea de la base y h la altura
medida perpendicularmente desde el vértice opuesto a la base. Sean u,v y
w tres vectores que coinciden con las aristas del tetraedro, que concurren en
un vértice. Demostrar que el volumen del tetraedro puede expresarse como

1 Uy Uz U3
Vzélu-(vxw)|:6| v v v ||
Wy W2 Wi

Solucién:

La base del tetraedro es el triangulo que definen los dos vectores v y w, cuya

area es ]
A=—|vxw|
2

La altura h del tetraedro es igual a la longitud de la proyeccién de u sobre
el vector v X w (este vector es perpendicular a la base). Tenemos

h:]u~(v><w)|
VX W

Y tenemos que el volumen del tetraedro es

1 1 1 Uy Uz U3
V:§Ah:6|u-(vxw)|:6| vy vy vy |
w1, Wy W3

Demostrar que el plano que pasa por los tres puntos A = (ay,a9,a3), B =
(b1,ba,b3) y C = (c1, ¢, c3) esta formado por los puntos P = (x,y, z) tales
que

a—xr ax —Y as— =z

bp—x by—y b3—2z | =0.

CT—& C—Y C3—~%
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Solucién: El vector zﬁ X 1@ es ortogonal al plano determinado por A, B
y C'. Este vector define el plano como el conjunto de puntos P = (z,y, 2) tal
que ﬁ es un vector combinacién lineal de AB y @ y por tanto (A—B> X
@) . PC = 0. Expresando esta ultima ecuacion tenemos

by —a;
G —a
Cih — X

by — as
Co — Q2
Co—Y

b3 — as
C3 — as
C3 — 2

=0

y restando a la segunda fila, la tercera y cambiandola de signo se tiene

b —ay
a; — &
Ci — X

by — as
as —Y
Co—Y

by — a3
az — 2
C3 — %2

=0

ahora procediendo de manera analoga con la primera fila y reordenando
después, tenemos la condicion del enunciado.

107. Dadas las rectas
r+2 y—1 =z-3

—1 2 3

z
T - = = — y o :

a) Hallar k para que ambas rectas se corten en un punto.
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108.

109.

110.

b) Calcular la ecuacién del plano que determinan.

Solucién: Para la primera parte consideramos los vectores de ambas rectas
vi=(2,3—1)y vy = (—1,2,3) y el vector formado por un punto de r; y
otro de 7y, por ejemplo PQ = (—4,1 — k, 3). La condicién de que las rectas
se corten en un punto equivale a que los tres vectores sean coplanarios, esto

es, el determinante de la matriz que forman ha de ser cero

-4 2 -1
1—-k 3 2|=-2845k=0
3 -1 3

de donde resulta k = 28/5.

Para la segunda parte, andlogamente, resulta la ecuacién del plano

r+2 2 -1
y—1 3 2|=0
z—3 -1 3
Comprobar que las rectas
x—=2 y—3 =z-—4 r—1 y—2 z2-3
R T T

estan en un mismo plano. Hallar su ecuacién.

Determinar en el haz de planos
Me—=3y+2z2—1)+p2x+y—2+2)=0

a) Un plano que pasa por el punto M = (2,0, 1).
b) Un plano que sea paralelo al vector v = (0,1, 1).

¢) Un plano que sea paralelo al vector v = (2,1, 0).

Hallar la ecuacion de un plano del haz
M —y—2+4+5)+pu2x—2y—2+1)=0

que divide al segmento de extremos A(—2,—1,0) y B(2,0,—1) en dos partes
iguales. Lo mismo, para el plano que divide al mismo segmento en tres partes
iguales.



