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Tema 2: “Decisiéon Analitica”

2.D1 Pruébese que un test MAP de J hipdtesis se puede realizar mediante una sucesion de tests
LRT binarios de cada hipdtesis contra las siguientes.

2.Q1 Un problema de decisién ternario unidimensional con hipdtesis equiprobables estd definido
por las siguientes verosimilitudes:

plz|Hp)=2(1-2lz—1]) , 0<z<1
p(z|Hy) =1 , O<z<l1
p(x|Hy) = 2z , O<z<l1

a) Determinese el decisor de minima probabilidad de error.

b) Discitase si el decisor anterior es equivalente al constituido por un primer decisor de
minima probabilidad de error que elige entre Hy y H; U Hs, v tras ello, caso de aceptar
la hipétesis H1 U Ho, se aplica un segundo decisor, también de minima probabilidad de
error, para decidir entre Hy y Ho.

2.Q2 En un problema de decisién M-aria bidimensional con observaciones x = [z, z2]T, se com-
prueba que p(x1|z2, H;j) no depende de j. Se desea disenar un decisor ML, aunque se sabe que
las probabilidades a priori, {Pr(H;)}j—1,.. m, son diferentes. Disciitase cudl de los siguientes

disenos es valido:

a) j* = argme{P(wllHj)}
b) j* =arg m;iX{p(:vlej)}

c) jF= argm];ix{p(xQ,Hj)}

2.Q3 Un problema de decisién binario unidimensional obedece a las verosimilitudes

plx|H) = 5 exp(—alz])

b
plalHo) = 5 exp(bal),

conb>a (>0).



a) Determinese la forma del decisor de Neyman-Pearson.
b) Calciilese el pardmetro del decisor para obtener Pry = 1072.

c¢) Calcilese Pp para el diseno hecho en b).

2.Q4 Se conocen las verosimilitudes {p(x|H;)} de un problema de decisién con tres hipétesis equi-
probables {H;}, i = 0,1,2, y dos decisiones posibles {D,}, j =0, 1.
{C}i} es la politica de costes.

a) Determinese el decisor 6ptimo.

b) Supédngase que Cyg = C11 =0, C19g = Co1 = 1, y C12 = 2Chy = 2. Establézcase el decisor
Dy

6ptimo de umbral ( es decir, con la forma ¢(x) 50 n)

c) Considérese el caso particular unidimensional

1—|z|, |z|<1
plalto) = Aw) = { o~ S

pz|Hy) = L(z|1) = 5 exp(~||)

1/2 \x! <1
_1 _ :
p(x’HQ) = QH(x‘z) { 0, |x| >1

bajo las condiciones establecidas en b). Determinese el decisor éptimo en funcién del

valor de z.

2.Q5 Un problema bidimensional de decisién binaria se rige por las verosimilitudes

L exp(—anuler), —3< 2 <1

— exp(—x1)u(xy), — x2
p(z1,x2|Ho) = 4

0, en otro caso

L k(=20 )u(z1), —1< a2 <3

— exp(—2z1)u(x — T
p(x1, 20 Hy) = { 2 p 1 1) 2

0, en otro caso

y las probabilidades “a priori” de las hipétesis son iguales.

Determinese el decisor de minima probabilidad de error.

2.Q6 Las verosimilitudes de las hipdtesis en un problema binario son

p(z|Ho) = aexp(—az)u(x)
p(z|Hy) = a’x exp(—ax)u(x)
(a>0).

i) Un disenador no puede determinar las probabilidades a priori de las hipétesis y opta por
implementar un test de Neyman-Pearson con Pr4,, = «. Establézcase dicho test.

ii) En realidad, Pr(Hp) = 3 (0 < 8 < 1). Establézcase el test MAP.



iii) Calcilese la probabilidad de error P, , que en realidad proporciona el test de Neyman-
Pearson.

iv) Determinese el valor de a para el que P, , se hace minima.

NP

2.Q7 Justifiquese la validez y describase la forma en que se han de aplicar las expresiones generales
Hm:fuwﬂHn—W@WMM@Wm@

Py — ][ w [ (x| Ho) — p(x|Hy)] p(x| Hy )dx

en un problema de decisién binaria, siendo n el valor del umbral LRT.

2.Q8 La va z puede ser generada por una de las hipétesis {H;}, i =0,..., I —1 (I > 2: multiples).
Dichas hipétesis son equiprobables, y sus verosimilitudes son las ddps potenciales

(i+1)2', 0<z<l1

0 , eoc

p(x|H;) = {

i) Establézcase el test de minima probabilidad de error. (Sugerencia: para deducir su forma,
compruébese que las abscisas de corte de las verosimilitudes de dos hipdtesis consecutivas
son crecientes).

ii) Determinese la probabilidad de error.
2’ 1,

iii) ;Qué ocurrirfa si las probabilidades de las hipdtesis pasasen a ser Pr'(H;) = ST 15

2.Q9 M clases (exhaustivas y excluyentes) {C),} se manifiestan en una va observable segin las
verosimilitudes

1
p(x’Cm) = —exp(—m/m)u(m), m = 17"'7M
m
Las clases son equiprobables.

i) Establézcase la regla de clasificacién de minima probabilidad de error.
ii) Determinese la expresion de dicha probabilidad de error.

iii) ;Coémo se modificarfan los resultados anteriores si las clases fuesen M + 17

2.Q10 Hy y H; son dos sucesos deterministas. No puede observarse cudl es el que acontece, pero
sf una va x relacionada con ellos segtin las verosimilitudes:

pla|H1) = exp(—z)u(z)
pla|Ho) = 2exp(~22)u(x)

i) Disénese el test de Neyman-Pearson para decidir qué suceso se estd produciendo a partir
del valor de x, con una Ppp = a.

ii) Calcilese Pp en funcién del pardmetro de diseio o (que es Py ), y represéntese la curva
Pp(a) (OC, “Operation Characteristic”).



iii) En realidad, la verosimilitud de Hj es
1
pe(|H1) = 5 exp(~z/2)u()

y la de Hy, la anteriormente indicada.
Determinese la OC cuando se emplea el test anteriormente disenado, P)(«). Coménte-
se el resultado.

iv) Determinense el test N-P correcto y la correspondiente OC para la situacién descrita en
iii). Coméntese el resultado.

2.Q11 En un problema bidimensional de test de hipdtesis éstas son cuatro y equiprobables. Sus
verosimilitudes siguen las expresiones

p(x|Hoo) = iexp :— (lz1 + 1] + Ja2 + 1‘)
p(x|Hp1) = iexp :— (lo1 + 1] + |22 — 1|):
p(x|Hip) = ieXP :— (for = 1] + |2 + 1|):
p(x|Hyp) = iexp :— (lz1 = 1] +Jxo — 1|):

(Se presentan los indices en binario para facilitar la visualizacién y el anélisis).

i) Determinese el test de minima probabilidad de error.

ii) Calcilese dicha probabilidad de error.

2.E1 Considérese el problema de decisién binaria descrito por:

pl(|Hy) = aexp(—az)u(x) (a > 0)

_J a2, 0<z<2/a
p(x|Ho) = { 0, en otro caso

a) Disénese el decisor ML
b) Calcilese Pra y Py

c) Si el decisor que se ha disenado en a) se aplica a una situacién en la que la verosimilitud
de las observaciones supuesta Hg es en realidad

p [ a/4, O0<z<4/a
P (x| Ho) = { 0, en otro caso

discutase los efectos que se producen, calculando también las (nuevas) P} Ay P],V[.

2.E2 Considérense las hipotesis binarias

Hy:z=n
Hi:x=s4+n



siendo s > 0 una constante conocida, y estando el ruido n caracterizado por

1
—(1—M>, In| < s
s s

0, In| > s

p(n) =

Las probabilidades de las hipétesis son Pr(Hy) = 1/3, Pr(H;) = 2/3.

a) Establézcase el decisor MAP
b) Calcilense las correspondientes Pry v Py, asi como la probabilidad de error

c¢) Calcilese cuanto variarian las anteriores probabilidades si se aplicase a esta situacién el
mismo tipo de decisor pero disenado suponiendo que n fuese gaussiano con igual varianza
que el ruido verdaderamente presente (y media también nula).

2.E3 Considérese un problema bidimensional de decisién binaria con verosimilitudes

a(x] +23), vi+23<1/4 y a,20>0
p(x1, 22|Hy) =
0, en otro caso

b, 22+ 23<1 y x1,12>0
p(x1, 22|Ho) =
0, en otro caso

a) Disénese el decisor MAP correspondiente. Disciitanse las formas de las regiones de deci-
sién en funcién de los margenes de valores del parametro ¢ =Pr(Hy)/Pr(H;).

b) Calcilense Ppa, Py y P cuando Pr(Hy) = 2/3.

2.E4 Considérese el problema de deteccion

Hi: x=m-+r
Hy: x=r

donde m es un vector N-dimensional conocido y r un vector de N muestras independientes,
la n-ésima distribuida como gaussiana de media 0 y varianza v,

a) Disénese el detector ML

b) Determinense Pr4 y Pp en funcién de los datos del problema (m y v), expresdndolas
mediante la funcién

1 o
erfc(a) = — exp(—12/2)dt
(@ === [ exn(=£/2)
¢) Disciitase cémo afectan los niveles de las componentes de senal y ruido (m?2 y v,) al
comportamiento de las probabilidades que se han calculado en el apartado b).
2.E5 En el problema de decisién binaria

Hi: z=d+r
Hy: z=r



d es una constante positiva y r sigue una distribucién I'(«, a)

a—1

p(r) = r*lexp(—ar)u(r), a>0

con o > 1.

i) Previa representacién de las verosimilitudes, disénese el decisor ML.

ii) Indiquese si el umbral de decisién se acerca o aleja relativamente de z = d al variar cada
uno de los pardmetros del problema (d, a, «).

iii) Disciitase como varian las prestaciones del decisor 6ptimo segin los valores de los pardme-
tros.

iv) Verifiquese la degradacién de la decisién si se emplea el diseno 6ptimo para un valor

o # a.

2.E7 Considérese el problema de decisién binaria

donde s; son vectores conocidos, y r es un ruido multiplicativo gaussiano /N-dimensional de
media nula y matriz de covarianzas V'

1 Lory—1
)= g (37

i) Disénese el decisor ML.

ii) Suponiendo que v; > vp, determinar cualitativamente cémo se comportan Pra y Py si
se aplica a la situacién anterior un decisor ML disenado suponiendo que la matriz de
covarianzas es V'. jPuede mejorar la probabilidad total de error? (Admitanse iguales
probabilidades a priori).

2.E8 El conmutador de la figura se encuentra en su posicién superior (“1”) con probabilidad
conocida P. La variable aleatoria x tiene una densidad de probabilidad uniforme U (0, 1).

2

Yy=2x 44177
. Y
—_—
T 4(077
La posicién del conmutador no se puede observar, aunque si el valor y presente a su salida. A

partir de la observacién de este valor, se pretende aplicar un decisor bayesiano para decidir
cudl es la posicién del conmutador: siendo la politica de costes Cyy = C11 = 0, C1g = 2C01.

a) Formuilese el problema en la forma habitual.
b) Determinese el correspondiente test, teniendo en cuenta los posibles valores de P.

c¢) Calcilense Pra y Pay.



(Sugerencia: para determinar p(y), relaciénense las funciones de distribucién de y y de x).

2.E9 Se ha de decidir por maxima verosimilitud si una cierta variable aleatoria z de media nula y
varianza v sigue una densidad de probabilidad gaussiana o laplaciana (exponencial bilateral)
a partir de K medidas {x(k)} de dicha variable tomadas independientemente,

a) Dada la forma habitual de la densidad de probabilidad laplaciana

p(e) = Sexp(~da))  (a>0)

presentar esta densidad de probabilidad en funcién de su varianza v.
b) Establézcase el decisor necesario, tomando la gaussianidad como Hj.
c) Resuélvase el problema determinando umbrales para K = 1.

d) A la vista del resultado de c), discutase el efecto de las muestras en el caso general segin
su tamano respecto a la desviacion tipica.

2.E10 Se lanza al aire un dado tradicional (caras con puntos de 1 a 6) y se genera la v.a. z tal que

2
—(1—§>, O<z<a
a a
p(z) =
0, en otro caso

de modo tal que su media viene dada por el resultado del lanzamiento (es igual a los puntos
que muestra la cara de arriba).

Supoéngase que, para una tirada, se tiene acceso a 3 medidas del valor de x tomadas indepen-
dientemente, de valores (V) = 2,22 = 5 23) = 10. Decidase a partir de ellas el resultado
del lanzamiento del dado segun el criterio de maxima verosimilitud.

2.E11 Se desea clasificar objetos que pertenecen a una de dos clases, Hy y Hy, mediante la consi-
deracion de dos de sus dimensiones, x1 y 9, estadisticamente independientes entre si y cuyas
verosimilitudes son:

T z
1—7, O0<z <2 —, O<z1 <2
p(x1|Ho) = ;o plz|Hy) =
0, en otro caso 0, en otro caso
1, O0<zy<1 1, 1<zo<?2
p(x2|Ho) = ;o plaelHy) =
0, en otro caso 0, en otro caso

Las clases son equiprobables y los costes de ambos tipos de errores de clasificacién son unita-
rios. De otro lado, el coste de medir x; es despreciable, pero el de medir x5 es C)y.

a) Determinese el coste medio Cp resultante de aplicar el clasificador bayesiano sobre z1, 3.

b) Con objeto de reducir el coste medio anterior, se considera la alternativa de aplicar un
procedimiento de clasificacién secuencial: clasificar segin z; si la decisién es suficiente-
mente clara y, caso contrario, medir x5 y clasificar considerando ambas. Concretamente,
dada la simetria en torno al umbral de decisiéon de las verosimilitudes de 1, se detie-
ne el proceso en el primer paso si x1 se aleja de dicho umbral un valor mayor que -~y
(0<vy<1).



b.1) Determinese el umbral de decisién para el primer paso.

b.2) Calciilese la probabilidad de que se tome una decisién en un solo paso, Pr(1).

b.3) Considerando la probabilidad anterior y los costes medios correspondientes a decidir
en un paso y a decidir en dos, calcilese el coste medio de la clasificacién secuencial,
Cs.

b.4) Discitase la mejor eleccién del pardmetro v. jHay alguna limitacién sobre el valor
de Cp?

2.E13 Un juego consiste en una sucesion indefinida de jugadas en las que el primer jugador lanza
una moneda equilibrada y, tras ver el resultado (cara: Hy; cruz: Hy), establece el importe de
la apuesta, z (x > 0). El segundo jugador puede aceptar o no la apuesta; si la acepta, lanza
la moneda: la cara gana a la cruz, y el empate no tiene consecuencias. En una partida, el
segundo jugador sabe que las apuestas del primero siguen las leyes probabilisticas:

1, |z—m <1/2

p(z|H;) = 1/2 <mog<m3 <mg+1
0, |x—m; >1/2

y conoce también los valores de mqg y m;.

a) Calciilese el beneficio medio (importe de la apuesta por la probabilidad de ganarla menos
la probabilidad de perderla) a la vista de x para el segundo jugador.

b) Considerando el resultado del apartado anterior, establézcase la regla de decisién para
aceptar o rechazar la apuesta que ha de aplicar el segundo jugador para maximizar su
beneficio.

c¢) Calciilese el beneficio medio del segundo jugador cuando sigue la regla determinada en
el apartado anterior.

d) Indiquese como debe elegir m; y mg el primer jugador para minimizar sus pérdidas.
Coméntese el resultado.

2.E14 Un problema de decisién binaria bidimensional viene caracterizado por la equiprobabilidad
de las hipotesis y por las verosimilitudes

p($1,$2|H0) = K()xl(l — $2) , O<z,z0<1

P(90179€2!H1) = Kix122 , O<ax,20< 1
(Ko,Kl > 0)

a) Calcilense los valores de las constantes Ko y Kj.

b) Establézcase el decisor de minima probabilidad de error, e indiquese el caracter de los
estadisticos x1 y 2.

¢) Determinense las ddp marginales px, u; (z:) = p(zi|H;),i = 1,2y j = 0, 1. ;Qué relacién
estadistica hay entre x1 y x9 bajo cada hipdtesis?

d) Calcilense Pra, Py y Pe.

e) En la préctica, la medida de xy viene acompanada de un ruido aditivo n independiente
de z1 y x2; es decir, se observa y = xo+ n. Disénese el decisor éptimo para esta situacién
cuando la ddp de este ruido tiene la forma:

pn)=1, 0<n<l1



f) Calcilense P} A P]/VI y P; para la situacion y el disefio del apartado anterior.

2.E15 Considérese un problema de decisién binaria unidimensional en el que las verosimilitudes
siguen ddps Rayleigh
p(z|H;) = aix exp(—aiz?/2)u(x)

1 =0, 1; siendo a% > a%.

a) Demuéstrese que, si (ag/a1)?n > 1, siendo 7 el umbral del LRT, éste se reduce a un test
de umbral aplicado sobre la v.a. observada x:

determinando la expresiéon de U en funcién de ag, a% y n.;Qué ocurre si (ag/a1)’n < 17?
b) Considérense los pardmetros caracteristicos del decisor:
- especificidad: F = Pr(Dy|Hy)
- sensibilidad: S = Pr(D;|H)
Calctlense sus valores en funcién de los pardametros del sistema.

c) Como se sabe, es posible elegir un valor de U para conseguir un cierto compromiso entre
S y E. Suponiendo que se procede asi, establézcase la expresion analitica de la curva
(tipo OC) S vs E, y represéntese de forma aproximada. Indiquese c6mo se comporta la
curva cuando (a1 /ag)? — 0y cuando (ay/ag)? — 1.

d) ;Qué ocurre si a? > a3?

2.E16 Las verosimilitudes de las hipétesis de un problema de decisién binaria con observaciones
unidimensionales son:

1

5(1 —z), |z|<1
p(z|Ho) =
0, |z] > 1

1
p(z|Hy) =
0, |z| > 1

y las hipdtesis son equiprobables.

a) Establézcase el decisor MAP (ML) en forma de umbral.
b) Calcilense Pra, Py y Pe.

c) Un desajuste del sensor hace que las observaciones pasen a ser
y=ax+b

conl0<a<lyb>1.

Suponiendo que se sigue empleando el decisor disenado en a), calctilense P;ﬂ A PJ/M y P;.
d) El disenador se da cuenta de que las tasas de errores medidas y las calculadas no concuer-

dan, verifica el sensor y determina el desajuste existente; de acuerdo con ello, redisena

el decisor MAP (ML).

Establézcase ese decisor en forma de umbral sobre y.



e) Calcuilense P; A PJ/\//I y P;/ para el decisor determinado en d). Discitanse los resultados.

f) Un nuevo desajuste de los sensores lleva a observar
. z, x>0
| —x/2, z<0

, " " " . . . . .
. Qué valores corresponden a Pr 4, Py, v P, si se sigue aplicando el decisor establecido

en a)?

g) De nuevo, el disenador sigue el proceso indicado en d), y encuentra el desajuste expuesto
en f). ;Cudl serd el resultado de su rediseno?

h) Calcilense P}‘I/L‘, P],\)I/ y Pelv para el ultimo redisefio. Disciitanse los resultados.

2.E17 En un problema de decisién binaria bajo situacién de hipédtesis equiprobables y Cog = C11 =
0, Co1 = 2C1g, la verosimilitud de H; es la Erlang

2

plalHy) = 5 exp(—)ux)

y la de Hy es la Weibull
p(x|Ho) = a? exp(—2°/3)u(z)

i) Establézcase el decisor.
ii) CalcilensePpa, Py y Pe.

iii) En realidad, la verosimilitud de Hy es la Weibull antes indicada para la variable y = v/3z.
Calcilense Pf,, Py, v P. si se aplica el decisor que se ha establecido.

iv) El diseniador se da cuenta de lo indicado en iii) y corrige el disenio del decisor. Indiquese
cudl es este nuevo diseno.

v) Calcilense Ply, P{j y P para el disefio corregido.

2.E18 Las probabilidades a priori de un problema de decisién binaria son Pr(Hp) = 4/5, Pr(H;) =
1/5, y las verosimilitudes:

p(x|Hy) = exp(—z)u(z)
p(z|Hp) = 2exp(—2z)u(z)

i) Diséniese el decisor de minima probabilidad de error.
ii) Calcilense Pra, Py y Pe.

iii) Una averia en el sensor que lee los valores de la va x hace que se maneje y = /z.
Determinense los nuevos valores Pp,, P{; y P/ si no se modifica el diseno realizado.

iv) Se pretende compensar el defecto del sensor introduciendo la transformacién z = 0.9y2,
sin modificar el decisor. ;Cudles serdn los nuevos valores Pf,, Pj y P/'?

2.E19 Una observacién x puede corresponder a una de tres hipdtesis (excluyentes) {H;},i = 0, 1, 2;
siendo las correspondientes verosimilitudes

p(z|H;) = a; exp(—a;x)u(z), i=0,1,2

10



con ag > a; > az > 0. La hipotesis Hy corresponde a ausencia de una senal, mientras que
H, U Hy = Hy implica su presencia.

a) No se conocen las probabilidades a priori de las hipdtesis, por lo que se adopta el criterio
de Neyman-Pearson, fijando la probabilidad de falsa alarma Ppg = Pr(D; U Ds|Hy) =
Pr(Dy|Hp) en un cierto valor a.

al) Establézcase el decisor correspondiente.
a2) Calcilense Pr(D; U Dy|Hy) y Pr(D; U Dso|Hs).

b) Para distinguir H; de Hj, se recurre a una segunda aplicacién del criterio de Neyman-
Pearson, forzando que Pr(Ds|H7) tome el valor o/, que se elige para no provocar incon-
sistencias.
bl) Determinese el mecanismo a aplicar para conseguirlo.
b2) Indiquese cémo ha de elegirse o’ para que este sistema, combinado con el disenado

en a), no produzca inconsistencias.
b3) Calcilense {Pr(Dj;|H;)}, i,j =0,1,2, cuando se aplican conjuntamente ambos sis-
temas.

c) En realidad, Pr(H;|H, U Hy) = Pr(H2|H; U Hj). Calcilese la probabilidad real de
deteccion de senal, Pp.

d) Ademaés de lo dicho en c), en realidad Pr(Hy) =9/10 y Pr(H; U Hy) = 1/10. Calctlese
la probabilidad de error asociada al sistema conjunto, Pr(e) = Pr(D1UDs|Hg)Pr(Hy)+
P’I“(D(]|H1 @] HQ)P’I“(Hl U HQ)

2.E20 Dos hipédtesis equiprobables dan lugar a observaciones unidimensionales segin las verosimi-
litudes

ple|Hy) = exp(~z)u()
pla|Ho) = 2 exp(—2a)u(x)

i) Establézcase el decisor de minima probabilidad de error, y calcilense sus Ppg v Pay.

ii) Resulta posible tomar - independientemente una de otra - tres observaciones, ), @)
23, de la variable z bajo la hipétesis que se esté produciendo. Establézcase el decisor
de minima probabilidad de error utilizando conjuntamente las tres, y calcilense sus
probabilidades de falsa alarma y de pérdida, Pras y Pas.

iii) Se implementa un decisor que procede segun la mayoria de los tres decisores 6ptimos
individuales aplicados a z(M, 232 23, Calcilense sus probabilidades de falsa alarma y
de pérdida, Ppa(rs) ¥ Pa(ars)- Cuantifiquese la degradacion respecto al decisor 6ptimo
encontrado en ii).

2.E21 Es posible plantear el diseno éptimo de decisores con arquitecturas limitadas, como la lineal,
aunque su aplicacién practica no resulta habitual (disponiendo de toda la informacién para
un disenio 6ptimo incondicional, no es frecuente la obligaciéon de emplear una arquitectura
restringida).

Considérese el siguiente ejemplo.

Las hipétesis binarias Hy, H; son equiprobables, y las observaciones bidimensionales se rigen
por las verosimilitudes:

ab
plar, 2| Ho) = Lexp(—ala]) exp(~b )

11



cd
p(x1,22|Hy) = 5exp(—clm1\) exp(—d xz2)

en el dominio —oco < 1 < 00, 0 < 29 < 00; a > ¢ > 0,b > d > 0. La politica de costes
corresponde al criterio MAP.

i) Disénese el decisor éptimo, y represéntese la forma de su frontera en el plano (z1, z2).

Dy
ii) Justifiquese que la forma del decisor lineal 6ptimo es xg + wy = 0.
Dy

iii) Disénese el decisor lineal éptimo calculando los valores de Prpg y Pay.

Se adopta ahora el criterio de Neyman-Pearson, obligando a que la probabilidad de falsa
alarma sea Pp, = o

iv) Disénese el correspondiente decisor lineal, calculando Py,.

v) (En qué forma variard la frontera del decisor éptimo disenado en i) cuando se aplique
este nuevo criterio?

2.E22 Las verosimilitudes de un problema de decisién binaria son:

con b>a>0.

i) Establézcase el decisor ML 6ptimo.
ii) Calculense las caracteristicas de calidad Prq y Py de dicho decisor.

iii) En la lectura de los valores de x se produce una saturacién, de modo que se maneja
realmente

z, O0<zx<m
y:
m, x>m

Calcilense los nuevos valores de las caracteristicas de calidad, P, y Pj;, si no se mo-
difica el diseno anterior.

iv) Establézcase el decisor ML 6ptimo para el problema planteado con y como variable
observada.

v) Calcilense Py, y Py, para el segundo diseno.

2.E23 Las verosimilitudes de las hipdtesis de un problema bidimensional de decisién binaria son

p(z1,22|Hpy) = exp [—(x1 + z2)] u(x1) u(xs)

plar,aalHy) = 3 (1 + ) exp (o1 +22)] u(en) u(zz)

La politica de costes es la que corresponde a minimizar la probabilidad de error y las proba-
bilidades a priori son Pr(Hp) = 1/3, Pr(H;) = 2/3.

i) Diséfiese el decisor éptimo.
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ii) Calcilense Ppy, Py y P..

2.E24 En una situacién de decisiéon binaria caracterizada por las verosimilitudes

1—|z|, -1l<z<l1
PX(HU\HO):{ =
0, eoc
1/2 , —-1<z<1
px(alHy) :{ /
0 , eoc

y la equiprobabilidad de las hipétesis, el aparato de registro de valores lleva a cabo una
indebida rectificacién de media onda, de modo que se observa

_Jz, siz>0
Y 0, siz<0

i) Establézcase el decisor MAP para y observada, sorteando entre D; y Dy de forma equi-
probable en casos de empate.

ii) Calcilense Ppa, Py y P. para el diseno anterior, comparandolas con los valores Ppag,
Pymo v Pep que corresponderia al decisor MAP para x observada.

iii) Propéngase un mecanismo para recuperar el valor Ppag cuando se observa y. ;Cudnto
se degradan Py y P, al aplicarlo?

2.E25 Cuatro hipétesis equiprobables dan lugar a verosimilitudes bidimensionales con formas

p(x[Hy) = 21/4
p(x[Hz) = 22/4
p(x|Hs) = (2 — z1) /4
p(x|Hy) = (2 — z2) /4

en 0 < x1,x9 < 2, y nulas fuera de ese recinto.

Se establece un juego probabilistico en el que el jugador gana G si a la vista de x acierta la
hipétesis verdadera y pierde P si falla (G, P > 0).

i) Establézcase la regla de decisién que ha de seguir el jugador para maximizar su beneficio
medio.

ii) Determinese la relacién que ha de existir entre G y P para que el juego sea equitativo
(iguales pérdidas y ganancias, en media).

2.E26 Las verosimilitudes de dos hipétesis equiprobables son:

p(z|Hy) = exp(—z)u(z)

plalHy) = S exp (~/2) u(z)
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i) Establézcase el test MAP con la observacion x, y calcilense Ppa, Py y Pe.

Un error en el proceso de medida provoca que se observe

x O<x<l1
y:
x—1, 1<z <

ii) Previa determinacién de las verosimilitudes py (y|Ho), py (y|H1), establézcase el test
MAP dada la observacién y.

iii) Calcilense Pfy, Pyy v P, (caracteristicas del test MAP establecido en ii) ).

iv) Expliquese la razén de que el segundo test se degrade respecto al inicial.

2.E27 Un problema de decisién binaria con hipdtesis equiprobables se rige por las verosimilitudes

(| Ho) = 5 exp(~ o]
p(elHi) = plx — 24| Ho)

siendo d > 0 un parametro determinista.

i) Determinese el decisor MAP y calciilese la correspondiente probabilidad de error, P.

Las hipdtesis contintian siendo equiprobables, pero las verosimilitudes pasan a ser

1 c
"(z|Hy) = =—————M—
p( ’ 0) (1 + |x|)c+1

p'(x|Hy) = p'(x — 2d|Ho)
siendo ¢ > 0 un valor conocido.

ii) Establézcanse el decisor MAP y el valor de la probabilidad de error, P..

iii) Considérese el cociente Q(c,d) = P!/P.. (En qué mérgenes de valores de d es ma-
yor/menor que 17 Discttase el sentido de las correspondientes condiciones, y determinese
d* = arg rrilin Q(c,d).

2.E28 Un disenador analiza un problema bidimensional de decisiéon binario cuyas hipdtesis son
equiprobables y lo caracteriza mediante las verosimilitudes:

p(z1,29|H1) = 322139 exp [— (2] + 823) ] u(w1)u(z2)
p(x1,z2|Ho) = 32z122 exp [— (227 + 45[?%)] u(zy)u(xs)

El problema ha de resolverse para minimizar la probabilidad de error.

i) Determinese el decisor que propondra el diseniador bajo el modelo que adopta.

ii) Calcilense las correspondientes Ppa y Pur.
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El disenador mide las probabilidades de falsa alarma y pérdida de su decisor y encuentra
discrepancias con los valores tedricos. Revisa su modelo para las verosimilitudes del problema,
y encuentra que realmente son

p'(z1,20|Hy) = % zoexp [— (2] + 423) ] u(z1)u(z2)

16v/2

p'(z1, 22| Hp) = NG zoexp [— (227 + 473) ] u(z1)u(w2)

iii) Calctilense los valores Pps(m) ¥ Pyvm) que estaba midiendo el disefiador.
iv) Determinese el decisor 6ptimo que corresponde a la situacién real.

v) Calctilense los valores Ppa(r) ¥ Pugr) que corresponden a este tiltimo decisor.
2.E29 Las verosimilitudes de dos hipétesis equiprobables para la observacion x son

2z, O0<z<l1

p(x|Ho) = {

0, eoc

322, 0<z<1

0, eoc

p(x|Hy) = {

i) Determinese el test MAP.
ii) Calcilense Pra, Pv y Pe.

iii) El test MAP se implementa en la forma

x < U= Dy
z>U= D

sin ninguna otra precaucion. Antes de llegar a dicha implementacién, x sufre una inter-
ferencia i aditiva de caracter impulsivo independiente de = que sigue la ddp

pii) = 336+ 1) + 26(1)]

cuando la hipétesis cierta es Hp, y ninguna alteracién bajo Hy.

Calcilense Py, Py; v P. para esta situacin.

. Cudl seria el test 6ptimo para la situacién descrita en iii)?

Calcilense Ply, P{j y P! para el test 6ptimo ante la interferencia.

vi) ;Cdémo seria el test 6ptimo si esa misma interferencia afecta a x también bajo Hy?

Calcilense Ply, P{{ y P/, para el test 6ptimo ante la interferencia comun.

2.E30 Dos hipdtesis equiprobables dan lugar a observaciones bidimensionales segiin las verosimi-
litudes

1, 0<zy,22<1

0, eoc

p(x[Ho) = {

dxi1ze, 0< 21,9 <1

p(x[Hy) = {

0o , eoc
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i) Determinese el decisor MAP a la vista de x1, 2, representando gréaficamente la frontera.

ii) Calcilense Pra, Pv y Pe.

Antes de que sea posible aplicar el decisor, las variables se ven sometidas a la transfor-
macion:

1

Y1 = 5(:61 + x9)
1

Yo = 5(961 — T2)

iii) Determinese el decisor MAP a la vista de y1, yo, representando graficamente la frontera.

iv) ;Cuéles serdn los valores P}y, P{; y P, para este decisor?

2.E31 Se testan dos hipdtesis equiprobables cuyas verosimilitudes son

plotte) = 5w [~ (2 +21aa] )|
bt = ——exp [~ (4ol )]

i) Determinese el test de minima probabilidad de error.

ii) Calcilense Ppa, Py y Pe.

Si no se tiene acceso a los valores de x1, ha de disenarse el test considerando sélo xs.
En tal situacion:

iii) Determinese el test de minima probabilidad de error.

iv) Calcilense Ppag, Py2 ¥ Pez. Coméntese los resultados en comparacién con los de ii).

2.E32 Dos hipotesis se manifiestan en las vvaa observables x1, z9, segin las verosimilitudes

3

p(x1, xo|Hy) = a’zo exp [—a (21 + x2)] u(zy)u(xs)

p(x1, 20| Hy) = a®zy exp [—a (z1 + x2)] u(zy)u(zs)

(a>0).
i) Establézcase el test de Neyman-Pearson y el valor de su umbral A para probabilidad de
falsa alarma Ppa.

ii) Determinese la expresion de Pp en funcién de Pps (ecuacién de la caracteristica de
operacién, OC).

2.A1 Los decisores “con duda” admiten, ademads de la aceptacion de una de las hipétesis posibles,
la declaracién de que no se toma decision (se “duda”), de acuerdo con una apropiada definicién
de costes.

Asi, supdngase en el caso binario:

= coste nulo, si no hay error

= coste unitario, si hay error
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» coste d, 0 < d < 0.5, si se declara D (“duda”).

a) Disénese el correspondiente decisor bayesiano en funcién de las probabilidades “a pos-
teriori” (para lo que debe considerarse que hay tres posibles decisiones (Do, D1y D),y
que debe elegirse, a la vista de x, la que implique menor coste).

Exprésese el mecanismo de decisién por maximos.
,,Qué implicaria d > 0.57

b) Supdngase un caso unidimensional con Pr(H;) = 1/2, (i = 0,1) y p(x|H;) gaussiana de
media m; (m; > mg) y varianza v. Imponiendo las condiciones del decisor bayesiano
con “duda” disenado en a) a las probabilidades “a posteriori”, exprésese tal decisor en
funcién de x (mediante la aplicacién de umbrales).

2.A2 En muchos problemas practicos de decisién los costes dependen de las observaciones (pro-
blemas “cost sensitive”), es decir, tienen la forma C(D;|x, H;) = Cj;(x).

Considérese el caso particular unidimensional binario en que Ci1(x) = —Gz, Ci9(z) = Pz y
Co1 = Coo =0, con G, P > 0, siendo las observaciones positivas (z > 0).

i) Compruébese que el decisor bayesiano tiene la forma de un LRT convencional (para
costes fijos), determinando el valor del umbral.

Considérese que, ademsés,

x/2, 0<zxz<2

p(x|Hy) = {

0, eoc

1, O0<z<1
p(z|Ho) = {

0, eoc

siendo los valores de los parametros

G=1, P=4.95-10"2
Pr(Hy) = 1072, Pr(H;) = 0.99

ii) Establézcase el test bayesiano correspondiente a esta situacién particular.

iii) Calctilese el beneficio medio por instancia para el test bayesiano, Eopt = —Uopt.
iv) Establézcase el test MAP para la misma situacion.

v) Calcilese el beneficio medio por instancia para el test MAP, Buiap = —Cyap.

Supdngase ahora que los pardametros del problema tienen los valores

G'=1, PP=45-10""
PI'/(H()) = 0.1, PI‘I(Hl) =09

vi) Establézcase el test bayesiano para esta situacién.
vii) Calciilese el nuevo beneficio medio éptimo por instancia, B’ .

viii) Calctilese el beneficio medio por instancia para el test MAP en la nueva situacién, B/yap.
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Tema 3: “Estimacion”

3.Q1 Considérese la variable aleatoria x con ddp
p(z) = aexp [~a(z — d)u(z — d)

con parametros a > 0y d.
Establézcanse las expresiones de los estimadores de maxima verosimilitud de ambos parame-
tros, ayr, v dayrr, en funcién de los valores de K muestras de x tomadas independientemente,

{m(k)}szl'

3.Q2 La va z tiene como ddp
(2) = l/a, 0<z<a
PXLE) =1 o, en otro caso

siendo a un parametro conocido. Se aplica la transformacion
y = th(bz)
donde b > 0 es un parametro desconocido.

a) Determinese la ddp py (y).
b) Obténgase el estimador ML del parametro b, bas L, a partir de K observaciones de y

. . K
tomadas independientemente unas de otras, {y(k)} Y

3.Q3 En el proceso de estimacién de un parametro determinista m inmerso en un ruido adi-
tivo n con distribucién G(n|0,v), m estd también afectado por un ruido multiplicativo n’
independiente de n y con distribucién G(n’|m’,v’) ; es decir, las K muestras tomadas inde-

pendientemente tienen la forma

pero el analista no lo advierte y aplica el estimador ML que corresponderia a la situacién sin

ruido multiplicativo:

28 — 4 ®)

a) Determinese el estimador que aplica el analista, /.
b) Establézcase el estimador ML que corresponde a la situacién real, mpsz..
c¢) Calcilense y compérense los sesgos y varianzas de ambos estimadores.

3.Q4 Las vvaa s1, 1, T2 siguen la ddp conjunta

% exp|—a(s + z1 + x2)] + g exp[—b(s + w1 +x2)] , s,71,22 >0
0 , en otro caso

p(s,x1,T2) = {

(a,b>0).

i) Determinese §ys(x1)

ii) ;Qué ocurre si a = b?
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3.Q5 Se aplica la transformacion

exp(az) — exp(—ax)
exp(azx) + exp(—azx)’

y = tanh(ax) = a>0

a la va z con ddp

px () = exp(—z)u(x)

a) Determinese py (y).

b) Calcilese el estimador ML del pardmetro «, Gy, a partir de K valores de y tomados de
forma independiente, {y*)}.

3.Q6 Un sistema anade a la senial de entrada una componente m vy, tras ello, amplifica el resultado
con una ganancia a (sin cambio de polaridad: a > 0). Los parametros (deterministas) m y a
son desconocidos.

Para estimar m y a, se inyecta al sistema un ruido gaussiano x de media 0 y varianza v
conocida. Se toman K muestras de la salida de modo independiente, {y(k)}le.

Calctlense los estimadores de maxima verosimilitud de m y a, Mm Y Gmi-

3.Q7 Se dispone de K muestras tomadas de manera independiente, {x(k)}, de la v.a. potencial

b+1
p(w\a,b):w ® 0<z<a

(b > —1). Calcilense Gy vy l;ml, en funcién de dichas muestras.

3.Q8 En algunas situaciones practicas, se dispone tinicamente de conjuntos truncados de muestras;
es decir, no se puede acceder a muestras que toman valores en determinada regién del espacio
de observacion.

Considérese el siguiente ejemplo.

La v.a. x con ddp

pz(z) = a exp(—azx) u(z), a >0

no puede ser observada para valores de x mayores que zo(> 0). Se toman K muestras inde-
pendientes de los valores accesibles, {2/} .

i) {Cuadl es la ddp de los valores accesibles, p,/(z)?

ii) Establézcase la ecuacion no lineal que tiene como solucién el estimador ML del pardmetro
determinista a a partir de {2/} | a,,.

3.Q9 Al medirse la va z, con ddp

1, O0<z<l1

0, en otro caso
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se produce una distorsién, registrandose
_ 2
y =z + ax” sgn(x)
con a > 0.

Obténgase G ({y™}), siendo {y*)} K muestras tomadas de forma independiente.

3.Q10 Un sensor de toma de muestras produce un efecto de saturacion sobre la entrada x, pro-
porcionando una salida y tal que
x, z<c
y =
c, T =c

El sensor registra los valores tomados de forma independiente

yM =1.186; y?@ =1.070; y® =2312; y@ =1.814; y©® =2312
y© =1.978; ¢y =2312; y® =2004; y? =2312; y19 =1.566

y se sabe que la v.a. z sigue la d.d.p. uniforme

a<xr<b

p(x) = b— CL7
0, en otro caso

con a < c <b.

i) Dedtzcase el valor de c.

ii) Determinense a,,; y by, recordando que la estimacién ML de la probabilidad de un
suceso discreto es su frecuencia relativa.

Se sustituye el sensor por otro sin defecto, y se toman otras 10 muestras de forma indepen-
diente:
e =1.733; 2 =1.286; 2z =2844; 2z =2413; 2 =1.675

2 =3.070; 2V =1472; 2® =2216; 2 =2302; 21?0 =1.369

iii) Considerando ambos conjuntos de muestras, determinense los estimadores ML de a y b,
aZml y b2ml-

3.Q11 Las vv.aa. z, ¥y, se distribuyen conjuntamente segin

1/a?, 0<z,y<a

p(z,yla) = {

0, en otro caso

donde a > 0 es un parametro determinista desconocido.
Para estimar a, se toman K muestras {z(*), y*)} independientemente unas de otras.

Determinese @y, ({z®), y1).
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3.Q12 Un analista dispone de las muestras {z(*1)}, 1 < k1 < Ky, {y*)}, 1 < ky < Ko, tomadas
independientemente unas de otras, de dos vvaa x e y independientes entre si, cuyas ddps
dependen de un pardmetro determinista comun d: px (z|d), py (y|d), respectivamente:

i) Establézcase la férmula general que proporciona c/i\ml a partir de los valores de dichas
muestras.

ii) Discutase si es posible en general obtener c/i\ml combinando linealmente los estimadores
ML del pardmetro d a partir de {x(kl)}, i, y de {y(’”)}, domi-

iii) Obténganse My, Mim ¥ Mo Para el caso particular
1 T
zlm) = —exp (—— | u(z
px(alm) = — exp (== ) u(x)

py(ylm) = 5o (2L ) u(y)

y expliquese por qué en este caso M, es combinacién lineal de M1, ¥ Mom.

iv) Obténganse G,y, A1mi ¥ A2 Para el caso particular
px(ela) = aexp(—az)u(z)
py (yla) = 2aexp(—2ay)u(y)
3.Q13 Las vvaa s, x, se distribuyen conjuntamente segin la ddp

(s+ =), 0<s<l1, -1l<z<1

DN | =

p(s,z) =
0 , eoc

i) Determinese Sps(x).

En realidad, sélo resultan observables las muestras con x > 0; es decir, se trabaja con
P(s,2) = pls, zle > 0).
ii) Determinese s .(x) (bajo p).

iii) ;Cuénto se degrada 5 .(z) respecto a Sps(x)?

3.Q14 Considérese la va x con ddp

aexp(x), x <0
p(x) =
aexp(—=bx), >0

siendo a,b > 0, pardmetros deterministas.

i) Calcilese a en funcién de b.

ii) Con p(z) expresada como funcién tnicamente de b, determinese b a partir de K obser-
K
vaciones de x tomadas independientemente, de las que K7, {x(kl) }k , son positivas, y
=1
ko) | €2 . 1
Ky =K — Ky, {x( 2)}k , negativas.
1

o=
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3.Q15 El estimador Sc(x) se obtiene minimizando la media de un coste funcién del error de
estimacién, C(s—s). La media de s se incrementa un valor sy sin que se modifique ningin otro
aspecto del modelo probabilistico; es decir, se pasa a una ddp conjunta p’(s,x) = p(s — sg, X).
Determinese el estimador éptimo para el minimo coste y la nueva situacién, s (x), en funcién

de 5¢(x).
3.Q16 La va bidimensional 1, 9, se rige por la ddp

1 |z1 — ma| + |z2 — ma|
p(x1, x2|la, mi, me) = 1oz &P — >

donde a > 0, m1, mg, son parametros deterministas desconocidos. Para estimarlos, se toman

K muestras {x&k),xgk)}, independientemente unas de otras.
Determinense ﬁuml{xgk),x;k)}, fl\lgml{ﬁﬂgk),x;k)}, &ml{xgk),xgk)}.

3.Q17 Las componentes aleatorias superpuestas en la observacion
r=s8+n
estan gobernadas por las ddps

ps(s) = |a| p(as)
p(n) = [b] p(bn)

s y n son independientes.

i) Establézcanse las expresiones de Sys(x), Nims(z).

ii) Verifiquese que dichas expresiones cumplen la evidente igualdad Spys(z) 4+ Nims(z) = .
., Qué ocurre si a = b?

3.Q18 Considérese la ddp conjunta

st + 2
p(s,x): 61112—11/4’
0 , eoc

r,s>1 N xs<2

i) Determinese Spys(x).

ii) Determinese Sy, ().

3.E1 Considérese la observacion
r=s8+n

con la senal s inmersa en un ruido n independiente de ella, y siendo sus densidades de
probabilidad

1, 0<s<1 _
pS(S)_{ 0, en otro caso =1(s—1/2)

1, —12<n<1/2
px(n) = { 0, en otro caso =1I(n)

Establézcase el estimador de error cuadratico medio minimo de s, §,,5. Discutase el resultado.
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3.E2 Se dispone de K muestras, tomadas independientemente, de una variable z laplaciana L(m,v)

Obtener el estimador ML conjunto de m, v.

p(x) =

3.E3 i) Establézcase el estimador ML de un pardmetro determinista m observado en K muestras
)
r

de ruido gaussiano correlacionado: r = | : :G(0,Vy)
r(K)
ii) Idem si el ruido toma valores independientes.

iii) Idem si ademas el ruido tiene muestras idénticamente distribuidas.

3.E4 Se toman independientemente K muestras {z(*)} de una distribucién uniforme U(a,b) de
parametros a, b desconocidos.

i) Determinense los estimadores ML de los pardmetros a, b.

ii) Discitase si se pueden obtener los estimadores ML de la media m y la varianza v de la
distribucion directamente a partir de los estimadores anteriores.

3.E5 Se toman K muestras independientes de la distribucién exponencial bilateral que tiene ddp

p(@) = 5 exp (~alz — b))

i) Determinense los estimadores ML de los pardmetros a, b.
ii) Determinense los estimadores ML de la media y la varianza de la distribucién.

iii) Compérense los estimadores ML de la media de las distribuciones gaussiana, uniforme,
y exponencial.

3.E7 La v.a. senal s se ve perturbada por un ruido aditivo r independiente de s, dando lugar a la
v.a. observable
r=s+r

El comportamiento de la senal y ruido viene descrito por las d.d.p.
p(s) = aexp(—as)u(s)

p(r) = bexp(=brju(r)
a,b>0 a#b

a) Determinese ;5.

b) Considérese b >> a,1 y bx >> 1, y establézcase el valor a que tiende asintéticamente
Sms- Disctitase si ese valor es pausible a la vista de las caracteristicas del problema en
esta situacion.

c¢) Considérese a >> b,1 y ax >> 1, y procédase como en el apartado anterior.

d) Establézcase $,.
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e) A la vista de los resultados anteriores, indiquese cuando serfa razonable emplear §,,;.

3.E8 Se mide el pardmetro determinista desconocido s, s > 0, mediante dos sistemas, que propor-
cionan las observaciones

T, =a;s+mn;, =12

siendo {a;},{n;}, vv.aa. gaussianas e independientes entre si, con medias E{a;} = 1,E{n;} =
0, y varianzas {vg; },{vn;}, respectivamente (i = 1,2).

a) Establézcase la expresién que proporciona el estimador ML de s,5/7.
b) Calcilese §y/7, para el caso particular vy = 0,7 = 1, 2.

c) Calcilese §ps7, para el caso particular vy,; = 0,7 = 1, 2.

3.E9 La v.a. x con ddp

() = 1, O0<z<xl1
PE) = 0, en otro caso

se transforma como indica en la figura, dando lugar a la v.a. observable y.

—> T ——  r >0

a) Obténgase el estimador de maxima verosimilitud de r, 7\, a partir de K observaciones
de y tomadas de forma independiente.

b) Considérese la situacién

A rhe >0

y obténgase 7y, de K observaciones de z tomadas independientemente. Coméntese el
resultado.

3.E10 Para averiguar la ganancia de dos sensores iguales se mide con ellos un pardametro determi-
nista ¢ de valor conocido, proporcionando los sensores las salidas

T1=gc+n
T9 = gc + N9

siendo g la ganancia buscada y ni, no los ruidos de medida de los sensores, que son gaussia-
nos independientes entre si, de medias nulas y varianzas conocidas vy, v9, respectivamente.
Se toman K medidas independientes entre si, constituyendo el conjunto de observaciones

k) (k
{254
a) Obténgase el estimador ML de g, -

24



b) Calcilense la media y la varianza condicionadas a g de G-

¢) (Es gm un estimador absolutamente eficiente?

3.E11 La senal aleatoria x, con ddp de tipo potencial

(a+ 1z, O0<z<l1
px(z) =
0, en otro caso

es amplificada por un sistema con ganancia aleatoria g, también potencial e independiente de
x

(b+1)g®, 0<g<1
pa(g) =
0, en otro caso

siendoa >b+1 > 1.

a) Determinese el estimador de error cuadratico medio minimo de la senal de salida y = gz
a la vista de la entrada, ypms(x).

b) Determinese el estimador de error cuadratico medio minimo de la entrada a la vista de
la salida, Zp,s(y).

3.E12 Las vv.aa. s y x obedecen a la ddp conjunta

p(s,) = (1 + sz)exp [~ (s + )] u(s) u(a)

i) Determinese $,,s(x) y Tms(s).

ii) Determinese $y,qp(2).

)
)

iii) Determinese $,,(z).
)

iv) Establézcase la ecuacién que permite determinar $,55(x) mediante bisqueda.

3.E13 Las vvaa s, z, se distribuyen conjuntamente segiin la ddp

60sz?, 0<s<l—-z O<z<l
p(s,z) =
0, eoc

i) Calcilese Spqap(z).

ii) Calcilese S, ().

)
)

iii) Calciilese S,5().
)

iv) Compaérese los estimadores calculados segin el coste medio MAP.

3.E14 Las vvaa s, z, se distribuyen conjuntamente segiin la ddp

2sx, 0<z <1, O§S§\/§
p(s,z) =
0, eoc
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i) Determinese el estimador de error cuadratico medio minimo de s a la vista de z, Sys(x).

ii) Establézcase el estimador de error absoluto medio minimo de s a la vista de z, Sy ().

Considérese ahora que el dominio en que tiene validez la expresién de p(s,x) es
0<s<2x <2

’ . s . . . ~1!
iii) Determinese el estimador de error cuadratico medio minimo de s a la vista de z, 5,,(z).

iv) Establézcase el estimador de error absoluto medio mfnimo de s a la vista de z, 5, (z).

Finalmente

v) Disctitanse las razones de las diferencias entre los estimadores 5y los 5.
3.E15 Una senal aleatoria x que tiene ddp de Pareto

px(z) =

cd®/ztt,  d< 1z < oo
0 , eoc

con pardmetros ¢ > 0 conocido y d > 0 determinista y desconocido, se ve afectada por un
ruido multiplicativo aleatorio n independiente de z y de distribucién potencial de orden 1

pN(n) =

2n, O<n<l
0, eoc

dando lugar a la va observable y = nx.

Se toman K observaciones de v, {y(k)}, independientemente unas de otras. Calcilese el esti-

mador ML del parametro d, dy.

3.E16 La ddp conjunta de las vvaa s, z, es

sexp(—|s — z|), —o<zr<oo, 0<s<l1
p(s,z) = 0 coc

i) Determinese Spys(x).

ii) Establézcase Smap(z).

3.E17 La ddp conjunta de las vvaa s, x, tiene la forma

O<s<z O0<s<2—=x
3s, U
p(s,x) = 0<z<l l<ax<?2

0, eoc

i) Determinese Sps(x).

ii) Determinese Spa ().

111

)

)

Determinese Tps(s).
iv (s)

)
)
i)
)

Determinese Tma(s).
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3.E18 La ddp de la va x tiene la forma
1
px(xz|m) = . exp(—z/m)u(z), m >0

pero sus valores se obtienen con un aparato de medida descalibrado que proporciona
_ 2
y=z+ax”, a > 0.

Se desea estimar por maxima verosimilitud el parametro determinista m a partir de K
medidas tomadas independientemente unas de otras, {y*)}.

i) Establézcase la expresién de finra ({y1}).
.Serfa posible obtenerla a partir de la expresién de mjy, ({x(k)})?
ii) ;Qué ocurre si a — 07

iii) ;Qué ocurre si a — oo?

3.E19 Una ddp lognormal es la que tiene la forma

1 1 (In(z/a))?
px(z|a,b) = \/ﬁg exp{ — T}u(m)

(a > 0).

i) Determinense los estimadores ML de los pardmetros a, b, a partir de K observaciones de
la va z, {x(k)}szl, tomadas independientemente unas de otras.

ii) Compruébese que la va z se obtiene de la normal py(y|m,v) = G(y|m,v) mediante la
transformacién y = In(z), estableciendo la relacién entre los pardmetros a, b, y los m,v.
LEs posible evaluar my;, U1, a partir de amy, b ?

ii) Supdngase que b = 1, e indiquese por p la media de la correspondiente lognormal.
Determinese fiy, en funcién de {z(*)}5 .

3.E20 Las vvaa s, x, siguen la ddp conjunta

1
p(s,x): gexp(—\s_x!), 0<z<1, —00<s<00
O ? €0C

i) Establézcase Sps(z).
2
ii) Calcilese el error cuadrético medio E { (5 - §ms(x)) }

iii) Un analista sabe la forma del estimador, pero no conoce p(s,z), por lo que obtiene
Sms() = ax de medidas empiricas. ;Cudnto aumenta el error cuadréatico medio al em-
plear sp,¢(x) en vez de Sys(z)?

. .y ~ 2 ~ o~ ~
(Sugerencia: considérese que ($—Sms)” = (S—Sms+5ms—Sms)?, ¥ que 5— S €s ortogonal
a cualquier funcién de z, f(z)).
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3.E21 La ddp conjunta de las vvaa s, x, tiene la expresion

1
p(s,2) = 5(1+S)’ 0<z<als], [s|]<1
0 , eoc

(obviamente, a > 0).

Determinense:

3.E22 Las vvaa s, x, se distribuyen conjuntamente segin
1
psx(s,a) = 5(s +x) exp [—(s + z)] u(s)u(z)
i) Determinese Sps(x).

En la préctica, = se ve interferida aditivamente por la va r, independiente de s, x, con

ddp

pr(r) = exp(—r)u(r)
de modo que se observa ' = x + 7.

ii) Determinese Sys(z’).

3.A1 El empleo de la estimacion ML, y en particular de la media muestral, es coherente con la
visién “frecuentista’, o clasica, de la probabilidad.

En efecto: la aparicién de un suceso A puede asociarse con la v.a. “indicadora”

1, siseda A
rA=

0, caso contrario

y la secuencia {:Uff)} que se observa en K sucesos independientes tiene una probabilidad que
depende de la del suceso A, P (desconocida).

a) Estimese P via ML.

b) ;A qué caracteristica estadistica de z, corresponde P?, ;Y a qué estimador de ésta
corresponde el obtenido para P?

3.A2 El método de los momentos para estimar variables deterministas s a partir de observaciones
x(s) consiste en obtener las estimaciones a partir de igualar la media y los consecutivos
momentos (centrales, tipicamente) calculados analiticamente a sus estimaciones muestrales.
Resulta ventajoso cuando la estimacién ML conduce a ecuaciones acopladas de dificil solucion
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a)

b)

Considérese la funcién densidad de probabilidad B(p, q)

2P~ 1 —g)a!

p(z) = Bi(p,q)
0, en otro caso

0<z<1 (p,q > 0)

donde Bj(p,q) es la funcién g integral

1
Br(p.q) = /0 1 - )y

Compruébese que la estimacion ML de p y ¢ a partir de la observacion de K mues-

tras {x(k)} tomadas independientemente, conduce a ecuaciones acopladas de solucién no
inmediata.

Previo célculo de la media y la varianza de p(z), determinense los estimadores Pyt ¥ Gt
utilizando el método de los momentos (sobre T y 7).

(Recuérdese: Br(p +1,q) = ;4 Bi(p, q))

3.A3 Sea § un estimador de punto estadisticamente creciente de un parametro determinista s; es
decir, si s3 > s1 son dos valores de s, se verifica que Pr{(§ > s1)|s2} >Pr{(s > $1)|s1}, donde
$1 es cualquier valor de §.
El estimador de intervalo (del pardmetro determinista s) asociado a dicho estimador de punto
es el par ordenado de valores {s,, s} correspondientes a un valor estimado sy (que se obtendria
a partir de una observacién z) que minimiza s, — s,, anchura del intervalo [s,, sp],cumpliendo
la condicién

Pr{(s < s0)|sa N (§ > So)|sp} =1—19

siendo 0(d << 1) el nivel de confianza (1-, el coeficiente de confianza) del estimador de
intervalo; nivel que se preselecciona para realizar los célculos.

a)

b)

Compruébese que la condicién citada equivale a

PI‘{(§ > SAQ)‘SQ} + Pr{(§ < SAQ)‘Sb} =9

Suponiendo que Pr{(s > sp)|sq} = d1(< J), compruébese que para s; < s, se verifica
Pr{(8 > so)|s1} < d1; de modo que resulta muy improbable que si el pardmetro s toma
el valor s se obtenga el valor sy para el estimador de punto. Andlogamente ocurre para
So > Sp.

En la practica, y salvo que conduzca a resultados que vulneren claramente la mini-
mizacién de la anchura del intervalo de confianza, se acepta el resultado de aplicar
separadamente

Pr{(s > so)|sa} < 6/2
Pr{(s < so)|sp} < d/2

que proporciona, en general, prestaciones (levemente) subdéptimas. Mediante la intro-
duccién de la v.a. normalizada

§— E{3|s)
V{s]s}
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donde E {5|s} y V {5|s} son la media y la varianza de § dado s, respectivamente (que
se suponen no relacionadas entre si), que se admiten conocidas, y la utilizacién de los
percentiles’ de z. Verifiquese que las ecuaciones implicitas para determinar s, y s; son

S0 = E{3|sa} + vV {8[sa}z1_5/2
So = E{3[sp} + vV {5|sp} 252

d) Determinese el estimador de intervalo {mg,,m;} con nivel de confianza d(dado) de la
media m de una v.a. x de varianza conocida v (no relacionada con m ) asociado a la

. _ . . K .
media muestral T calculada a partir de K observaciones de ﬂ:,{ﬂ:(k)} p—q-tomadas inde-
pendientemente, siendo K suficientemente alto como para considerar que T tiene un
comportamiento gaussiano.

3.A4 Se puede definir el estimador de intervalo de una v.a. s dada una observacién x como el par
ordenado de valores {s,(x), sp(x)} que minimiza s — s, (anchura del intervalo de confianza,

Sa, Sp|) cumpliendo:
[sa,55)) P Pr{s, <s<splx}=1-90

donde § (§ << 1) es el nivel de confianza del estimador; 1 — § se denomina coeficiente de
confianza.
Considése la situacion descrita por:

r=s+n

siendo:

S G{m’vs}(s)
n: G{O,Un}(n)

e independientes entre si.

a) Determinese el estimador de intervalo de nivel de confianza § de s, expresado en funcién
del percentil 100(1-6/2) de la v.a. z : G 13(2) ; es decir, el valor 2;_5/9 que verifica

L[ (= 2/2)de = 1— 6/2
— exp(—z z2=1-
V 2 /oo

b) (Qué ocurre si v, >> vs?

c) ¢Qué ocurre si vy >> v, 7

3.A5 La condicién que proporciona el estimador 6ptimo de una va s a la vista de las vvaa x bajo
un coste C(s, §)

5c(x) = argmin C(8]x) = argmjn/C(s,§) p(s|x)ds

1l percentil z. de una v.a. z se define mediante

/70o P(y)dy = e

obviamente z.=P~'(¢), siendo P(z) la funcién de distribucién de z; es decir, z. es aquel valor tal que la v.a. z
permanece por debajo de él con una probabilidad e.
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no puede aplicarse directamente si se restringe la forma de § a una familia de funciones
indexada por w, fw(x), porque la versién

Ful) £ arganin O(fu ) = arganin | C(s, fu) plslx)ds

en general, no tiene solucion.
i) Verifiquese que asi ocurre si C(s, fw) = (s — fw)?, p(s|x) = = exp(—zs) u(s) u(x) y
fw = wo + wre”.
ii) Indiquese cudl es el procedimiento general para obtener fw(x).

iii) Procédase a determinar fy (z) para el caso del apartado i) si
2z, O<z<1
p(z) =
0, en otro caso

iv) Discitase qué ocurre procediendo como en i) si se consideran estimadores de la forma
gw(2) = wo + wi /.
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Tema 4: “Los casos generales gaussianos”

4.D1 Demuséstrese que la solucién de error cuadratico medio minimo al problema de deconvolucién
x=Hs+n

con la senal s (N7 x 1) y ruido n (N3 x 1) correlacionados segin

s (\_qgf(]*® ‘ m; Vis Vin
P\lnl|)~ n m, || Vis Van
(H es una matriz Ny x Njp) tiene como expresién

Sms(x) = WTx + W

con

wt = (v, H +V,,)HV,H +HV,, + V,,H +V,,)7!

wWo = mg — WT(Hms +m,)

4.Q1 A partir de las variables aleatorias unidimensionales s y 7, con densidad de probabilidad

conjunta
wn=6([] ][5 7))

se forma la observacién x = s+ r

a) Determinese $,,s.

b) ;Era previsible el resultado? (Considérese la relacién que existe entre E{r|z} y E{s|z}).

4.Q2 En un problema de decisién binaria las observaciones N-dimensionales x se obtienen a partir
de las senales M-dimensionales {s;}, i = 0,1, en la forma

Hy:x=Asp+n

Hi:x=As;i+n

siendo A una matriz N x M conocida, n un ruido G(n|0,V), s; =1 y sg = —1. Nétese que
As; = my, vector determinista que se supone conocido. Las hipétesis son equiprobables y se
aplica la politica de minimizar la probabilidad de error.

a) Determinese el decisor 6ptimo.

b) Calcilese la probabilidad de error Pr(e). Utilicese la funcién error complementaria de
error de Van Trees

erfc(u) = \/% /u exp(—22/2) dx
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4.Q3 La va observada en un problema de decisién binaria tiene la forma
Hy:x=5,+sp+n

Hi:x=5,—5s,+n

siendo sg, Sp, N, vvaa gaussianas independientes de medias m,, my, 0, y varianzas v, vy, v,
respectivamente. Las probabilidades de ambas hipétesis son Pr(Hy) = 10/11 y Pr(H;) =

1/11.
a) Disénese el decisor MAP.
b) Discitase en términos cualitativos qué ocurre si s, = 0.
c¢) Discitase en términos cualitativos qué ocurre si s, = 0.
d) Discitase en términos cualitativos qué ocurre si m, = 0.
e) Discitase en términos cualitativos qué ocurre si my, = 0.

4.Q4 La ddp conjunta de las variables x1 , 2 , tiene la forma
p(z1, x2lm, V) = G(x1|m1 + ma, v1)G(x2|ma, v2)

i) Supodngase que mq, ma, son parametros deterministas desconocidos, y que v, v, son
valores conocidos. Determinense los estimadores mqmy1, Moml, a partir del conjunto de

observaciones tomadas independientemente {xgk), xgk)}szl.

ii) Supdngase que, ademds de conocerse vy, ve, se conoce el valor de my. Demuéstrese que, en
estas condiciones, xo es un estadistico irrelevante para obtener el estimador de maxima
verosimilitud de m1, Mim1, y determinese dicho estimador.

4.Q5 En un problema de decisién binaria gaussiano bidimensional las verosimilitudes tienen las

formas
)
i) =G (xfo.| v 0 )

siendo v, > vp.

Determinese el decisor ML 6ptimo, y represéntense las regiones de decisién en el plano 1,
9.

4.Q6 Considérese la ddp gaussiana
(5,2) 1 s2 4+ 22
s$,x)=—exp| ———
P13, om0 P 20
i) Determinese §1p,s(x).
Considérese ahora la ddp
2 52 + 22

pa2(s,z) = < [l — exp(—1/2v)] P <_ 2v
0, en otro caso

>, 0<s,z<l,s>+z22<1
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cuyo perfil es gaussiano, pero el soporte es el primer cuadrante del circulo unidad.

ii) Determinese S9,,s(x).

iii) Discitase a qué se debe la diferencia cualitativa entre §1p,s(z) y S2ms(x).

4.Q7 Un problema tetradimensional de decisién binaria e hipdtesis equiprobables esta caracteri-
zado por las verosimilitudes gaussianas:

+17 [2 1 0 0]

-1 1200

PEH) =G x| | 1ol o 2 1
—-1] [0 0 1 2

17 [2 1 0 0]

B +1 1200

+1] |0 0 1 2]

Una decisién correcta no apareja coste alguno, y los costes de ambos tipos de errores son
iguales.

i) Determinese el test éptimo.

ii) Calcilese la probabilidad de error.

4.Q8 Considérese el problema gaussiano de decisién binaria bajo criterio MAP definido por las
verosimilitudes
p(x[Ho) = G(x/|0,V)
p(x|H:) = G(xjm, V)
y la probabilidad a priori Pr(Hp).

Como se sabe, la frontera de decision viene dada por un hiperplano. Determinense los marge-
nes de valores de Pr(Hj) para los que dicha frontera

i) pasa entre los puntos 0 y m;

ii) deja dichos puntos en cada una de las regiones de decision.

4.Q9 En un problema bidimensional binario de decisién gaussiana las verosimilitudes de las hipéte-
sis son

p(x|Ho) = G(x|-1,1)
p(x|H1) = G(x[1,1)
y las condiciones de costes y probabilidades a priori corresponden a la situacion ML.

i) Determinese el decisor 6ptimo y sus prestaciones Ppa, Py y Pe.
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ii) En la préctica, se trabaja con datos contaminados y = x+n, siendo n un ruido gaussiano
. . . . . vy 0
independiente de x de vector de medias nulo y matriz de covarianza V,, = [ 01 v ] El

2
disenador lo sabe y aplica el correspondiente decisor éptimo.

Determinese dicho decisor y sus prestaciones Py 4, Py, v P

iii) Discitase la degradacién de prestaciones que provoca la presencia del ruido n.
4.Q10 Un problema bidimensional de decisién binaria presenta verosimilitudes gaussianas de me-
dias nulas y matrices de covarianza

Vi= [—1p _1'0}, bajo la hipdtesis Hq

1-p* 0 . o
VO—[ 0 1_p2],bajo la hipotesis Hy

0<p<l.

Las hipétesis son equiprobables y se aplica el criterio MAP.
Determinense y represéntense las regiones de decisién.

4.Q11 Considérese un problema N-dimensional de test de 3 hipdtesis que responden a las verosi-
militudes gaussianas circulares

p(X’Hl) =G (X’O,’Uil), 1=1,2,3

siendo v3 > v9 > v1.

Establézcase el test de umbrales para situaciéon ML.

4.Q12 Dos hipétesis equiprobables se manifiestan en un espacio bidimensional x = [z 2] segiin
las verosimilitudes

1 L ope 1
p(x|H :—exp<——x Vi X)
(xIHo) 27 [det(Vp)] /2 27 0

= 1 ex —le aVp) ' x
plx|Hh) = 27 [det(aVO)]l/2 p[ 2 (%) ]

(a>0),conV0:D0:[a§] (1)]

Disctitase la forma de la frontera MAP segun los valores de dy.

4.Q13 Un problema de test de hipétesis ternario y bidimensional presenta las verosimilitudes
gaussianas

1 z} + 23 ,
p(X’H’l):Q—meXp <_ 122 2>7 2:17273

Las hipdtesis son equiprobables.

i) Establézcase el test de minima probabilidad de error.
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ii) Calcilese dicha probabilidad de error.

iii) El escenario cambia, apareciendo una cuarta hipétesis con verosimilitud

x%—l—x%)

214

1
p(x|Hy) = — exp < 3

y volviendo a ser las cuatro hipdtesis equiprobables. ;Cémo se modifican los resultados
del apartado 1)?

iv) {Coémo se modifican los resultados del apartado ii) en el escenario de iii)?
(Nota: en un cambio a polares, 1 = pcosf,zo = psen, dxidxes = pdpdf)

4.Q14 En un problema bidimensional gaussiano de decisién binaria con hipétesis equiprobables
las verosimilitudes son:

st = ([ ]| [2]-[ 5 %))
it = ([ 2] [2] [ 2))

con a > 0, b > 1. El criterio a emplear es el MAP.

Determinense las formas de las regiones de decisién segun los valores de a, b.

4.Q15 Las vvaa s,x, son conjuntamente gaussianas, con vector de medias

=10

y matriz de covarianzas

Vss Usz | | 3 1
Vs Vza 11
i) Determinese el estimador de error cuadratico medio minimo de s a la vista de x, Sys(x),
y calctlese dicho error cuadratico.

ii) La variable observada interfiere con la variable a estimar en la forma
/
s =s+ax

Determinese el nuevo estimador de error cuadratico medio minimo 8. (z), y calcilese
su error cuadréatico medio.

iii) ¢Cuénto se incrementarfa el error cuadratico medio si se estimase s’ mediante Sps(x)?

4.Q16 Las verosimilitudes de las hipdtesis de un problema binario bidimensional son:

p(x|Ho) = G (x[0, 37)

2G(x[0,1), @1 >0
0 , 1 <0

p(x|Hy) = {

36



i) Establézcase el decisor ML.
ii) Calculense Pps v Py.

4.Q17 Las hipdtesis equiprobables Hy y Hy se manifiestan en un espacio tridimensional de obser-
vaciones segun las verosimilitudes

(% 0 0
p(x|Hp) =G [x]|0,| 0 wva O
0 0 (OR3
ma U1 0 0
p(x|H1) =G [ x mo |, 0 vy O
ms 0 0 U3

Para implementar el decisor, se dispone de un sistema que sélo puede registrar dos variables.
Establézcase la regla para seleccionarlas de modo que se obtenga la menor probabilidad de
error.

4.E1 Considere el problema de decisién binaria sobre la variable tetradimensional x = [z1, 22, x3, x4]T

1 0 100
Hy:| xz0 | esG 01,10 1 0
T3 0 0 01

x4 es U0, /v] (uniforme entre 0 y \/v) e independiente de las anteriores

1 0 1 00
Hi:| 20 | esG 0,0 10
T3 0 0 0 w

x4 es U]0, 1] e independiente de las anteriores.

Suponiendo v > 1:

a) Establezca el decisor ML.
b) Calcule Prg y Pay.

4.E2 Considérese el problema bidimensional binario Gaussiano:

mwoxeof[0]]00)
mocxa o[04 0]) oo

a) Establézcase el decisor ML en funcién del estadistico suficiente z = 2% + z2.

b) Determinense las verosimilitudes de z a través del célculo de las correspondientes fun-
ciones de distribucién,
P(z|H;) = Pr {x% + 75 < 2|H;}

c) Calcilense Pr4 y Py a partir de las verosimilitudes de z.
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4.E3 Las verosimilitudes
p(x|Hp) = G(x|0,vI)
p(x|H1) = G(x|m, o)
donde 0 y m son vectores N-dimensionales de componentes 0 y {m,, }, respectivamente, e I la
matriz unitaria N x N, corresponden a las observaciones x (/N-dimensionales) en un problema
de decision binaria (gaussiano).
a) Disénese el decisor ML.

b) ;Cuénto y en qué sentido habria que trasladar el umbral del decisor anterior si Pr(Hy) =
1/4 y se desease disenar un decisor de minima probabilidad de error?

c¢) Calcilense Ppy y Py para el decisor ML. jQué ocurre si crece el nimero de dimensiones
y {mn} # 07
d) Si en la practica se tiene acceso a

z=m"x +n
donde n es G(n|m',v,) e independiente de x, en lugar de a las observaciones x, {cémo
ha de modificarse el diseno del decisor ML?
e) Calcilense P, y Py, para el disefio del apartado d). ;Cémo varfan respecto a Ppa y

Py?

Nota: Utilicese, cuando convenga, la funcién de error complementario dada por la expresion:

erfc(a) = \/% /OO exp(—£2/2)dt

4.E4 En un problema de decisién binaria tridimensional de hipoétesis equiprobables, se supone que
las verosimilitudes son
p(x|H1) = G(x]0,v11)

p(x|Hp) = G(x]0, voI)
donde I es la matriz unitaria 3 x 3. La politica de costes establecida impone Cy; = 9C1g y
COO = Cn =0. Ademés, v = 91)0.
i) Diséfiese el decisor de coste medio minimo bajo las condiciones anteriores.

ii) En realidad, p(x|H1) y p(x|Ho) son ddps uniformes sobre soportes cibicos centrados
en el origen y varianzas v1I y vgl, respectivamente. Disénese el correspondiente decisor
6ptimo bajo la misma politica de costes anterior.

iii) Calctilense las probabilidades de falsa alarma y de pérdida para los dos disenos ante-
riores, ( Ppai, Pri ¥y Praiis Puii, respectivamente) en la situacién real; asi como las
probabilidades de error, P.; y Pe;; -

4.E5 En un problema bidimensional gaussiano se ha de decidir entre cuatro hipétesis equiprobables
cuyas verosimilitudes tienen matrices de covarianzas iguales y diagonales v/, siendo sus medias
[m,0]T para Hy, [0,m]" para Ho, [-m,0]T para Hz y [0, —m]" para Hy.

i) Determinese el decisor MAP.
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ii) Calcilese la probabilidad de error asociada a dicho decisor.

iii) Considérese un problema andlogo en D dimensiones. ;Cudl seria la probabilidad de
error?, jcémo evoluciona dicha probabilidad con D — oo?

4.E6 Las verosimilitudes de un problema bidimensional de decisién binaria siguen las formas co-
noidales

Hi-le-1+@ -1 @-1)+@F-1)7<1

0, en otro caso

p(x’y|Hl) = {

-@+y?)) 2?4y’ <1

0, en otro caso

p(x, y|H0) = {

El problema se plantea como decision ML.

i) Determinese el decisor ML.
ii) Calcilense Ppy, Py y P..

iii) (Cémo cambia la frontera de decisién si las verosimilitudes pasan a ser gaussianas con
las mismas medias anteriores y matrices de covarianza iguales y diagonales, vI?

iv) Calcilense P 4, Py, v P, para el caso del apartado iii), utilizando la funcién comple-
mentaria de error de Van Trees, erfc(u) = —— [* exp(—t2/2)dL.
Vo Y

v) (Cémo cambia la frontera de decisién si las verosimilitudes pasan a ser piramidales
cuadradas, p”(z,y|Hy) con los vértices de la base en (1,0), (0,1), (=1,0) y (0,—1), y
p’(x,y|H;) de igual forma pero con su centro trasladado a (1,1)?

vi) Calcilense Py, Py y P para el caso del apartado v).

4.E7 Una va con distribuciéon gaussiana de media 0 y varianza v se ve interferida aditivamente
por un ruido impulsivo de valor m 6 —m (m > 0), que aparece con probabilidad A, siendo
A < 1/3, en cada una de sus formas (positiva y negativa).

Se observa la senal resultante x, y se desea elegir una de las tres alternativas posibles: no se ha
producido interferencia, ha aparecido una interferencia positiva, o se ha dado una interferencia
negativa.

i) Disénese el decisor de minima probabilidad de error.

ii) Calctlense las probabilidades de falsas detecciones y de pérdida de cada una de las dos
formas de interferencias.

(Hay dos tipos de falsa deteccién: deteccién en ausencia y deteccién con signo equivocado).

4.E8 Lavaz = Lj = [s T1 To T3 x4]T sigue una distribucién gaussiana de media 0 y matriz de

covarianzas
vooa b c 0
a 1 1/2 0 0
V..=10b 1/2 1 0 0
c 0 0 1/2 1/4
0 0 0 1/4 1/2
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i) Determinese Sp,5(x) y calcilese E{ (s— §ms(x))2}.

ii) Un analista realiza el diseno utilizando erréneamente ¢/2 en lugar de c¢. Determinese su
diseno §ms(c) (x) y calcilese el exceso de error cuadratico medio, A., que implica su uso
respecto al de Sp5(x).

iii) Otro disefio erréneo supone que vsy, = d # 0. Determinese su expresion, 5y,4(q)(X), ¥
calcilese el exceso de error cuadratico medio, Ay, que apareja su empleo.

4.E9 Considérese el problema gaussiano de decisién binaria caracterizado por las verosimilitudes

p(x[H1) = G(x|m, 1)

p(x[Ho) = G(x| —m, vI)
y de hipétesis equiprobables. m = [my ... m N]T
i) Establézcase el decisior de minima probabilidad de error.
ii) Calctlense Pra, Py y Pe para dicho decisor.

iii) Un adversario tiene la posibilidad de interferir una de las variables observadas, digamos
la x,,, con un ruido gaussiano (independiente de x) de media nula y varianza v,. {Cémo
debe elegir n?

iv) Calcilense Pfy, Py; y P/ para el decisor que se ha establecido en i) bajo la interferencia
mas dafiina.

v) Si se conoce completamente la estrategia del adversario (incluido el valor de v,), jexiste
alguna contramedida que permita recuperar Ppa, Py y Pe?

</OO G(t[0,1)dt = erfc(u))

4.A1 Extender las formulas de la estimacién en el caso general gaussiano y sus situaciones particu-
lares cuando sefial s y ruido r tienen medias no nulas: mg y m,, respectivamente. (Sugerencia:
retirense las medias de las variables).

Interprétese el resultado para el caso de observaciones independientes de la misma variable
en ruido i.i.d. en funcién de la presencia de mg y la media muestral corregida (segin la media
del ruido, m,. ).

4.A2 i) Demuéstrese por induccién que la suma de los cuadrados de N vv.aa. gaussianas {x, }
independientes entre si, de medias nulas y varianzas v (por tanto, equidistribuidas)

N
coY a2
n=1
sigue la ddp gamma de pardmetro de forma N/2 y pardmetro de escala 2v

1 N/2-1

pN(Z) = m exp(—z/?v) u(z)

(también llamada x? de N grados de libertad si v = 1; es Erlang si N es par), donde
I'(-) indica la funcién gamma integral
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I'(r) :/ t"texp(—t) dt
0
que verifica I'(1/2) = /7.

Téngase en cuenta que la funcién beta integral

1
Blpa) = [ o1 - 0t
0
estd relacionada con la gamma segin
I'(p)L(q)
I'(p+aq)

ii) Considérese el problema de decisién binaria tetradimensional gaussiano de hipétesis equi-
probables y verosimilitudes

B(p,q) =

p(x|Hy) = G(x]0,v11)
p(x|Hp) = G(x]0, voI)

(v1 > vg). Determinese el decisor MAP y calcilense las Prg y Pyy.
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Tema 6: “Estimacion y regresion lineales”

6.Q1 Las seniales s; y s9 se observan en la forma
T =81+ 82+ n

To = 81 — S92 + N9

siendo nq, ng, ruidos de media 0 e incorrelacionados con ellas y entre si, de varianzas iguales
Unn - Las senales s; y s también tienen media nula y estan incorrelacionadas entre si, siendo
sus varianzas v11 y veg, respectivamente.

a) Determinese el estimador lineal de error cuadratico medio minimo de

s = [ 51 } , indicdndolo como §(z) = [ fl(x) ]
S92 SQ(X)

b) Discitase el comportamiento del estimador anterior en situaciones de ruido débil (v, <<
V11, V22) € intenso (vp, >> v11,v22).

6.Q2 La matriz de covarianzas de las vv.aa. de medias nulas s y x tiene la forma

Uss Usgy | | U1 C
Vzs Vgx c V2
a) Determinense el estimador lineal de minimo error cuadratico medio, §;,s(z), y el valor
cuadratico medio del error éj,,s(x) = s — §yms(x).

b) No se tiene acceso a la v.a. x, pero s a y = = + n, siendo n un ruido aleatorio incorrela-
cionado con s y x, de media 0 y varianza vs.
Determinense §;,,5(y) y el valor cuadrético medio del error €p,,5(y) = $ — Sms(y).

c¢) No se tiene acceso directo a z, pero si a su versiéon amplificada z = 2.
Determinense §,,5(z) y el valor cuadrético medio del error é,,5(z) = s — $jms(2).

d) Expliquese la diferencia entre los resultados de los apartados b) y ¢).

6.Q3 El vector aleatorio z = [s 1 ]” tiene vector de medias

—_

y matriz de correlaciones

[\
—_

1/2

&
N
I
—
~ =
\V)
L)
N

Determinese el estimador lineal de error cuadratico medio minimo de s a la vista de
T .
x = [z1 2], Sms(X).
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6.Q4 La variable aleatoria z = [s z1 29 3] tiene media nula y matriz de covarianzas

3 1 1 1
1 1 05 0
Vi = 1 05 1 0.1
1 0 01 1

Se desea construir estimadores lineales de s a partir de las deméds componentes, con error
cuadratico medio minimo.

a) Por motivos practicos, s6lo se puede hacer uso de una de las variables observadas. ;Cuél
ha de seleccionarse y por qué?

b) ;Cuél es la expresion del estimador $;,,s(x;) para la situacién descrita en a)?

c¢) Calcilese el error cuadrético medio que proporciona el estimador que se acaba de calcu-
lar.

d) La situacién permite utilizar dos de las tres variables observadas. ;Cudles han de selec-
cionarse, y por qué?

e) (Cudl es la expresion del estimador §j,s(z;, ;) para esta segunda situacién?

f) Calcilese el error cuadrético medio que se obtiene al aplicar este segundo estimador.
Coméntese el resultado.

6.Q5 Las vvaa s, {xi}?zl, tienen medias nulas. La varianza de s es vgs = 2, las covarianzas v,
son todas unitarias, y la matriz de covarianzas de las {z;} vale

41 1
Ve = |1 3 1
11 2

i) Determinese el estimador lineal de error cuadratico medio minimo de s a la vista de las
{xi}, Sims(x1, 22, 23), v calctlese el valor de su error cuadrético medio.

ii) Si no se tiene acceso a xo y x3 por separado, sino a la combinacién lineal xf, = x9 — x3,
jcomo serd el estimador lineal de error cuadratico medio minimo de s dados z1 y @b,
Sims(x1,x5)? Calctilese el valor de dicho error cuadrético medio.

Nota

Recuérdese que la inversa de una matriz A es

1
-1 _ T
AT = detACA

donde C4 es la matriz cofactor de A, con elementos
Ca., = (—1)i+jdet May,;

ij

siendo My,; la matriz resultante de eliminar la fila ¢ y la columna j de A.
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6.Q6 Se dispone de la siguiente tabla de valores observados de la va s en funcién de la variable
determinista x:

\ [k=1]k=2]k=3]k=4]k=5|
(k) -9 -1 0 1 2
s(k) 1.8 0.4 0.2 0.6 2.1

i) Un analista admite para s un modelo de regresién lineal. Determinese el estimador
resultante, §(x) = wo + Wiz, y tabilense los errores para los valores observados de z,
e(z®)) = k) — 5(z*)).

ii) Visualizando las observaciones en el plano z, s, un segundo analista propone para s el
modelo de tipo parabélico sg(z) = wj + w)z? + n'. Determinese el correspondiente esti-
mador 8(x) = W} + W) x?. Tabilense los errores é; (x(k)) = sk — 3, (x(k)) y comparense
con los obtenidos en el apartado anterior.

6.Q7 Las vvaa incorrelacionadas entre si x1, xs, tienen media y varianzas iguales, m, y vyz;. Se
desea utilizarlas para estimar linealmente con error cuadratico medio minimo (lms) la va s,
que tiene media nula. La covarianza de cualquiera de las x; con s es vs.

Se dispone de dos sistemas para implementar estimadores Ims. El primero puede registrar
una sola variable, pero libre de ruido, y calcula $j,,s(z;). El segundo es capaz de registrar las
dos, pero introduciendo sobre ellas ruidos aditivos ni, ny, de medias nulas, varianzas iguales
Unn, € incorrelacionados entre si y con todas las demads variables; calculando Sp,s(y1,y2) =
Sims(T1 + N1, 2 + n2).

i) Establézcanse las expresiones de Spns(%;) ¥ Sims (Y1, y2)-

ii) Indiquese qué condicién determina cudl de ambas opciones es mejor.

6.Q8 Las vv.aa. s,x1, 22,23, tienen medias nulas y covarianzas dadas por

vss =4

of =1 172 1"
1 0 1/4

ver =1 0 1 0
1/4 0 1

i) Se construye Sj,s(r1) = wo + wix1, y resulta posible anadirle un término lineal més sin
alterar wg y wi, dando lugar al estimador lineal subdptimo s (z1,z;) = wo + wiz; +
w;z;, ¢ = 2 6 3. Indiquese si ha de preferirse para ello la v.a. x9 o la x3, y determinese
la expresién del correspondiente 5 (x1,z;) y el error cuadratico medio de la estimacion.

ii) Se ha de elegir una de las vv.aa. x9, x3 para disenar Sj,s(z1,2;), @ = 2 6 3. Seleccidénese
la variable e indiquese la expresion del estimador resultante. Calciilese el error cuadratico
medio correspondiente.
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6.Q9 Un analista ha de determinar una recta de regresion a partir de la siguiente tabla de obser-
vaciones

k 1 2 3 4 5 6
PMONEE] 2 3 4 5 6
®) [ 1.01 11981299 711]5.01]6.00

S

i) En un primer momento, el analista no visualiza los datos y aplica rutinariamente la
formulacion para resolver el problema. Determinese la recta de regresién que obtiene y
los correspondientes valores de los residuos para cada uno de los puntos observados.

ii) A la vista de los valores de los residuos, el analista concluye que es altamente probable
que una muestra esté fuera de margen. ;Cudl es esa muestra? El analista la elimina
y disefia una nueva recta de regresion. Determinese dicha recta y los correspondientes
valores de los residuos.

6.Q10 Se dispone de un conjunto de N vvaa {z,} de medias nulas y ortonormales (normales
(Vg,z, = 1) y ortogonales entre si). Se desea estimar otra va de media nula, s, mediante una
combinacién lineal de las {z,}, minimizando el error cuadrético medio.

i) Establézcase la expresién de dicho estimador, Sj,s ({2, }) en funcién de las covarianzas
{vz,,5}, asf como la del valor del error cuadrético medio correspondiente, E {€,2_ ({zn})}.
JHay alguna restriccién para las {v, s}7?

ii) Como es sabido, en la practica hay que estimar las covarianzas. Sean {v,, s} los valores

. . N , .
estimados. En realidad, {xn}n:no son ortogonales a s. ;jCudnto se incrementa el error

cuadratico medio por incluirlas en el estimador empirico, Simsemp ({n})? (Puede ser
importante dicho incremento?

6.Q11 Se lleva a cabo la transformacion invertible y = Ax + b sobre la va x que, utilizada para
estimar Ims la va s, da lugar a 8j,s(X) = wo + W' x.

Determinese Sjys(y) en funcién de wg, w, A y b. Coméntese el resultado.

6.Q12 El estimador lineal mmse de una va s en funcién de las vvaa observadas x es
Slms(X) = WIXe = wo + wix.

i) Se utiliza erréneamente el estimador §(x) = @ Sys(x), 0 < a < 1. {Cudnto aumenta el
mse de la estimacién?

ii) Se utiliza erréneamente un estimador $(x) que ha perdido la componente wy,z,, incluida
en Sims(x). Cudnto aumenta el mse de la estimacién?

6.Q13 Las vvaa s,7,n, son independientes entre si y tienen medias nulas y varianzas vs, v;, Up,
respectivamente.

Se observa

r=s+t+n

i) Determinese S)s(z) y calcilese E { [s — fs]ms(x)] 2}.
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ii) Disenado Syys(z), la interferencia desaparece, observandose

¥ =s5+n
Calctilese E{ [s — §1ms(x/)] 2}.

iii) ¢Por qué es menor E{ [s — §1ms(ac’)]2} que E{ [s — fs’\lms(x)] 2}?
iv) Sea el estimador Ims para la situacién descrita en ii) 5] (2'); compruébese que
E{ [s — /s\l’ms(x’)]Z} es menor que E{ [s — §1ms(x’)]2}.

6.E1 Sean s,z y x9 tres variables aleatorias de medias nulas tales que:

» la matriz de covarianzas de x1 y T2 es:

_ |t
Ve | 1]

» el vector de covarianzas cruzadas de s con z tiene como expresién:

-

a) Calcilense los coeficientes w; y wy del estimador
Sims = W1T1 + W2

b) Determinese el valor cuadrético medio del error de estimacién.

c) Disciitase el papel de la variable zo , que, segin se ve, estd incorrelacionada con la
variable s a estimar.

6.E2 Se desea estimar la variable aleatoria s mediante una combinacion lineal de las x1, x2, x3, de
modo que se minimice el error cuadratico medio. Todas las variables tienen media nula y se
sabe que:

—_

Vi

/U$i1:i =

Vyqzo

Vxq23
Vxoxs
Vsxy —
Vspy = 1/2

I
R~ = O O

VUszzs —

(vss es suficientemente grande para permitir el margen de variacién que realmente tenga p ).

a) Calcilense los coeficientes del estimador lineal buscado.
b) Determinese el error cuadrético medio de la estimacién

c¢) ;Cudnto aumenta el error cuadratico medio si se redisena el estimador sin hacer uso de
217 Probar que la variacion es, efectivamente, un aumento para cualquier valor posible
de p.

d) Si0 < |p| < 1/2, jcudles son los valores de p para los que el aumento de ¢) es méximo y
minimo?.
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6.E3 Se presentan en la tabla los valores observados de un indice s de rendimiento de un proceso
quimico en funcién de la medida x de una de las materias primas utilizadas, realizdndose 7
observaciones por medida.

[z]20 ] 22 ] 24 ] 26 |
s [ 120 | 112 | 139 | 140
106 | 134 | 121 | 152
109 | 120 | 122 | 162
103 | 119 | 121 | 133
122 | 120 | 123 | 148
105 | 112 | 135 | 148
107 | 121 | 126 | 136

a) Determinese la recta de regresién de s sobre .

b) Calcilense los residuos.

6.E4 Las vvaa s y x = [z )7 tienen medias nulas y covarianzas dadas por

Vgs = 1

Ver = [1/2 1/2]

10

i) Determinese el estimador lineal de error cuadratico medio minimo §;,,5(21, x2), y calcile-
se el correspondiente error cuadratico medio.

ii) En la captura de las observaciones z1, x2, se producen interferencias, de modo que las
variables disponibles resultan ser
¥y =214 a xo
xzh=bx1 + 2o
con |al, |b| < 1. El diseniador percibe el problema y obtiene de forma éptima §j,,,s(2], 5).

Determinese la expresién de este segundo estimador y calcilese el correspondiente error
cuadratico medio.

iii) ;jPor qué se produce la relacién existente entre los errores cuadréticos medios de ambos
estimadores?

iv) (Qué ocurrirfa si a = b =17
6.E5 Se desea estimar la v.a. s a partir de observaciones de las vv.aa. 1 y xa; es decir, obtener
81ms (1, T2) = wo + w121 + Wars
Las medias de dichas variables son
E{Sl} =1 E{xl} =1 E{xg} =0

y sus correlaciones

E{s?’} =4 FE{2?}=3 FE{23} =2

E{sz1} =2 E{sz2} =0 FE{zjz2}=1
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a) Calcilense los coeficientes {w; },i = 0,1,2, de Spns(z1, 22).

b)

c)

d) ;Cémo y cudnto varfa el error cuadritico medio si se utiliza &, (x1) = wy + wyz; en
vez de Spps(1,22)7

Como se ha visto en a), vgz, = 0 ;Por qué resulta wy # 07

Determinese el valor cuadratico medio del error de estimaciéon cometido al usar §p,,5(x1, x2).

6.E6 Un disenador observa una combinacién lineal de una senal s de media cero y varianza v
con un ruido n de media cero y varianza vy, incorrelacionado con la senal. El disenador cree
que la situacién corresponde a:
r=s8+mn
pero en realidad la observacion es
Tz, =hs+n

siendo h una constante.

i) Indiquese la expresién del estimador lineal mmse que propondra el disenador, §(z,), y
calcilese el valor cuadratico medio del error asociado, e(x,) = s — §(z;).

ii) Determinese la expresion del estimador que deberfa emplearse si la h fuera conocida,
Sp(zy), y calcilese el valor cuadrético medio del correspondiente error, ep(z,) = s —
§h (mr)

iii) Sih > 1, el error e(x,) calculado en el apartado i) podria tener un valor cuadratico medio
inferior al del error esperado por el diseniador, e(z). ;Bajo qué condiciones ocurrird esto?

6.E7 El vector aleatorio z = [2; 23 z3]7 tiene vector de medias

1
E{z}=m,=| 1
1
y matriz de correlaciones
4 2 2
E{zz'} =R..= |2 3 2
2 2 3

i) Determinese el estimador lineal de error cuadrético medio minimo de z; dado z, =

(22 23]7, Z1ims (22, 23), ¥ calctilese el correspondiente error cuadratico medio.

ii) La v.a. 22 se ve interferida por la z4, de modo que se observa
/
Zg = 22+ 24

La v.a. z4 tiene media nula y varianza 1, y estd incorrelacionada con zo y 23, pero
su covarianza con 21 es v,,,, = 1. Determinese el estimador lineal de error cuadrético
medio minimo de z; dado z,. = [25 23]7, Z1ms(2h,23), v calctilese el correspondiente
error cuadratico medio.

iii) Si se observase z, separadamente de zy y z3 (cudl seria el estimador lineal de error
cuadratico medio minimo de z; dado z. = [20 23 24]7, 21ims(22, 23, 24), y cudnto valdria
ese error cuadréatico medio? Comparense los resultados con los del apartado anterior.
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6.E8 Las variables aleatorias s y « obedecen a la ddp conjunta

B[—(s+]al)], 5>0,5+]z <1
p(s,x) =
0, en otro caso

a) Establézcase el estimador de error cuadratico medio minimo de s dado x, §,5(z).
b) Determinese el estimador maximo a posteriori de s dado x, Smqp(z).
c) Exprésese el estimador de error absoluto medio minimo de s dado x, $4ps().

d) Indiquese el estimador lineal de error cuadratico medio minimo de s dado x, §j,s(x).

6.E9 Considérense las vv.aa. s, r1, x2. La media de s es my; x1, 2 tienen medias nulas. La matriz
de covarianzas de dichas variables tiene la forma

Ves  Vszy  Visay
Vxls Vm1m1 Vx1x2
V:vgs Vmgml V:vgzvg

> Q
o = Q
= a o

(lal, [0], ] < 1).

Un analista conoce los valores a, b, pero cree que ¢ = 0, y, de acuerdo con ello, propone un
estimador §), (x1,z2) minimizando el error cuadrético medio.

i) Establézcase la expresién de §), (r1,22) y compérese con la del estimador calculado
correctamente, Syy,s(x1,x2).

ii) Determinense los errores cuadraticos medios en la aplicacién de ambos estimadores,
E{élQ (.%'1, .%'2)} = E{(s — §;ms(1‘1, 1‘2))2} y E{é2 (1‘1, 1‘2)} = E{(S - §lms(1’17 .%'2))2}.
Compaérense dichos errores.

6.E10 Se dispone de los siguientes valores registrados de las magnitudes s y x:

k=1]k=2]k=3]k=4
) 0 1 2 3
s® 1 003 | 1.12 | 2.25 | 3.06

i) Un analista cree que = es una variable determinista y decide ligar s con x a través de
una regresion lineal convencional.

Establézcase la recta de regresion s,.q = wo + wiz, y estimese el error cuadratico medio
asociado a ella como la varianza muestral de la innovacion.

ii) En realidad, s es una v.a. generada segin
s=x+n
siendo x,n, vv.aa. exponenciales unilaterales independientes entre si con ddps

px(x) = exp(—z)u(zx)
pn(n) = 5exp(—5n)u(n)

Determinese S,,5(z) y calctlese E{ (s — 5s(x))?}.
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if)

iii)

Calctlese E{(s — Sy¢4(2))?}, € indiquense las causas de las diferencias de este valor y los
errores cuadrédticos anteriores.

Un segundo analista no conoce la media de n, pero si el modelo real (s = x 4+ n) y que
n es exponencial unilateral. El analista decide aplicar el estimador generalizado

Sgms(T) = T + My

siendo 7, la estimacién ML de la media de n a partir de las observaciones.

Determinese Sgn,s(z) y calcilese E{(s — Sgms(z))?}. Compérase el valor de este MSE
con el asociado al uso de Syeq().

6.E11 La va s obedece al modelo lineal

S = woy + wix1 + woxs +n

siendo x1, x9, variables deterministas y n un ruido gaussiano blanco de media nula.

Se dispone de las siguientes observaciones etiquetadas:

ii)
i)

iv)

v)

Kl 2 3 4
) 0] 1] 1|0
2 1o | 1] 2
s(k) 1.01 | 0.98 | 1.96 | 2.03

Determinense los coeficientes Wy, w1 y ws del estimador
5(z1,x2) = Wo + W11 + Wazs

obtenido mediante regresion lineal.

Calcilense los errores de regresion é(z1,x2) = s — §(x1,x2) para las observaciones dis-
ponibles.

Se dispone tinicamente de las observaciones de x1 y s, y se lleva a cabo la correspondiente
regresion lineal para obtener

§(1‘1) = 1/176 + 1/1)\,1.%'1

Determinense los coeficientes de este estimador.
Calcilense los errores de regresién e(x1) = s — §(x1) para las observaciones disponibles.

Discutanse las diferencias entre ambos modelos.

Nota

Recuérdese que la inversa de una matriz A es

1
-1 _ T
- detACA

donde C'4 es la matriz cofactor de A, cuyos coeficientes son

CAij = (—1)i+j det MA@'j

siendo My;; la matriz resultante de eliminar la fila 7 y la columna j de A.
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6.E12 Las vvaa s, z, tienen varianzas unitarias, y sus ddps (marginales) p(s), p(x), son funciones
pares.

i)

i)

iii)

iv)

Un analista decide estimar s a la vista de x mediante un modelo cuadratico

So(z) = wo + wix + wox?

minimizando el mse.

Determinense los valores de los coeficientes wq, w1, we en funcion de vy, Vgp2 v Vp242.
’ . ez . 2 ~ 2
Calctlese el mse de la estimacién anterior, E {€3(z)} = Eq (s — 52())" ¢

,Cuanto aumenta el mse si se emplea un estimador lineal
-~ / /
s1(z) = wy +wiz

de minimo mse?

Supoéngase que

won=a([[[0] [ L ]

. Qué forma Sy (x) toma el decisor establecido en i)? ;Se podria prever el resultado?

6.A1 Las vv.aa s, x tienen una distribucién conjunta

oo ).

Un analista desea disenar un estimador lineal de s a la vista de x que proporcione mini-
mo error cuadratico medio; pero no conoce la distribucién conjunta. Recurre a sustituir en
la formulacién tedrica correspondiente los estadisticos reales (E{s}, E{x}, vy, sz, Vss) pPOT
sus estimaciones muestrales (3,T, Ty, Usz, Uss) Obtenidas a partir de un conjunto de datos
etiquetados. En particular, el analista obtiene T = C.

a)

Establézcase la expresion del estimador lineal tedrico que proporciona el error cuadratico

medio minimo, §j,,s(x), y determinese el valor de dicho error cuadratico medio minimo,
2

E{elms (x)}

Determinese la expresién del estimador lineal disenado por el analista, §,(x), y calctle-

se en cudnto excede el correspondiente error cuadratico medio, E{e2(x)}, del anterior
2

E{elms (x)}

Tras realizar el disefio de §,(x), el analista percibe, por consideraciones fisicas, que s

. . . ~ . N .
y « tienen medias nulas, y disefia un nuevo estimador, §,(z), calculando las varianzas
e ’ . /\/ ~
muestrales teniéndolo en cuenta. (En qué difiere §,(z) de §,(x)?

, . . A~ ~ . s
Calcilese la ventaja que proporciona §,(z) respecto a §,(x) en cuanto a reduccién de
error cuadratico medio.

(Podria el analista percibir la ventaja que se ha calculado en el apartado d) si sustituyese
en las expresiones de los errores cuadraticos medios los estadisticos reales por sus valores
estimados muestralmente?
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Tema 7: “Métodos analiticos, semianaliticos y maquina”

7.Q1 En un problema de decisién binaria, H; es una hipdtesis compuesta:
p(al6, Hy) = 0 exp(—0z)u(z)

siendo

p(OlH)) = B8O — 1)+ (1 - B)3(6—2), 0<B<1

mientras que
p(z|Ho) = 2exp(—2x)u(x)

a) Verifiquese que el LRT puede reducirse a la forma
Dy

zzU
0

estableciendo el valor de U en funcién del umbral n del LRT y de 3. ;Cémo debe ser U
para que el problema tenga sentido?

b) Elijase el valor de U preciso para que Pr4 sea a.

c) Para el valor de U fijado en b), calctlese Pp.

7.Q2 Un problema de decisién binaria de hip6tesis compuestas y equiprobables se caracteriza por
p(z|bs, Hi) = G(z[6;,v)
p(0i|H;) = G(8:]0,v;)

i =0,1; v; > vg. Disénese el decisor MAP (ML).

(Sugerencia: téngase en cuenta que una va siempre se puede expresar como su media mas
una va de idéntica densidad de probabilidad pero con media 0).

7.Q3 Las verosimilitudes de un problema compuesto de decisiéon binaria son:
p(zla, Hy) = aexp(—azx)u(z), a >0
p(z|Ho) = exp(—z)u(x)

siendo a un parametro determinista.
Como se sabe, existe un UMPT si es posible definir el decisor salvo por el valor del umbral
(que se puede establecer segin las prestaciones deseadas).

a) (Existe un UMPT?

b) Si0 < a <1, jexiste un UMPT?

c) En el caso de que exista un UMPT, complétese su expresion para que Prpg = .
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7.Q4 Se han de clasificar observaciones x correspondientes a una de las hipdtesis

Hy : p(z|Hy) = G(z|m,v)
Ho : p(al Ho) = Gla| - m, v)
siguiendo el criterio MAP.

i) Establézcase la expresién del clasificador.

ii) En la practica, m, v y las probabilidades a priori son desconocidas, y se opta por aplicar
un GLRT estimando m y v mediante méxima verosimilitud a partir de muestras tomadas
independientemente, K bajo la hipétesis Hy, {x(ovk")}g)‘;l, y K4 bajo Hy, {x(lvkl)}fll:l;
mientras que Pr(Hp) y Pr(H;) se estiman mediante frecuencias relativas (que, al fin y
al cabo, son estimaciones ML).

Calciilense los correspondientes estimadores, My,;, Ui, Prml(Ho) y prml(H 1); v exprése-
se en funcién de las muestras el clasificador GLRT.

7.Q5 Las vvaa s, x, son conjuntamente gaussianas:

p(s,x,m:e([i]HHH ffD

donde p es un pardmetro determinista conocido, y m otro, pero desconocido.
Se sabe, sin embargo, que 0 < m < 1.

i) Disénese el estimador minimax Sy (), bajo el criterio de minimizar el error cuadrético
medio.

ii) Determinese para ese disefio el méximo incremento de error cuadréatico medio respecto
al 6ptimo, Apax.

7.E1 En un problema de decisién binaria planteado bajo el criterio ML, las verosimilitudes de las

observaciones son:
21—2x), 0<z<l1

p(z|Ho) =
0, en otro caso

1/a, 0<z<a

p(z|Hy) =
0, en otro caso

siendo a > 1 un pardametro determinista.

a) Disénese el decisor 6ptimo supuesto que es conocido el valor de a.

b) Supdéngase ahora que el valor de a es desconocido. Se opta por aplicar una estrategia
minimax, fijando para la toma de decisiones un umbral x,, elegido para minimizar el
maximo coste medio (correspondiente al criterio ML); es decir,

Ty

Ty, = arg {ml’n {m;ix Corrr(zu, a)}}
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siendo z,, un umbral de decisién genérico

D1
T 2T
Dy ¥

Determinese x,,.

c¢) Calcilese el incremento del coste medio (ML) que se produce al aplicar la estrategia
minimax respecto al que se tendria si a fuese conocida.

7.E2 Como se sabe, en el caso de que las observaciones de un problema de decisién se compor-
ten dependiendo de los valores de pardmetros deterministas desconocidos se aplican los test
de cociente de verosimilitudes generalizados (GLRT), estimando primero los pardmetros y
aplicando después el LRT que corresponda a los parametros estimados.

Sean las verosimilitudes de la variable observada

a<xr<b

b _ )
p(z|Ho) = ¢

0, en otro caso

c
p(z|Hy) = 5 €Xp (—clz —m|)
e iguales las probabilidades a priori.
Se realizan cinco observaciones de la variable x bajo cada hipdtesis, que toma los valores
- bajo Hy: —4,-2,1,2y 3
- bajo Hy : —3,—-1,0,2y 4

a) Disénese el GLRT que corresponde a estimar los parametros desconocidos aplicando el
criterio ML y cuyo criterio de diseno es minimizar la probabilidad de error.

b) Si los valores reales de los pardmetros son a = —4, b =4, m = 0y ¢ = 2/5, calcilense los
valores de Pra vy Py que se obtendran en la préactica al aplicar el disenio del apartado
anterior.

7.E3 En un problema de decisién binaria unidimensional se sabe que la v.a. observada x bajo la
hipétesis Hy responde a una ddp p(xz|Hy) de media 0, simétrica y decreciente en torno a la
media, con varianza v; mientras que bajo la hipdtesis H; pasa a tomar media m1, conservando
su forma (es decir, p(x|Hy) = p(x — m1|Hp)). Las hipdtesis son equiprobables.

a) Disénese el decisor ML.
b) En la préctica, m; es desconocida. Un disenador opta por estimarla mediante la me-
k
dia muestral T(;) de K observaciones de z bajo la hipotesis Hj, {CEEI;:))} v tomadas

k=
independientemente; estableciendo a partir de ella un estimador U del umbral tedrico, y

tomando la decisién mediante

D1
x2U, st U>0
Do

Do
x2U, st U<O
D1

Justifiquese esta forma de decidir, y determinese la expresiéon de U.
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)

)

Obviamente, U es una v.a. Calctilense su media y su varianza en funcién de las de las
muestras, mi1 y v.

Se produce falsa alarma:
— si U > 0, cuando la v.a.  bajo la hipotesis Hg supera el valor de la v.a. U;
— si U < 0, cuando la v.a. x bajo la hipétesis Hg es inferior al valor de U.

Explicitese la expresion que permite calcular la media de P4 (es decir, el valor de Ppy
cuando se repite indefinidamente el proceso de disenio).

Cuando K >> 1y admitiendo que p(z|Hy) obedece al Teorema Central del Limite, U
puede considerarse gaussiana. Suponiéndolo y también que m; =1y

1
p(z|Ho) =
0, |z[>1

(que no satisface la condicién de decrecimiento en torno a la media; pero el disenador
no lo sabe), calcilese la Ppy del diseno empirico (el que maneja U).

LA qué tiende la media de la probabilidad de error del diseno empirico del apartado
anterior cuando K — oo, admitiendo que, por simetria, Py; — Pra? Compaérese con la
probabilidad de error del diseno ML supuesto m; conocida, P.(T).

Nota: Empléese la funcién de error complementario de Van Trees:

erfc(a) = \/% /OO exp(—£2/2)dt

7.E4 El problema de decisién binaria bajo criterio MAP definido por

1/2, |z| <1
p(z|Ho) =

0, |z|>1

1/2, |z —mq| <1
p(z|H:) =

0, |x—m1|>1, 0<m <2

tiene como solucién, obviamente:

x<m1/2 = Dy
x>my/2 = D

El valor de mq no se conoce, por lo que se decide estimar este parametro mediante una media
muestral de K muestras independientes, de x bajo la hipétesis Hy; y a continuacién utilizar
la mitad de esa media muestral para establecer el umbral U.

a) Suponiendo que K es suficientemente elevado como para considerar que la ddp de U es

gaussiana, determinese su media y su varianza.

b) Calciilense las medias de los valores de Pr4 y Py que se obtienen con este procedimiento

de diseno.

c¢) Disciitase qué ocurre cuando K — oo.
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7.E5 Un problema compuesto de decisién binaria queda descrito por:

Hy:xz=n
Hi:z=m+n

siendo m un parametro determinista desconocido y n un ruido de media 0 y varianza 1 cuya
distribucién puede ser Laplace o Gauss.
Se dispone de los siguientes valores (ordenados) de x bajo la hipétesis Hy obtenidos mediante

tomas independientes, {:ng) }:
1.20,1.04,0.81,0.72,0.50,0.36, —0.11, —0.38, —0.54

La politica de costes viene dada por Cy; = Cig = 3, Cig = C11 = 1, y las hipotesis son
equiprobables.

a) Un disenador supone en principio que n es Gauss, y disena un GLRT estimando m por
maxima verosimilitud, 1,,;4. Calcilese dicho valor estimado y establézcase el correspon-
diente decisor bayesiano.

b) Posteriormente, el disenador percibe que las desviaciones de los valores observados res-

pecto a My, ({\xgk) — Mymig|}) son excesivamente altas para una distribucién gaussiana
de varianza unitaria, y procede a elegir entre las opciones de n Gauss y n Laplace
aplicando un GLRT estimando m por méxima verosimilitud bajo cada opcién: el ya cal-
culado 71,4 para el gaussiano y 7, para el laplaciano; estableciendo el umbral segin
el criterio ML.

bl) Determinese qué modelo (Gauss o Laplace) resulta elegido al aplicar el GLRT.
b2) Empleando el modelo elegido en bl), obténgase el correspondiente decisor para el

problema compuesto original.

c) En realidad m = 0,6 y n es Laplace. Calcilese el coste medio que ahorra la accién del
disenador descrita en b) respecto al uso del disefio inicial indicado en a).

7.E6 Un diseniador ha de implantar un clasificador binario para muestras unidimensionales z. El
disenador conoce la verosimilitud

2z, O0<zx<1
p(z|Ch) =
0, otro caso

y también que las clases son equiprobables. El disenador decide aplicar el criterio de minima
probabilidad de error, y, como dispone de un conjunto de muestras (tomadas independiente-
mente unas de otras) correspondientes a la clase Cj

(M =0.06, 2 =0.11, 23 = 0.28, z* = 0.31
) = 0.42, 2 = 0.60, (7 = 0.74, 2® = 0.90,
elige estimar p(z|Cy) de forma paramétrica, aceptando que se trata de una distribucién uni-

forme entre 0 y a; estimando a por méxima verosimilitud a partir de los datos disponibles; es
decir, usando

p(x|Co) = { *ME



a) Determinese ap;y .

b) Establézcase el clasificador que ha de usar el diseiador en la forma
C
z 2 U
0

c) Estimense las probabilidades de falsa alarma, pérdida y error calculadas a partir del
modelo utilizado para disenar el clasificador; Pra1, Py1 y Pri1, respectivamente.

En realidad, es
21—x), 0<z<1
p(z|Co) =

0, otro caso

d) Determinense las verdaderas Pra2, Prra y Pro del disenio anterior.

e) Comparense las prestaciones del clasificador implementado por el disenador con las épti-
mas (Ppa, Py y Prg).

7.E7 En un problema de decisién binaria, p(z|Hy) es U|0, 1], y Hy es una hipétesis compuesta de-
pendiente de uno o varios parametros deterministas desconocidos. Se dispone de las siguientes
observaciones {xgn)} de x bajo H; tomadas de forma independiente:

0.16,0.27,0.31,0.76, 1.14, 1.92

Las condiciones para la decision son las de ML.

i) Un analista opta por diseniar un GLRT estimando los pardmetros de la verosimilitud de
H; por ML, y supone que dicha verosimilitud es uniforme, U, 3]. Indiquese el test que
obtiene el analista.

ii) En realidad la verosimilitud de H; es Pareto con la forma
p(z|d, Hy) = d/z?, d <2z < oo

Indiquese el test que se obtendria mediante el mismo proceso, estimando d por ML.

iii) Realmente, d = 0.09. Calcilense las prestaciones (Ppa, Py, Pe.) que los tests anteriores
proporcionarian en la practica.

7.E8 Un problema compuesto de decisién binaria responde a las verosimilitudes:
a
p(z|0, Hy) = 3 exp(—alx — Om))
a
p(@|0, Ho) = 5 exp(—alz])

con m >0 (a > 0), siendo la ddp del pardmetro aleatorio
p(0) = P5(0 — 1)+ (1 — P)d(0)

(0 < P < 1). El criterio a aplicar es el MAP, sabiendo que Pr(Hy)/Pr(H;) =c¢ > 1.
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i) Establézcase el correspondiente decisor.

ii) Calcilense Ppa v Pu.

7.E9 En un problema binario de decisién MAP, las verosimilitudes son

(| Ho) = 5 exp(~a])
plalH) = 5 exp(|z - ml)

siendo m > In 2.

Pr(Hy) = 0 se comporta aleatoriamente segin
20, 0<6<1
p(0) = {

0, en otro caso

i) Determinese el decisor que minimiza el coste medio y calctlese el valor del coste medio
minimo, Cyp.

ii) Un disenador cree que 6 es determinista, y procede de acuerdo con la estrategia minimax.

Determinese el decisor que propone el disefiador y calctilese el coste medio C’ que supone
aplicarlo en la situacién descrita en 1i).

7.E10 Un problema bidimensional de decisiéon binaria con hipdtesis equiprobables presenta como
verosimilitud de la hipétesis nula la gaussiana

1 1
p(z1,229|Ho) = — exp [—5(90% —i—x%)]

y como verosimilitud de la hipétesis alternativa la mezcla

plarsaal i) = 5 exp | llar =17+ (a2 = P)] + 5o exp |=gllea 4 D2 4 (o2 4 172

i) Determinese el decisor de minima probabilidad de error.

ii) En realidad, los términos de la mezcla anterior corresponden a hipétesis distintas, con
verosimilitudes

p(.%'l,.%'le{) = % exXp |:—%[(.%'1 - 1)2 + (1‘2 — 1)2]:|

2 1
p(wy, w0 HY) = — exp [—5[(331 + 1) + (20 + 1)2]}
y probabilidades a priori la mitad que las de Hy.

Determinese el decisor de minima probabilidad de error, y comparese con el obtenido en
el apartado anterior.

Nota: cosh ™t e ~ +1.657
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7.E11 Un problema compupesto de estimacién gaussiana obedece a la ddp condicional

s 0 2 1 1
p(s,x1, x2lmy, ma) = G T mi|, |1 2 1/2
T2 mo 1 1/2 2

siendo mq, me, variables conjuntamente gaussianas segin la ddp
_ mq 0 1 -1/2
p(mi,ma) = G ([ } {0] ) [_1/2 1

ma
ii) Un disefiador no modifica los valores de vy, yym,m, = 1/2 para calcular el estimador

i) Determinese $,s(x1,x2).

de error cuadratico medio minimo. Determinese la expresion del estimador que obtiene,
Al
Sms (1‘1, 1’2)

iii) Evaliense los errores cuadraticos medios que se producen aplicando §,,s(z1,x2) y 8., (21, 22)

7.E12 Se dispone de N medidas tomadas independientemente {x(™} de una v.a. x D-dimensional
gaussiana de media 0 y dos posibles covarianzas cov(zqzy |H;) = vigadaa, 1 = 0,1, 1 < d,d' <
D.

i) Establézcase el LRT bajo condiciones ML que decide cudl de las dos hipétesis es cierta.

2

ii) Compruébese que los estadisticos {ynq}Z; definidos en la forma yng = >, ﬂ:én) ,

1 < d < D, son suficientes para cualesquiera valores de las covarianzas que se estian
considerando.

iii) Suponiendo D = 2, v111 = v112 = 2, vpo11 = vo12 = 1, determinense las regiones de
decisién en el plano yy1, yno.

7.E13 Un problema doblemente compuesto de decisién binaria unidimensional esta caracterizado
por
p(z|0, Ho) = 6 exp(—fz)u(x)

p(zla, Hy) = {

/(x—a+1)% si x>a

0, en otro caso

siendo # una v.a. con d.d.p.
p(0) = exp(—6)u(f)
y a un parametro determinista. Las hipotesis son equiprobables.

i) (Existe un UMPT respecto al pardmetro a?; jexiste un UMPT si a > 07

ii) Supdngase ahora que a > 1. Establézcase el decisor minimax respecto al parametro a
para una politica de costes MAP.

ii) Calcilense las probabilidades de falsa alarma, pérdida y error para el decisor minimax,
PFAmM, PMmM y PemM'
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iv) Se dispone de las observaciones de = bajo la hipdtesis Hy:
¢ =231, 2@ =311, 20 =296, 2@ =220, 2® =257

tomadas independientemente.
Establézcase el GLRT bajo criterio MAP correspondiente a la estimacién ML del pardme-
tro a.

v) Si en realidad a = 2, bajo el criterio MAP, ;jes mejor el decisor minimax o el GLRT
obtenido en iv)?

7.E14 Las verosimilitudes de las hipdtesis en un test binario son

2, O<za<ay <1

p(xy, 22| Hp) = {

0, eoc

61’2, O<zya<ar <1

p(xy, 22|Hy) = {

0, eoc

Las hipdtesis son equiprobables y se desea decidir minimizando la probabilidad de error.

i) La va xg no es observable —de modo que ha de considerarse como un pardmetro aleatorio.—
Establézcase el decisor éptimo a la vista de x1, y calcilense sus probabilidades de falsa
alarma, Pra,, de pérdida, Py, , y de error, F, .

ii) No es observable x;. Determinese el decisor 6ptimo en funcién de zy, asi como Ppa,,
Py, v Pe,.

iii) Ambas vvaa pueden observarse. Diséniese el decisor 6ptimo y calcilense Ppa,, Py ¥
P,

e -
7.E15 La ddp conjunta de las vv.aa. s, x, tiene la forma

p(s, x) =

2/a?, 0<s<z<a
0, eoc

donde a es un parametro determinista desconocido. Se dispone también de un conjunto de K
muestras {s(k), x(k)}, tomadas independientemente unas de otras.

i) Determinense Spys(Z) ¥ Sims().
ii) Establézcase el valor de @y ({S(k),x(k)}).

ili) Determinese el estimador generalizado ML Sgms(2), que se obtiene sustituyendo los
momentos de 1¢" y 2° orden en la expresion general de Sy,s(z) por sus valores reales
particularizados para a = Gy ({s(k), z(k) })

iv) Determinese el estimador maquina muestral Sms(x), que se obtiene sustituyendo los
momentos de 1° y 2° orden en la expresiéon general de S,s(x) por sus estimaciones
muestrales.

v) Discitanse las diferencias entre Sgimg(2) ¥ Smims()-

vi) Indiquese a qué expresion tiende Syms(z) con K — oo.
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7.E16 Un problema compuesto de decisién binaria con hipdtesis equiprobables responde a las
verosimilitudes totales

p(x,0[Hy) = zexp [—(z + 0)] u(z)u(0)
1
p(z,0|Hp) = i(m + 0)exp [—(x 4+ 0)] u(z)u(d)
siendo # la va no observable. La politica de costes es Cyp; = C1g = 2, Cyo = C11 = 1.

i) Diséfiese el decisor éptimo.
ii) Calcilense Ppa y Py

iii) Si 0 fuese observable, ;cuédl seria el decisor éptimo y cudnto valdrian las probabilidades
de falsa alarma y de pérdida, Pl v P{,?

7.E17 En un problema de decision ternaria las verosimilitudes son:

, —l<ax<l1
, €ocC

ple|Ho) = {1 -

1, —-1<z<0

p(x[Hy) = {

0, eoc

1, O0<z<1
p(z|Hs) = {

0, eoc

1-90
y las probabilidades a priori, Pr(Hgy) = 6, Pr(Hy) = Pr(Hy) = — 6 (0<6<1)esun

parametro determinista desconocido.

i) Disénese el decisor minimax correspondiente al criterio MAP.

ii) Calcilese la probabilidad de error correspondiente.

7.E18 Se ha de disenar un decisor binario ML para una situacién en que las verosimilitudes tienen
las formas:

~ bajo Hy: pi(e,yl6) = g5 oxp [ (o -+ ) /6] u(z)uly)
~ bajo Hy:  po(a316) = 23 o [ — (& +20)/6ulz)uly)

donde # es un parametro determinista positivo.

i) Disénese el decisor suponiendo que € es conocido. Represéntense aproximadamente las
regiones de decision Xy, X7, referidas a las coordenadas (x/6,y/6).

ii) Disénese el decisor ML para 6 conocido cuando x es una variable no observable. ;Hay
degradacién de prestaciones con respecto al caso i)?

iii) Repitase ii) cuando la variable no observable es y.

iv) 6 no es conocido, y han de reemplazarse los decisores anteriores por GLRTs de tipo ML.
Se realizan K observaciones de x,y, bajo la hipdtesis Hy, {x(ko),y(ko)}, y K1 bajo Hy,

{x(kl), y (k1) } Establézcase el valor §m1 que ha de emplearse en los disenos anteriores en
funcién de las observaciones.
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7.E19 Un problema compuesto de decisiéon binaria queda caracterizado por la equiprobabilidad de
las hipétesis, la verosimilitud

2, 1/4<xz<3/4

0, eoc

p(a|Hp) = 20122 — 1) = {

y la verosimilitud conjunta

1, —1/2<x<1/2, 0<O<z+1/2
plx,0|H) =<1, 1/2<z2<3/2, z-1/2<6<1

0, eoc
donde 6 es una va no observable.

i) Establézcase el decisor de minima probabilidad de error.

ii) Calctilense las Ppa y Py que proporciona dicho decisor.
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Tema 8: “Estimacion de densidades de probabilidad”

8.D1 Demuéstrese por induccién que, si f(+) es céncava (queda por debajo de sus cuerdas)
L L
21:1 Plf(ﬁﬂl) > f (21:1 Pl$l>

siendo {p;} los coeficientes de combinacién convexa: 0 < p; < 1, Zlel pi = 1. (Para ello,
primero tendra que verificarse para L = 2, y después probarse que, si se cumple para un
cierto nimero natural, también debe cumplirse para el siguiente).

A partir de ello, demuéstrese que la mezcla

p) =2, ppi(2)

. . o L .
tiene una varianza v mayor que la combinacién convexa )", pjv; de las varianzas de sus
componentes, v; = [(z —my)*p(x)dx.

(mu = [zpi(z)dz)

8.D2 Establézcase la expresion general de un clasificador K-NN standard M-ario con politica de
coste {Ccm} (Cem: coste de elegir ¢ cuando es cierto m), 1 < m, ¢ < M, probabilidades a
priori Pr(H,,) y nimeros de ejemplos {K,,}.

Particularicese dicho clasificador para la situacién MAP, admitiendo que Pr(H,,) puede re-
emplazarse por K,,/K. ;Qué ocurre si M es un valor elevado?

8.D3 Indiquese la expresion general de un clasificador binario D-dimensional por vecinos més
proximos basado en el empleo de regiones hiperesféricas Vg;, ¢ = 0,1, alrededor de la muestra

a clasificar que contengan el mismo numero k de ejemplos disponibles de cada clase para el
K

o K
diseno, que son {x(ko)}koozl y {x(kl) ki=1"

8.Q1 Un problema unidimensional binario de hipédtesis equiprobables presenta las siguientes vero-

similitudes:
1/4, 0<z<4
p(z|Ho) =
0, en otro caso
1/2, 3<z<5b
p(z|Hy) =

0, en otro caso

a) Establézcase el decisor de minima probabilidad de error y calcilense las caracteristicas
Ppa, Pyy FPe.

b) Un disefiador no conoce dichas verosimilitudes, pero le resulta posible tomar tres valores
de x bajo cada una de las hipétesis, que resultan ser:

- bajo Ho: 2§ = 1.56, ) = 2.64, 21 = 3.30
- bajo Hy: 2{ =3.16, ¥ = 4.40, 2Y = 4.73
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El disenador aplica un decisor tipo 1-NN para clasificar las muestras posteriores. Indi-
quense los méargenes de valores de x para los que el esquema 1-NN llevara a tomar las
decisiones Dy y D;.

c) A partir de lo anterior, calcilense las caracteristicas P} A P]/w y P; para el decisor 1-NN,
y compérense los resultados con los del decisor 6ptimo calculado en a).

d) Expliquese lo que ocurriria si el disenador pudiese tomar un nimero muy elevado de

muestras etiquetadas para utilizarlas con el esquema 1-NN, dando aproximaciones para
i

Ppy, Py y P, .

8.Q2 Para resolver un problema de clasificaciéon binaria tridimensional con hipdtesis equiprobables
se dispone de 15 muestras etiquetadas de cada clase. La politica de costes a aplicar es la que
corresponde a minimizar la probabilidad de error de clasificacién.
Se desea clasificar la muestra
x* =[0.8 0.3 0.5]7

cuyos tres vecinos méas proximos resultan ser

x(M =10.8 045 0.7, clase -1
x® =105 03 057 , clase 1

x®) =106 05 077 , clase 1

a) Clasifiquese x* aplicando el clasificador 3NN para la politica de costes dada.

b) Estimense p(x*|1) y p(x*| — 1) via INN utilizando como regiones para la aproximacién
las esferas de minimo volumen centradas en x*.

c) Utilicense las estimaciones del apartado anterior para clasificar x*.

8.Q3 Considérese la mezcla
pA(s,2) = [Na2exp [—a(s + 2)] + (1 — N2 exp [b(s + 2)]] u(s)u(z)
donde a,b > 0, y, como se sabe, el pardmetro de mezcla A estd restringido a 0 < A < 1.

i) Determinese 5 \(x).

i) (Qué ocurre si A — 0,y si A — 17

8.Q4 Considerése la mezcla

(0<A<).

a) Determinese §,s().
b) ;Qué ocurre si A — 07 ;Y si A — 17
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8.Q5 En un problema unidimensional de decisién binaria se sabe que p(z|Hy) = G(z|0,2/7), pero
se desconoce la forma de la verosimilitud de H;.

Un disenador opta por emplear un histograma a partir de las muestras bajo H; que tiene
disponibles, y, por, razones de estabilidad estadistica, elige el que se muestra en la figura.

8

\ 4
8

Determinese el decisor ML que se deriva del estimador no paramétrico de p(z|H;) correspon-
diente a dicho histograma.

8.Q6 Se dispone de las siguientes muestras de una v.a. bidimensional con d.d.p. desconocida:
x(1) =10.31,0.77]7; x® =[-0.55,0.17]"; x®) =[-0.74,0.53]"
x® =[-0.90,0.03)7; x©® =[0.18,-0.61]T; x© =10.33,0.88]"
x(M = 10.75,-0.34]T; x® =[0.82,0.27)7; x =[0.66,0.80]"

Un analista decide estimar dicha d.d.p. mediante el método de Parzen

. 1 x — x ()
p(x) = Wgw <7h )

y elige para la ventana la forma cuadrada:
<x—x ) 1, si méax|x; —x; |<§ (1=1,2)
w|——| = i
h 0, en otro caso
fijando el pardmetro libre en el valor h = 1/2.
i) Calcilese p(0.5,0.5).
ii) Obviamente, el resultado del apartado anterior no es fiable. Indiquese por qué razoén, y
sugiérase una forma de remediarlo.
8.Q7 Bajo la hipétesis Hy, la v.a. x se comporta de acuerdo con la verosimilitud
p(xz|Hp) = G(x|0,vp)

y bajo la Hy, sigue una verosimilitud desconocida, que se estima aplicando el método de Parzen
con ventanas gaussianas a partir de las muestras {x(k) }le tomadas independientemente bajo
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H;. Un método complementario de ajuste permite estimar la varianza de dichas ventanas por
el valor v1 (> vp).

Las hipdtesis son equiprobables.

i) Establézcase el decisor MAP generalizado.
ii) ;Esta predeterminado el nimero de puntos frontera del test?

iii) ;Qué decisién corresponde a z = 07
8.E1 Las vvaa s, x, estan distribuidas conjuntamente segin la mezcla de gaussianas
p(s,z) = AG(s,2]0,V1) + (1 — X) G(s,2/|0,V3)

(0 < XA < 1), donde las matrices de covarianzas tienen las formas

Ussi Qi Vpai
-‘/Z.‘ pu—
QUi Vi

i=1,2.

i) Determinese el estimador mmse de s a la vista de x, Sys(x). [ Qué ocurre si vyp1 = Vggo?

ii) Determinese el estimador lineal mmse de s a la vista de z, Syys(z). (Qué ocurre si
?

Vgxl = VUzz2!

8.E2 Un analista ha de testar tres hipétesis H;, ¢ = 0,1, 2, y sabe que sus probabilidades a priori

son Pr(Hy) = Pr(Hy) = 1/4, Pr(H2) = 1/2. Puede observar una va z estadisticamente re-

lacionada con las hipétesis, pero no conoce la forma de las verosimilitudes, por lo que mide

valores de x bajo cada H; y construye histogramas hy(z|H;) que registran en nimero de ob-
servaciones en intervalos. El analista elige 4 intervalos iguales en (0,8), y asi obtiene:

6, O<x<2 0, O<z<?2 5, O<z<?2
5. 2<a<4 9 2<az<4 10, 2<z<4
ha(a|Ho) = {  h(alHy) = { b (al ) = 3 1
alHo) =9 0y o gt MEHD =0 g M) =
5 6<a<8 3 6<z<8 0 6<z<8

A partir de ello, el analista disefia el test MAP semianalitico.

i) Establézcase dicho test.

ii) Estimese la P, que proporcionard el test.

Un segundo analista cree que las observaciones son escasas para la resolucién que
elige el primero, y opta por emplear los intervalos (0,4) y (4,8). El segundo analista
determina los correspondientes histogramas he(x|H;) y obtiene el subsiguiente test MAP
semianalitico.

iii) Establézcase dicho test.

iv) A la vista de los test disefiados, jresulta conveniente alguno de ellos, y por qué?
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Tema 11: “Sobre los costes”

11.Q1 Demostrar que
o0C(s, § R R .
7§§ ) - g9(8)sgn(s —5), g(5) <0

es condicién necesaria y suficiente para que el estimador §. asociado a ella coincida con el
de error absoluto §,55s = med(s|x) (el correspondiente a C(s,§) = |s — §|); utilizando en la
demostracién (por contradiccién) de la necesidad una distribucién uniforme genérica.

11.Q2 Considérense las tres ddps conjuntas de s, x:

6s, 0<ax<l, 0<s<z
pa(s,x) =

0, eoc

3lz[/2, —l<z<1, 0<s< |z
pB(S’x):
0 , eoc
1

po(s,z) =1 x(1—xz)’
0o eoc

O<z<l 22<s<ux

y las tres funciones de coste:
Cl(§7 3) = (‘/S\_ 8)2
Ca(s,5) =[5 — s

C3(8,5) = 351 — 4535

i) ;Cudles de los estimadores 5S¢, (i = 1,2, 3) coincidiran para cada uno de los casos A, B,

C?

ii) Determinense las expresiones de los estimadores.

11.Q3 Las vv.aa. s, x, siguen la ddp conjunta

3 2
9—(s—z—1)|, O<z<l, z<s<x+2
p(s,l’)Z{E’Q[ ( ")

0 , eoc

i) Determinense p(z) y p(s|z), representando la segunda.
ii) Calcilese Spys(z).

iii) Indiquense las expresiones de Sya(7) y de Smc(z) con C(s,3) = (s — 8)8.
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11.Q4 La va s; se genera a partir de los valores de la va x mediante
S; = f($)+92($)yu 1= 152,354

siendo y; una va independiente de x con ddp

2
) = Glnlo.o) = ——exp (21
p(y2) = L{yel0.a) = Z exp (~alya])

p(ys) = EU(y3]0,a) = aexp (—ays) u(ys)
1

p(ys) = U(yala,b) = ¢ b—a’
0o , eoc

a<ys<b

i) Determinense las ddps a posteriori p(s;|z), i = 1,2,3,4, e indiquese en qué casos se
cumple la condicién para aplicar el primer principio de invarianza.

ii) Calcilense los estimadores de error cuadratico medio minimo y de error absoluto medio
minimo de s; dado z, Sims(Z) ¥ Sima(T).

11.Q5 Sea

9
595232, —“l<z<l, —|z|<s<]|z|

p(s,z) =
0 eoc

Determinese la expresion general de los estimadores 5, () que minimizan el valor medio del
coste genérico

Cr=1|s—s|"

(r > 1). ;Por qué no hay dependencia de r?

11.Q6 Un analista supone que la ddp conjunta de s, z, es

3, 0<s<a?<1
PA(S,x) =
0, eoc

pero en realidad

8 10
—4+ s, O<s<a?<1
pr(s,z)=4¢3 9
0 , eoc

i) Indiquese qué expresiones obtendra el analista para los estimadores mmse y mmae de s
dado z, Smsa (%) ¥ Smaa(z). Expliquese por qué se produce la relaciéon que tienen entre
si ambos estimadores.

ii) Establézcanse las expresiones correctas de los estimadores mmse y mmae, Sysp(x) y
Smar (z). Expliquese por qué no se mantiene la relacién vista en el apartado anterior.
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11.E1 Las vv.aa. s y x tienen una ddp conjunta

_Joap, O0<s<f(x) y O<z<l1
p(s’x)_{o, en otro caso

siendo a f una constante.

Se desea estimar s a la vista de z mediante estimadores lineales de la forma
§i = w;x, 1= 1, 2

empleando funciones de coste C;(s, $;) que cumplen

0C (s, s .

%:_@_31)

OCa(s.80) _ . .
%(;2 82) - _82(8 - 82)

a) Sea f(z) = fi(z) ==z
al. Determinese ay.

a2. Determinense los valores de los coeficientes {w;}i=1 2, que minimizan los costes me-
dios correspondientes a las funciones de coste indicadas.

b) Sea f(z) = fola) = a”
bl. Determinese afs.

b2. Determinense los valores de los coeficientes {w; };=1 2, que minimizan los costes me-
dios correspondientes a las funciones de coste indicadas.

b3. Discutase en qué se diferencia esta situacién de la que se produce en el apartado a).

11.E2 La d.d.p. conjunta de las vv.aa. s y = sigue la forma:
p(s,z)=a, —l<z<l, 0<s<]|z

a) Determinese la d.d.p. de la v.a. z, px(z), especificando el valor de a.

b) Establézcanse las expresiones de los estimadores de s en funcién de x que minimizan los
costes cuadrdtico medio (Cs = E {(s — §)?}) y absoluto medio (Cy, = E {|s — §|}),
Sms Y Sap, Tespectivamente.

¢) Supuesto que se restringe la forma de los estimadores a cuadrético en z, establézcanse
las expresiones de los estimadores 54y, = wiz? y Sqab = wex? que minimizan los costes
antes mencionados (cuadrético y absoluto medios, respectivamente).

11.E3 Se desea estimar la va s a la vista de los valores que tiene la va x. Se cree que la ddp
conjunta tiene la forma

[z(l—2)], 0<z<l, 2’2<s<uz
pl(m:{ le(1 — )]
0, en otro caso

El disefiador 1 emplea el correspondiente estimador de error cuadréatico medio minimo, §1,s().
El disenador 2 alberga dudas sobre la posibilidad de que s pueda tomar valores mayores que los
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permitidos por pi(s, z) y, por precaucion, elige el estimador de error absoluto medio minimo,
§1ma (1‘)

En realidad, la ddp conjunta de s y x es

1/(1-2?), 0<z<1, 22<s<1
p(s,x) =
0, en otro caso

i) Determinense los estimadores $1,,s(x) vy $1ma(z), y compérense sus valores. ¢Sirve de
algo la precaucién del disenador 27

ii) Establézcase la expresion de §,,s(x), y compruébese que sus valores estan por encima de
§ =z, y, por tanto, de los de $1ms(x) ¥ $1ma(T).

11.E4 Las vv.aa. s, x, se distribuyen conjuntamente segin

2, O<s<x<l1
p(s,z) =
0, eoc

i) Determinense los estimadores mmse y mmae de s a la vista de x, Sps(2) ¥ Sma().

ii) Sobre la va s se superpone una interferencia impulsiva de valor (determinista) muy alto
i >> 1y probabilidad de aparicién baja (0 <)a << 1.

. Qué forma pasa a tener la ddp conjunta de s, z, bajo tal interferencia, p;(s,z)?

iii) Determinense los estimadores mmse y mmae de s dado x en presencia de la interferencia,
Smsi(Z) ¥ Smai(z). (En cuél de ellos es mayor el efecto de la interferencia?

11.E5 Considérense las ddps

6s, O<s<z<l1
pi(s,x) =
0, eoc

3z, O<s<z<l
pa(s,x) =
0, eoc

y los costes
C1(3,8) = a*(3 — s)?
Co(3,8) = [5— s| + b?
C3(5,8) =AF—s|+(1—-N)(EF-5)?% 0<A<1
Establézcanse las expresiones de los estimadores 5;;(x), indicando ¢ la ddp y j el coste.
11.A3 El efecto de los valores fuera de margen puede ilustrarse mediante el siguiente ejemplo

simplificado.

Considérese la observacion
r=s84+r

donde la senal s es G{0, v}, mientras que el ruido r, independiente de la senal, toma la forma
de una interferencia impulsiva

p(r) = Pé(r)+ (1 — P)d(r — R) (R>0)
siendo P >>1— P.
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a) Determinese $,,s.

b) Calcilese el estimador éptimo §7 para la funcién de coste de Talvar

s (s—§)2, |s — 8| < eg
Cr(s 8)_{ e, |s — | > eg

con 2¢y < R; definiendo los intervalos de valores de z en que ha de aplicarse cada valor
de este estimador.

c) Compérense los dos estimadores obtenidos.
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Tema 12: “Calidad de estimadores y decisores”

12.D1 Demuéstrese que los estimadores de error cuadratico medio minimo son insesgados.
12.D2 Demuéstrese que, para cualquier estimador §(x):

E{(5(x) = 5)} = BE{(3(x) = 8ms(x))*} + E{(3ms(x) — 5)°}

12.Q1 Las variables aleatorias s y x siguen una distribucién conjunta

Gy 1@ (<D
el 1l

Determinese si existe el estimador absolutamente eficiente de s a la vista de z.

12.Q2 Se toman de manera independiente K muestras {x(k)} de la va x cuya ddp tiene la forma

plals) = o exp (M)

siendo s > 0 un parametro determinista desconocido.

i) Calctilese el estimador de méxima verosimilitud &y, ({z*)})
ii) Determinense el sesgo y la varianza del estimador anterior.

iii) Discuitase si el estimador que se estd considerando es absolutamente eficiente.

12.Q3 La va x esta regida por la ddp

x—d x—d
p(zlm,d) = 3 €XD <— — )u(x—d)

donde d es un valor conocido y m es un parametro determinista cuyo valor se desconoce.

. . K
Se toman K muestras de z independientemente unas de otras, {x(k)} el

i) Calcilese My ({x(k)})

ii) ;Existe el estimador absolutamente eficiente Mg, ({x(k)})? Si existe, jcudl es su expre-
sion?
12.Q4 La va x tiene como ddp

p(z|v) = 2G(z]0,v)u(x)

Para estimar el parametro v, se dispone de K muestras de x, {x(k)}, tomadas independien-

temente unas de otras.

i) Determinese vy, <{x(k) }) .

ii) Calcilense la media y la varianza de vy, dado v.
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iii) (Es ﬁml({x(k)}> absolutamente eficiente?

12.E1 Considérese la observacién
r=S8—+r

de la senal s inmersa en ruido r; la senal sigue la distribucién exponencial unilateral E 4

p(s) = aexp(—as)u(s)

y el ruido, independiente de s, la distribucién Erlang (Gamma) Eys 4

p(r) = a’r exp(—ar)u(r)

a) Determinese ;5.

b) Calcilese la media E{$,,s — s} y la varianza Var{$,,s — s} del error, y discutase la
influencia de a.

12.E2 El parametro determinista s es observado a través de

x = /sr

donde 7 es un ruido multiplicativo G(0,v). Se realizan K observaciones independientes de z,
{a®}.
a) Determinese el estimador de maxima verosimilitud §,,;.

b) Calcilese el sesgo y la varianza de §,,.

12.E3 Las vv.aa. s y x obedecen a la ddp conjunta

O0<s<xl1
s<x<?2s

p(s,z) =c, {

siendo ¢ una constante.

a) Tras representar el soporte de la ddp, calcilese el valor de c.
b) Establézcanse las expresiones de las ddp marginales p(s) y p(x).

¢) Determinese analiticamente la forma del estimador de error cuadrético medio minimo
de s a la vista de z,8,,s(x). Trécese dicha forma sobre la representacién del soporte de
p(s,x), y discitase si es posible determinarla directamente.

d) Calciilese el error cuadrético medio E{e2,,(z)} que proporciona la aplicacién del estima-
dor anterior.

e) Determinese la forma del estimador lineal de error cuadratico medio de s a la vista de x,
Sims(x). Tracese dicha forma sobre la representacion del soporte de p(s, ), y coméntese
su aspecto.

f) Calcilese el error cuadratico medio E{e? _(x)} que proporciona la aplicacién del esti-
mador anterior, y comparese con E{e2  (z)}.

g) (Qué ocurre si se percibe (p.ej., visualizando muestras) que hay un comportamiento
(estadistico) distinto para 0 < z < 1y 1 < z < 2, y se disefia un estimador lineal 6ptimo
diferente para cada uno de estos intervalos (54 ims(%) ¥ 3B, ms(x), respectivamente)?
Verifiquese analiticamente la solucién que se proponga.
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12.E4 Resuélvase el problema de filtrado unidimensional

r=s8-+n

es decir, calcilese §,,5(z), si s y n son independientes y

2)

G(s|m, vs)
G(?’L‘O,’l}n)

LQué ocurre sim =0, vs =v, =v ?

p(s)
p(n)
al)

)

a2) Determinense la media y la varianza de é,,5,(z) = s — $;,5(2) en el caso particular

anterior.

p(s) =11 (sfs/2> _ { (1)7/a, 0<s<a

en otro caso

mm=410:ﬂ):{é@,o<n<b

en otro caso
cona>b

bl) ;Qué ocurre si a = b?

b2) Determinense la media y la varianza de é,, () en el caso particular anterior.

12.E5 Las vvaa s y z se distribuyen conjuntamente segun:

pa(s,z) =a G ([ : } (o,vl> + (1 - ) T](s)G(]0, v1z)

siendo

V, = |: VU1s VUlszx :|

VUlsz Viz

_ L sl <1/2
Mo=1{ 0 (51
;, Qué margen de valores puede tomar el pardmetro o7

Determinense los estimadores de error cuadratico medio minimo para los casos particu-
lares de pq (s, z) correspondientes aa = 0y a o = 1, §,50(%) ¥ Sms1(x), respectivamente.

Determinese $,sq()

(Sugerencia: para calcular I(x) = ffooo sG <[ ; } ‘0,V1> ds, téngase en cuenta que
I(z)/p(x) = 8ms1(7)).

Calcilense la media y la varianza del error de estimacion é,(z) = s — Smsa(T).
Determinese el estimador MAP, §,,4pq ().

LEs $msa(x) absolutamente eficiente?

A1 A2
A21 Ao
derivadas presentes en la cota de Cramer-Rao, y sustitiyase al final).

(Sugerencia: opérese con los elementos de V™! = A = [ ] en el calculo de las
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12.E6 Se observa un pardametro determinista m desconocido a través de dos sensores que lo regis-
tran como
r1=m-+ny

Tog =M+ N2

siendo n1 y meo ruidos gaussianos de medias nulas y varianzas y covarianzas vi, ve y v12
conocidas.

a) Establézcase la ddp conjunta p(z1, z2).
()

K
b) Determinese el estimador ML de m,m , a la vista de K observaciones {xl ,xgk)}k
=1
tomadas independientemente.
c) Calcilense E{m|m} y Var{r|m}.
(k) (k)

d) No se tiene acceso a xy ' y Ty~ , sino a las observaciones

«

(que son combinaciones convexas de las anteriores).

Determinese la ddp de z,.

K
e) Calcilese el estimador ML de m a partir de {z&k)} , Mq § Qué valor de « ha de elegirse

para obtener el estimador ML de varianza minima, m,«, de entre los anteriores?

f) (Es el estimador obtenido en e) absolutamente eficiente?

12.E7 Se desea caracterizar estadisticamente el estimador de méxima verosimilitud a s, del pardme-
tro a de una va z uniformemente distribuida en el intervalo [0,a] obtenido a partir de K

observaciones de x, {x(k)} x—1» tomadas independientemente.

a) Exprésese aprr, en funcién de los valores {x(k)}.

b) En el escenario del apartado a), el valor del estimador cambia cada vez que se elige
un conjunto de muestras. Por lo tanto, el estimador es una va Ajys;, dependiente de la
eleccién de las K muestras, y se puede caracterizar como tal va.

bl) Demuéstrese que la funcién de distribucién de A ML €S:

. K
~ ~ N a
Py (amr)=Pr {AML < aML} = ( ML)

a

b2) Determinese la correspondiente ddp de Ayr, planr).

¢) Calciilense la media E{Ayp|a} y la varianza Var{Ay;|a} del estimador. Coméntense
los resultados.

d) Para estimar los pardmetros de vvaa uniformes es frecuente aplicar el método de los
momentos, consistente en estimar su media, varianza, etc., mediante estimadores mues-
trales y obtener a partir de ello los estimadores de los dichos parametros.

En el caso que se considera, tal procedimiento equivale a emplear:

. 2 k
aM:E;w

Calcilense E{Aps|a} y Var{Ap|a}, y compérense esos valores con los correspondientes
al estimador aa..
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12.E8 Se dispone de dos mecanismos para observar una variable determinista s, de las que se
obtienen observaciones de la forma

Ty =S8+ N

To = as + N9

siendo @ > 0 una constante conocida y ni, ng, ruidos gaussianos independientes entre si, de
medias nulas y varianzas conocidas vy, vo, respectivamente.

(k) (k) }K

Se realizan K tomas independientes de dichas observaciones, obteniendo el conjunto {xl , Ty .
k=1

i) Determinese el estimador de méaxima verosimilitud de s, §,,;4, & partir de las observa-
ciones disponibles.

ii) Calcilense E{Sqls} y Var{smials}-

iii) Discitase lo que ocurre con lo establecido en 1) y ii) si a — 0y si a se hace suficientemente
grande.

iv) Compruébese que, sea cual sea el valor de a (0 < a < 00), §,,1, sSiempre es mejor (presenta

K
menor error cuadratico dado s) que los estimadores ML de s observando sé6lo {x&k) }k
=1
K
o sélo {xék)} .
k=1

12.E9 La va s es suma de tres vvaa independientes:
§=2x1 +x2+ 3
siendo las ddps de los sumandos
px;(v;) = aexp(—axj)u(r;), a>0 j=1,2,3

i) Determinense Sms(21,22) ¥ Smap(Z1,Z2).
ii) Calcilense las medias y las varianzas de los errores de estimacion epg(z1,z2) = s —
Sms(21,22) ¥ €map (21, T2) = 8 — Smap(21, 22). Coméntense los resultados.
iii) Determinense $ms(21) ¥ Smap(21).
iv) Calcilense las medias y las varianzas de los errores de estimacién epys(z1) = s —

Sms(21) Y €map (1) = 8 — Smap(21). (Es razonable que los errores cuadraticos medios
sean mayores que los del apartado ii) para el mismo tipo de estimador?

12.E10 Las vv.aa. s, z, y, tienen la ddp conjunta

0<x<1
p(S,xay):Ga Oﬁyﬁl—x
0<s<l—ax—y

(nétese que estdn distribuidas conjuntamente de manera uniforme en el volumen com-
prendido entre los planos de coordenadas y el plano s + x + y = 1; son estadisticamente
iguales, y los mérgenes para x, y, s pueden permutarse).

i) Determinense los estimadores de error cuadratico medio minimo de s a la vista de
x ey, $1(x,y), y de s a la vista de x, $§3(z), utilizando sus definiciones.
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12.E11

12.E12

12.E13

ii) Como los estimadores anteriores son esperanzas condicionales, estan ligados median-
te una operacién de promediado. Indiquese cudl, y verifiquese que, a través de ella,
se obtiene para So(x) el mismo resultado que en el apartado anterior.

iii) Calciilese el valor cuadrético medio de los errores de estimacién e; = §1(z,y) — sy
e = S9(x) — s.

La va s es la combinacién lineal
s=x1 + 39
siendo x1, x9, vvaa independientes entre si con densidades de probabilidad

(1) = o exp(—a /i Ju(a)

1 (1‘2 — m2)2

() = o exp(— 25 )

donde m; > 0, my y v > 0 son valores conocidos, como también lo es la forma de la
combinacién lineal.

Existe la posibilidad de tomar valores de una de las componentes de s, 1 0 x2, para
construir estimadores §(z), k = 1,2.
i) Establézcanse las expresiones de los estimadores de errores cuadrético y absoluto
medios minimos, Spms(71), Sms(72), Sabs(1), Sabs(T2).
ii) Se desea seleccionar el estimador de error cuadrédtico medio minimo de entre los
cuatro anteriores. ;Como se ha de proceder?
iii) (Cdémo se ha de seleccionar el estimador de error absoluto medio minimo?

La va z con distribucién gamma de pardmetro de forma N/2 y pardmetro de escala 2v
tiene como ddp

pN(z) = ( 1 N/2-1 exp(—z/2v) u(z)

20)N/2T'(N/2)
Esta distribucién es también llamada y? general de N grados de libertad.

Supongase que N es conocido y que se dispone de K muestras de z, {z(k)}, tomadas
independientemente.
i) Determinese o, (z*)).
) Calciilense la media y la varianza de 0yy;.
iii) ;jEs 0, absolutamente eficiente?
)

Considerando que z puede formarse mediante la suma de los cuadrados de N vvaa
gaussianas {z(*)} de medias nulas y varianzas iguales v (idénticamente distribuidas)
e independientes entre si, jeran previsibles los resultados de los apartados anteriores?

La ddp conjunta de las vvaa s y x es

1
p(s,z) = { 8m?’ {—2m <s,2 <0} U{0< s,z < 2m}

0, en otro caso

a) Determinense 3,,s(x) y calciilese E{(s — §ms(x))?}.
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b)

Un analista visualiza muestras de {s,z}; y supone que su distribucién conjunta es

una mezcla de dos componentes gaussianas circulares de varianzas iguales v y medias

simétricas. La informacién lateral disponible le dice al analista que las medias son

ml y —ml; y estima v a partir de las muestras, obteniendo el valor .

Determinese el estimador de error cuadrético medio minimo ;.. () que obtiene el
o/

analista a partir de lo anterior, y calcilese E{(s — smsg(az))z}.

Nota: di In cosh(z) = tanh(z)
z

12.E14 Las vvaa s, x presentan la ddp conjunta:

i)
ii)

iii)

1/2 0<s,z<1l y 1<s,x<2

p(s, @) =
0, en otro caso

Calctilense 8,,5(2) v E{(s — 8s(7))?}.

Un disenador desconoce p(s,z), pero sabe que su media es [1 1]T y dispone de

muestras tomadas independientemente. Opta por estimar muestralmente las com-

ponentes de la matriz de covarianzas y proponer un estimador lineal, §), (), a

partir de los valores estimados. Dichos valores son g5, Uz, ¥V Usy = QUss.

Indiquense la expresién de §) (z) y el valor de E{(s — §],..(z))*}.

El niimero de muestras de que dispone el disenador es suficientemente alto como

para que los valores estimados se aproximen a sus limites sin diferencias apreciables.

Bajo tal circunstancia, determinese la expresién del estimador del apartado ii),

Simsos (@), ¥ E{(s = 8]500(2))?}-

12.E15 La v.a. s es la superposicién

s§s=2x1+ 20+ cC

donde x1 y z9 son vv.aa. independientes con ddps

pi(en) = 11 (21) = {1/a, 1| < a2

a 0, |z1| > a/2

pa(w2) = b exp(—bxa)u(zs)

y b,c > 0 son constantes conocidas. La v.a. x1 es observable, pero no xs.

i)

if)

iii)

Un analista cree que xo equivale a un ruido impulsivo, y por ello decide estimar s
mediante Sq4p(x1) = arg ming E{|s — §| |x1}. Tras verificar que 45 (1) = med{s|z; },
determinese la expresion analitica de dicho estimador.

Un segundo analista no confia en que el valor conocido de b sea correcto, y por
ello decide utilizar el estimador de maxima verosimilitud §,,;(x;). Determinese su
expresién analitica.

Comparense los errores cuadraticos medios de los estimadores propuestos por ambos
analistas.

12.E16 La va D-dimensional x = [21,...,2p|” sigue la ddp gaussiana

D
1 1
p(x|v) = G(x/|0,v]) = W exp <—% Zxﬁ)
d=1

Se dispone de K observaciones de x tomadas independientemente, {x(*}.
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12.E19

12.E20

12.E22

i) Determinese 0, ({x(k)}).

ii) Calcilense la media y la varianza del estimador anterior.
iii) (Es 0y, absolutamente eficiente?
iv) Si sélo se pueden observar las D’ primeras variables, ;cémo se modifican las res-

puestas de los apartados anteriores?
La ddp

T+ X2

2a3 a

RIS

1
p(z1,22) = —=(x1 + 22) exp (—

gobierna el comportamiento de las vvaa x, zs.
(k)

Se dispone de K muestras de dichas variables, {331 ,xék)}, muestras tomadas indepen-

dientemente unas de otras.
i) Determinese la expresion de G,y ({x&k),xgc) })

ii) Calcilese E{ala} y Var{a,la}.
iii) ¢Existe el estimador de a absolutamente eficiente?

Un disenador sabe que la va x que observa obedece a

pa(s,z) =1/a, 0<s<2ax, 0<z<l1
pe(s,z)=1 , 0<s<2z, O0<z<l

segun probabilidades conocidas P, 1 — P, respectivamente, siendo a > 1 un parametro
determinista también conocido.

i) El disenador comienza por determinar los estimadores mmse de s a la vista de x
para cada una de las situaciones posibles, S;,s4() v Spmsp(x).
Determinense las expresiones de dichos estimadores y calcilense sus errores cuadrati-
cos medios, Ea{(s — sa(z))?}, Eg{(s — sp(z))?}.

ii) Es inmediato apreciar que s, x, estan gobernadas por la mezcla

p(S,:C) = PpA(S,CC) + (1 - P)pB(S,CC)

Calculese el error cuadratico medio dado x de un estimador cualquiera s(x), E{(s —
8(x))? |z}

iii) El disenador opta por elegir entre S,,54(2) v Smsp(2) segun el valor minimo de los
errores cuadréticos condicionales correspondientes, calculados de acuerdo con ii).
Explicitese la regla de selecciéon que obtendra el disenador.

iv) Tras calcular el estimador éptimo s,,44(x) para la mezcla presentada en ii) en su
forma general (es decir, sin particularizar p4 y pp), particularicese el resultado para
la situacién que se esta considerando, y determinese S,,s(z) para el problema.

. Por qué no es éptima la opcién seguida por el diseniador?

Las vv.aa. s y x son conjuntamente gaussianas, con vector de medias y matriz de cova-

m — ms V= VUss Usx
My Vsx Uzx

rianzas
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respectivamente.

Un disenador desea estimar s a partir de x, pero sélo tiene acceso a la verosimilitud
p(z|s); por ello, utiliza el estimador de méxima verosimilitud

i)
i)

iii)

iv)

Soi(w) = argmax p(als)
S

Obténgase el estimador de error cuadratico medio minimo, §,,s(z).

Obténgase §,,,;(x), y compdrese su expresion con la de §,,5(z).

Calctilese el exceso de error cuadratico medio que implica el uso de $,,,;(x) en lugar
de ().

., Cémo hay que modificar las expresiones anteriores si en lugar de tener acceso a x

se observa una versién ruidosa z = x 4 n, siendo n independiente de x y s y con ddp
p(n) = G(n|0,v,)?

12.E23 La ddp conjunta de las vvaa s, x, es

ii)

iii)

iv)

v)

12.E24 Las

3/2, 0O0<s<l—2° 0<z<l1
p(s,z) =
0, eoc

Determinese Sps(x).

Calcilense el sesgo y la varianza del error de estimacion eps(x) = Sps(x) — 8, bms ¥
Ums, respectivamente.

Un disenador maneja erréneamente

2, O<s<l—z, O<z<1
pa(s,z) =

0, eoc

Determinese el estimador Sgms(x) que obtendré el disenador minimizando el error
cuadrético medio a partir de py(s, x).

Calcilense la media y la varianza del error de estimacion egms() = Sqms(x) — s,
bdms YV Vdms, respectivamente.

Un segundo disenador también maneja p4(s, ) pero no esté seguro de su validez, y
opta por minimizar el error absoluto medio.

Determinese el estimador Sqma(2) que obtendré el segundo disenador, y coméntese
el resultado.

vv.aa. s, x, estan regidas por la ddp conjunta

p(s,x) =

2a%(sx)? !, O<s<z<l1
0 , eoc

0<a<l.

Determinese Sps(x).

Calcilense la media y la varianza del error de estimacién e = s — Sys().
Establézcase la expresion del estimador @y, ( { sk (k) }), siendo { sk, x(k)} K mues-
tras de s, z, tomadas de modo independiente unas de otras.
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iv) Un analista obtiene el valor o’ siguiendo el proceso del apartado anterior. Indiquese
la expresion del estimador generalizado Sgms(2) que resulta de utilizar dicho valor
en lugar de a y calcilese el valor cuadratico medio del error de estimacién
¢/ = s — Sgms(x), y compruébese que es mayor que el de e = s — Sps(z).

12.E25 Las vvaa s, z, se rigen por la ddp conjunta
2

pls,2) = T exp [ = alls — | + |o])]

con a > 0.

i) Determinese Spys(x).
ii) Verifiquese que E{s — Sys(z)} = 0, y establézcase el valor de Var{s — Sys()}.

iii) Realicese el cambio de variables
n=s—=x
Ya=2x
e indiquese qué revela la ddp conjunta p(y1, y2).

iv) Interprétese el resultado de i) a la vista de lo encontrado en iii).

12.E26 Sean s,x, dos vvaa con ddp conjunta

3z, O<s<r<l1
p(s,z) =
0, eoc

i) Determinense Sys(z) y el ecm asociado E {(s - §ms)2}.

ii) En la implantacién del estimador se producen un desajuste de nivel y la adicién
de un ruido n incorrelacionado con s,x, de media 0 y varianza v, de modo que se

emplea s, () = asps(z) + n. Calcilese el ecm asociado a sy, (z), E{ (s— §n(x))2}

12.E27 La ddp de Erlang de pardmetro m > 0 y orden L (ndimero natural) tiene la expresién

xL—l

m exp(—z/m)u(z)

E (xz|m,L) =
Es fécil comprobar que E(x|m, L) es cerrada respecto a la convolucién sobre el orden:

E(z|m, L1) * E(x|m, Ly) = E(z|m, L1 + Ls)

lo que, como se sabe, significa que la suma x = x1 + x2 de dos vvaa independientes es
E(z1|m, L1) y E(xa|m, Ly) es E(z|m, L1 + Ls).

Se dispone de K muestras tomadas independientemente unas de otras de una variable
ON
E(z|m, L), {x }kzl'

i) Determinese 7y ({x(k) }f:1> .

ii) Calcilense la media y la varianza del estimador.
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12.A1

iii)

Un analista considera erréneamente que x es E(z|m, L'), y aplica la formulacién ante-

rior. Determinese el estimador que obtiene el analista, 7, ({x(k) }kK:1>, y el exceso de

. . . ~ K
error cuadratico medio que ese estimador presenta con respecto a My <{x(k) } k:l)'

Discutase el valor de dicho exceso.

Que el estimador ML de un parametro determinista resulte ser insesgado y absolutamente
eficiente no significa que su error cuadratico medio sea minimo, ya que puede existir un
estimador sesgado que lo tenga menor: la eficiencia absoluta solo implica varianza minima
para el sesgo que se estd considerando.

i)
ii)

iii)

iv)

Considérese un estimador insesgado §(x) con varianza var(s). Calctlese el error
cuadrético medio del estimador sesgado §,(x) = a §(x), siendo a una constante.

Determinese cudl es el valor de a que minimiza ese error cuadratico medio para un
s dado.

Obviamente, este valor no tiene utilidad préctica, salvo que resulte independiente
de s.

Considérese la estimacion de la media s de una ddp exponencial unilateral

p(x|s) = %exp <—§) u(z), s>0

Establézcase §,,;({z®)}), siendo {z(®)} K muestras de = tomadas de forma inde-
pendiente.

Compruébese que 3,,;({z(¥)}) es insesgado y absolutamente eficiente.

Determinese el valor de a para el que 3,({z}) = @ §,,;({z*)}) tiene error cuadrati-
co medio minimo.
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