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1. EL PROBLEMA DE VALOR INICIAL.TEORIA GENERAL.

En este bloque estudiaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes variables:

11/1 = all(t)l‘l aF alg(t)l‘z S aln(t)xn aF bl (t) s
IL‘IQ = a21(t)x1 aF (122(t)1112 S azn(t).’lfn a4F b2 (t) s

.Z‘,n — anl(t)xl =+ anQ(t)xZ + o+ ann(t)xn + bn(t) )

\

2) b; € C°(a, B); IR) para todo 1 <i < n,
a;; € C%((a, B); R) para todo 1 <4,j <n,

siendo (a, ) es un intervalo no vacio de IR ((«, 8) C IR).

A = A(t) serd la matriz n x n de coeficientes (a;;(t)), por b = b(t) serd el vector columna
de componentes b;(t). De forma general e si M = (m;;) es una matriz p x m entonces
usaremos la siguiente notacion:

to to
/ M(t)dt = (,LLZ] (tl, tg)) con /Mj(tly tg) = / mij (t)dt
t1 t1

Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales (1) puede escribirse matricidlmente como

(3) X' =A(t) X + b(t).

Si el vector b es idénticamente nulo, i.e. b;(t) = 0 para todo t € («,3) y todo i =
1,2,--- ,n se dice que el sistema es homogéneo:
(4) X'=A(t) X.

Si las funciones (a;;) son todas constantes tendremos un sistema lineal con coeficientes
constantes

X' =AX + b(t).

Para éstos se puede desarrollar un método para hallar las soluciones explicitas.

Si las funciones (a;;) son todas periédicas de periodo 7 tendremos un sistema de ecua-
ciones diferenciales con coeficientes periddicos. Los sistemas homogéneos con coeficientes
periodicos son particularmente importantes.
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1.1. El Problema de Valor Inicial. El problema de valor inicial asociado al siste-
ma (3) en un punto g € (a, 3) consiste en hallar la funcién vectorial X € C!((a, B); IR™)
que verifique
(5) X' '=A(t) X + b(t) paratodot € (a,f),

X(tg) = X° para X° € R" dado.

Se podrd comprobar fdacilmente que X es solucion de (5) si y solo si

t
(6) X(t) =X+ / A(s) X(s)ds paratodote (a,p).
to
A continuacién enunciaremos el teorema de existencia y unicidad de la solucién del
problema de valor inicial (5):

Teorema 1.1. (Existencia y unicidad de la solucién) Supongamos que se verifican las
hipdtesis (2), entonces eriste una tnica funcion vectorial X € C'((a, B8); IR") solucion

de (5).
La demostracion de este teorema se dara en el siguiente bloque.

La estructura del conjunto de soluciones del sistema homogéneo y no homogenéo tiene
particular interés. Se comprueba facilmente que una combinacion lineal de soluciones del
sistema homogéneo (4) también es solucién de ese sistema. Por otra parte, se comprueba
trivialmente que la suma de una solucién del sistema no homogéneo (1) y de una solucién
del sistema homogéneo (4) sigue siendo una solucién del sistema no homogéneo.

Concretando, tenemos:

Teorema 1.2. (Estructura del conjunto de soluciones de (4)). El conjunto de soluciones
del sistema homogéneo

X' =At)X

es un espacio vectorial de dimension n.

Demostracion. Se comprueba facilmente que cualquier combinacion lineal de solu-
ciones de (4) es también una solucién por lo que este conjunto es un espacio vectorial.
Consideremos cualquier base de R": (X®0, X20) ... X ®0)) v consideremos la (tinica)
solucién de cada uno de los n problemas de valor inicial:
d X" ,
para todo 1 < i < n T A(t) X* paratodot € (a,f),
XZ(tO) = X(i,(])’

entonces, (X1, X2 .- X™) constituye una base del espacio de soluciones. En efecto estas
n soluciones son linealmente independientes dado que si para n nimeros reales «;, 1 =
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1,2,---  n tenemos

ﬁimx%w
1=1

y en particular para t = t; tenemos

i OZZ'X(i’O) =0
i=1

y, dado que (X#9)?_ es una base de IR", deducimos que a; = 0 para i = 1,2,--- ,ny
(X")2_, constituye un subconjunto linealmente independiente del espacio de soluciones.
Sea cualquier solucién X del sistema homogéneo y sea X° = X (1), existen n nimeros
reales tales que

n
XO — Z CiX(i,O)

i=1
por lo que tendremos

n

X=> X'

i=1

lo que hace de (X*)"_; una base del espacio de soluciones.
Alternativamente podemos observar que la aplicacién
X' X

donde X es la solucién de (4) que verifica X (ty) = X, es lineal y, que el Teorema de
existencia y unicidad la convierte en isomorfismo de IR" en el conjunto de las soluciones
del sistema homogéneo (4). OJ

En cuanto al sistema lineal no homogéneo
X' '=A@t) X + b(t)

se comprueba con facilidad que la solucién general se obtiene sumando una solucion
particular a la solucion general del sistema homogéneo. Asi mismo la solucién del problema
de valor inicial para el sistema no homogéneo

X'=A(t) X + b(t) paratodot € (a,f),
X(ty) = XY para algin tg € (a, ),

se obtiene sumando una solucion cualquiera Y del problema no homogéneo
Y'=A({#)Y + b(t)  paratodot € (a,f)
con la solucién del problema de valor inicial para el sistema homogéneo

7 A(t) VA para todo t € (Oé, ﬁ)a
Z(to) = X° =Y (to).
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Como veremos méas adelante, conociendo la solucién general del sistema homogéneo se
puede, mediante un método de variacién de constantes, obtener una solucién particular
del sistema no homogéneo.

1.2. Matriz fundamental. Sistema fundamental de soluciones. En esta seccién
consideramos el sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales (4). Se denomina sistema
fundamental de soluciones del sistema homogéneo un conjunto de n soluciones de (4) que
sean linealmente independientes. En otras palabras, un sistema fundamental de soluciones
es una base del espacio vectorial de soluciones del sistema lineal homogéneo. A un sistema
fundamental se le asocia la matriz cuyas columnas son los elementos de ese sistema:

Definicién 1.3. Una matriz fundamental ®(t) de nuestro sistema lineal es una matriz
cuyas columnas son n soluciones linealmente independientes del sistema (4).

En definitiva, si

1
i ot
¢'(t) = :
n(t)
para i =1,2---,n son n soluciones linealmente independientes del sistema (4), constitu-

yen una base del espacio vectorial de las soluciones, luego es un sistema fundamental de
soluciones de (4) y la matriz

™ o) = | A
Ou(t) n(t) - ()
es una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo.
Siguiendo con las definiciones

Definicién 1.4. Se llama wronskiano de un sistema fundamental de soluciones al deter-
minante de la correspondiente matriz fundamental:

W (t) = det(®(t)) para todo t € (a, ).
El wronskiano serd una funcién no nula:

Proposicién 1.5. Para que una matriz ®(t) cuyas columnas son soluciones del sistema
homogéneo (4) sea una matriz fundamental es necesario y suficiente que det (®(t)) # 0
para todo t € (a, B) lo cual es equivalente a decir que det (P(7)) # 0 para algin T € (o, ).

Demostracién. Como consecuencia del teorema de existencia y unicidad de soluciones,
para que n soluciones del sistema lineal sean linealmente independientes en el intervalo
(cr, B) es necesario y suficiente que lo sean en un punto 7 cualquiera de este intervalo. [
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Observacién. De forma general, si ¢, para ¢ = 1,2,--- ,n son n funciones a valor en

IR linealmente independientes en el intervalo («, 3) y si consideramos la matriz cuyas
columnas son esas funciones

p1(t) i) i)
pa(t) $3(0) 5 (t)
o= L
Palt) n(t) - en(®)

entonces no se tiene necesariamente det(p(t)) # 0 para todo t. Para n = 2 consideremos,
en el intervalo (—2,2) las funciones vectoriales

#0= (i)
co=("4 ).
o= ¢ )

Es evidente que ¢! y ¢? son linealmente independientes dado que

y la matriz

L@ (t), +eap?(t) =0
para todo ¢t € (—2,2) implica, en particular, que para t = —1 tengamos:

Cl+02:0
Cl_CQZO

por lo que ¢; = ¢ = 0.
Sin embargo, considerando el determinante

23 parat <0
— B3 = A
det(p(t)) =t t” = { 0 parat > 0. [

Para completar esta observacién tenemos:

Proposicién 1.6. Sean n funciones vectoriales ¢* € C*((a, B); IR™), parai=1,2,--- ,n,
4
; w5 (t
p'(t) = :

o0



Seccién 2.1: El Problema de Valor Inicial. Teoria general 7

tales que la matriz

e1(t)  @i(t) o7 (t)
©3(t)  w5(t) ©5(t)
Plt) = : L
on(t) a(t) -+ op(t)

verifique det(p(t) # 0 para todo t € (v, 5), entonces existe una matriz B(t) de coeficientes
bi;(t) continuos, tal que las funciones vectoriales @' sean solucion del sistema homogéneo

dp’
dt

Demostracién. (Se deja como préctica.) O

= B(t) ¢".

Proposicién 1.7. Consideremos una matriz fundamental ®(t) de nuestro sistema ho-
mogéneo (4) y consideremos una matriz de coeficientes constantes C. Entonces

1. Las columnas de la matriz ®(t) C' son soluciones del sistema (4).

2. 51 C es no singular la matriz ®(t) C' es una matriz fundamental del sistema.

3. Para toda matriz fundamental <i>(t) existe una unica matriz no singular de coefi-
cientes constantes tal que ®(t) = ®(t) C.

4. La solucion del problema de valor inicial

X'=A(t) X para todot € (o, ) ,
X(ty) = X° para X° € R dado.

€s X(t) = (I)(t) ((I)(to))il Xo.
5. Sea C' una matriz no singular de coeficientes constantes entonces existe una unica
matriz fundamental ®(t) que verifique ®(tg) = C.

Demostracién.
1. Consideremos la matriz ®(¢) C. Sus columnas son de la forma:

(@) CY =) d'c;
i=1

donde (®(t) C)’ representa la columna j de la matriz producto ®(¢) C. Obviamente las
columnas de la matriz producto son combinaciones lineales de las columnas de ®(t) y, por
lo tanto, son soluciones del sistema homogéneo.

2. Sila matriz C' es no singular también lo es la matriz ®(t) C' dado que det (®(t) C) =
det (®(t)) det (C'). Por lo tanto las columnas de la matriz producto constituyen n soluciones
linealmente independientes del sistema (4) luego la matriz producto ®(¢) C' es una matriz
fundamental del sistema. K

3. Las columnas de ®(t) y de ®(¢) constituyen sendos sistemas fundamentales de solu-

ciones ¢'(t) y ngSi(t), 1 =1,2,---  n. Las segundas se pueden expresar como combinacién
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lineal de las primeras:
Gty =) & (t)ey,
j=1

le.
d(t) = ®(t)C'  siendo C la matriz de coeficientes (c;;).

Luego, como C' es un producto de matrices no singulares C' = (®(t))" ®(t), también es
una matriz no singular.

4. X(t) = d(t) (B(ty))”" X, es una combinacion lineal de soluciones (las columnas de
®(t)) luego es una solucién del sistema homgéneo. Para t =t X toma el valor X (ty) =
D(to) (P(to))™" Xo = Xo. 5. Este tltimo punto es trivial. [

Proposicién 1.8. Sea ®(t) una matriz cuyas columnas son soluciones del sistema (4).
Entonces, para todo t y todo ty de («, B) tenemos

det (1)) = det (B(to)) exp / T A(s)] ds,

to
(siendo Tr[A(s)] = > i, aii(s) la traza de la matriz A(s).
Demostracion. consideremos el determinante

oi(t) @i(t) -+ P1(t)

PP R (GIRC DR 10

o) G20 - )

La derivada de ese determinante es:

(@)@ (e)'(t) -~ (1) (t)

) (o) ¢5ft> qg;(t) - cbé:(t)
S ) - o)
S G - o)
G0 @0 - (@30
S B2 - o)
S ) ot
o) oht) S (1)
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Teniendo en cuenta que (¢7)(t) = Sr_, au(t)dL(t) el primer determinante de (8) se
convierte en:

>k ak(DSR(1) kg an(®)di(t) -+ Yohoy an(t)SR (1)
(1) ¢3(t) a @5 (1)

() o5 (t) = Pn(t)
Este determinante no cambia si restamos de la primera linea la segunda multiplicada por

a12(t), la tercera multiplicada por a13(t), hasta la iltima multiplicada por a;,(t). Entonces
la expresién de ese primer determinante se convierte en

an(t)o1(t) an(t)pi(t) - an(t)or(t)

(1) o3(t) o BB(D)
S RO e
y es igual a
¢i(t) ¢it) -+ ¢i(t)
o3(t) G3(t) - 2 (t)

on(t) on(t) --- p(t)
El mismo razonamiento en los demés determinantes nos lleva a

n

det(@(1)) = 3 au(t)det((t)) = TrA(t)|det(D(1))

i=1
por lo que det(P(t)) es satisface una ecuacién diferencial cuya solucién es

det(P(t)) = det(P(ty)) exp /t Tr[A(s)|ds. O

to

Sistemas lineales con coeficientes constantes. Si A es constante las soluciones del
sistema X’=AX estan definidas en todo IR. Denotamos por ®(¢) a la matriz fundamental
que satisface: ®(0) = I. Se tiene:

Proposicién 1.9. 1. La solucion del problema de valor inicial

X' =AX en R,
X(0) = Xy
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Demostraciéon. 1. FEl primer punto de proposicion es consecuencia inmediata del
punto 4. de la Proposicién 1.7 teniendo en cuenta que to = 0y que (®(ty))~* = I.

2. Al ser constante la matriz A, tanto ®(t+ s) como ()P (s) son soluciones del sistema
lineal dado que:
P(t+s)=AD(t+s)
y
Q' (t)D(s) = AD(t)D(s).
Por otra parte, dado que ®(0) = I, ambas soluciones coinciden en t = 0, siendo iguales a
®(s) por lo que, en aplicacién del teorema de unicidad, coinciden en todo IR.

3. Aplicando 2. tenemos ®(t)P(—t) = ¢(0) = 1. O

1.3. El método de variacién de constantes para sistemas lineales no ho-
mogéneos. En el caso del sistema no homogéneo podemos desarrollar un método de
variacion de constantes que es el equivalente del método de mismo nombre desarrollado
en las ecuaciones escalares.

El conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo se puede describir como X, + &
siendo X, una solucién particular del sistema no homogéneo y & el espacio vectorial
de las soluciones del sistema homogéneo. En efecto, dadas dos soluciones X, y X, del
sistema no homogéneo, se comprueba facilmente que X, — X — ¢ es una solucién del
sistema homogéneo. En otras palabras tenemos: X (¢) = ®(¢)Y + X, describe el conjunto
de soluciones del sistema no homogéneo cuando Y describe IR".

Teorema 1.10. Sea ®(t) una matriz fundamental de X' = A(t)X, entonces
1. La funcion vectorial

(9) X,(t) = CID(t)/ (®(s))"'b(s)ds parat yty € (a,f)

to

es la solucion particular del sistema no homogéneo X' = A(t)X + b(t) que verifica
Xi(to) =0 parai=1,2,--- ,n.
2. La funcion vectorial

(10) X(0) = 90) (@)X + 0(0) [ (99)0(s)ds

to

es la solucion particular del sistema no homogéneo X' = A(t)X + b(t) que verifica
X(ty) = Xo € R".

3. Si A(t) = A es una matriz de coeficientes constantes, si ®(t) es la matriz funda-
mental del sistema X' = AX que verifica ®(0) = I y si b € C°((«, B); IR™) con
a <0< B entonces

X(t) =2(t)Xo + /t O(t — s)b(s) ds
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es la forma que toma la solucion particular del sistema no homogéneo X' = AX +
b(t) que verifica X(0) = X,y € IR".

Demostracién. 1. Sean B(t) y D(t) dos matrices m X p y p X ¢ respectivamente,
con m, py q > 1y con coeficientes continuos y derivables en un intervalo (o, 5) C IR.
Entonces la matriz producto se deriva como sigue:
dB(t)D(t) dB(t)
d dt

Aplicando esta formula al producto

D(t) + B(t)%t(t).

X, = 0(t) [ (@) bls)ds

to

obtenemos

X! = /(1) / (@(s))b(s) ds + D(t)(D(t))b(t) ds

— A(t)D(t) /t (@(s))""b(s) ds + b(t) = A(t)X, + b(t)

luego X, es una solucién del sistema lineal no homogéneo. Por otra parte se comprueba
inmediatamente que

0
0
Xp(tO) = .
0
2. O(t)(P(ty)) ' Xo es la solucién del sistema lineal homogéneo que vale Xy en ¢ y

)71b(s) ds es la solucién del sistema lineal no homogéneo que vale 0 en ¢y por

(8) Ji

d(s))
lo que X(t) es la solumon del sistema lineal no homogéneo que vale Xj en tj.
0)

3. (1

es la particularizacién de (9) a las hitdtesis de este tercer apartado del teorema.

1.4. Ecuaciones lineales de orden superior. En este apartado aplicaremos los co-
nocimientos sobre sistemas lineales al estudio de ecuaciones lineales de orden mayor que
1. Recordamos que una ecuacién lineal de orden n es una ecuacién de la forma:

(11) 2™ 4 ay ()" + ap() 2™ - 4 a, () = c(t).

Suponemos que los coeficientes a;, i = 1,2,--- ,n y ¢ son funciones de C°((a, 3); IR) para
algin intervalo (o, 8) C IR.
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Resolveremos esta ecuacién transformando (11) en un sistema lineal no homogéneo
como los que hemos estudiado anteriormente. Para ello introducimos las siguientes fun-
ciones:

_ — _ (n=1)
Ty =T, XTo=a, -, Tp=2 .

Estas nuevas funciones satisfacen el sistema lineal:

(12) :
x| =y,
= —a,(t)ry —a—n—1t)xg — - — a1 (t)z, + c(t)
Dicho sistema se escribe en forma vectorial
(13) X'=A(t) X + b(t)
donde
I 0
i) 0
I3 0
X = , b(t) = ,
Tpn—1 0
Tn c(t))
y
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
At) = )
0 0 0 . 1
—an(t) —an_1(t) —an—o(t) --- —ay(t)

La ecuacién diferencial lineal de orden n (11) y el sistema de ecuaciones lineales de primer
orden (13) son equivalentes. En efecto, sea © = (t)) una solucién de (11) entonces

p(t)
x| 70
P0)
es una solucién de (13). Reciprocamente, si
1(t)

X — ?02(t)

en(t))
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es una solucién de (12) (y (13)) entonces

(P (t) = palt)

VW) = o8Pt = = () = palt)
L o) =0V == () = (),
Y dado que
Pl (1) = —au ()1 (t) — a1 (Dp2(t)(t) — -+ — a1 (t)pn + c(t)
se concluye que
P = —a,(O)pr1(t) — an ()L () — - — ar ()" + ()

luego ¢y es solucién de la ecuacién lineal no homogénea (11).
De todo esto se deduce:

Proposicién 1.11. Sea a; € C°((a, 8); IR), parai = 1,2,--- ,n entonces el espacio de las
soluciones de

2™ 4+ ay ()" + ap() ™ + - 4 a, (D) =0
es un espacio de dimensidn n. Ademds, sea ¢ € C°((a, B8); IR), entonces el problema de
valor inicial

{ 2™+ ay ()2 + ay(H)x™2 4+ -+ a,(H)x = c(t) para todo t € (o, B),

x(ty) = x1, 2'(tg) = 29, -+, 2™ V(ty) = 2z, para algin ty € (o, B)
<1
tiene una unica solucion para todo vector Z2 de IR".

“n
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2. SISTEMAS CON COEFICIENTES CONSTANTES. LA FORMA CANONICA DE JORDAN.

Esta seccion se ocupara de la resolucion de sistemas lineales con coeficientes constantes
(14) X' =AX.

Como se ha visto en la anterior seccion, el estudio de las soluciones de este sistema y, en
particular, la matriz fundamental del sistema es clave para determinar las soluciones de
sistemas no homogéneos

X' =AX + b(t),
o de ecuaciones de orden superior con coeficientes a;, i = 1,2, --- ,n, constantes
™ 4+ a2 4 a2 4 = c(2).

Haciendo un paralelismo con la ecuacion diferencial homogénea

¥ =ax
donde las soluciones tienen la expresién z(t) = zge®' donde zy = x(0), no resultarfa
absurdo buscar soluciones de la forma X (¢) = X%*!. De existir semejante solucién, ello
implicaria que
XO)\GAt — X/ — eAtAXO
luego

AX0=A4X°

por lo que X deberia ser autovector de la matriz A. []
2.1. Matrices diagonalizables.

2.1.1. El caso general de una matriz A diagonalizable. Si A es una matriz n X n con n
autovectores P!, P2 ...  P" linealmente independientes con sus correspondientes autova-
lores Ay(1), Ao(2): " - - Ao(n) (donde o es una aplicacién, no necesariamente biyectiva dado
que a un mismo autovalor le puede corresponder un subespacio propio de dimension ma-
yor que 1), obtendremos un sistema fundamental de soluciones, es decir, n soluciones
linealmente independientes de la forma X (t) = Plet® .

Utilizando la escritura matricial, si P es la matriz invertible cuyas columnas son los
autovectores P!, i = 1,2,---n, de A entonces la matriz B = P~!AP es diagonal y el
sistema homogéneo

Ay O o0 Y,
0 /\0(2) 0 1/2

Y/:BY: . . . .
0 0 - A Y,
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se reduce a un sistema de n ecuaciones diferenciales desacopladas:

YY = )‘0(1)}/1
Yy = Ao@)Ye
Y, = Aom)Yn
cuya matriz fundamental , que denotaremos ®p, y que verifica ®5(0) = I es:
ety t 0 e 0
O e>‘o(2)t e 0
Pp(t) =
0 O P 6)‘o(n)t

Si multiplicamos Y’ = BY a la derecha por P obtenemos PY' = PBY = APY por
lo que X = PY es solucién de nuestro sistema inicial X' = A X.

Obviamente, dado que la matriz ®p es una matriz fundamental del sistema Y’ =
BY entonces, P ®p es matriz fundamental de X’ = A X dado que sus columnas son
soluciones de X = A X y, ademéds son linealmente independientes dado que det(P ®p) =
det(P) det(®p) # 0. Dado que P! es una matriz constante y no singular, ® = P &5 P!
es la matriz fundamental del sistema X’ = A X que verifica

®(0)=Poz(0)P'=PP'=1 [

Ejemplo. Consideremos el sistema lineal X’ = A X donde A es la matriz:

6 2 —6
2 3 -4
4 2 —4

Calculamos el polinomio caracteristico
det(A—A) =X\ =5\ +8\ —4=(A—1)(A—2)*

Se comprueba que el nicleo de la matriz A — I es de dimension 1, concretamente

]

N(A —1T1) = Span

N —

N(A —2I) = Span 1

=}
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luego, P es la matriz formada por los autovectores:

21 3 -2 -1 3
P=1110 y Pl= 2 2 =3
2 1 2 1 0 -1
Entonces,
1 00
B=P'AP=|0 2 0
00 2
La matriz fundamental ® 5 del sistema Y’ = BY que verifica ®5(0) =1 es
et 0 0
dpt)=| 0 e o0
0 0 e*
por lo que
26t 62t 362t
P@B(t) = et 62t 0
2et e 2e*
y

—4e! + 5e?t —2el +2e% 466t — 6e*
O(t) =P dp(t) Pt = [ —2e' +2e¥ —el +2e2  +3et — 32
—4et + 4%t —2et 4+ 2e?  +6et — et

es la matriz fundamental de X’ = A X que verifica (0) = 1. [J

2.1.2.  Caso particular de una matriz A diagonalizable con autovalores complejos. con-
sideremos el ejemplo de la matriz
0 1
()

cuyo polinomio caracteristico, det(A — AI) = A? + 1: luego A tiene los autovalores A = +i
y A = —1i. Los correspondientes autovectores son:

v=(151) =

_ 141 _ .
w = : Aw = —iw).
( 1—1 ( )
Considerando A como una matriz compleja, es decir, como una aplicacion lineal de " en
@" podriamos reproducir el anterior proceso de diagonalizacion:

N(A—i[):SpanK L‘rz )] N(A+i])=5pan[< ifz )]
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(11— 1+ L L1401
P‘(H@' 1—i> y P _Z<1—z' 1—|—z')

L1+ 1—i 01 1—2 141
4\ 1—id 1+1 -1 0 147 1—1
(i 0
SN0 —i )
Entonces podemos resolver el sistema Y’ = BY y hallamos dos soluciones linealmente

independientes:
it '
10 [ € [ cost+isent
o= (o) ()

Y3(t) = ( S—it ) = ( gost—isent )

y la matriz fundamental

(et 0 [ cost+isent 0
(bB(t)_(O eit>_<0 cost—isent)

y, multiplicando por P obtendremos dos soluciones complejas y linealmente independien-

T oo (5 () - ()

2 . ) . 1—Z 1+Z 0 . (1+i>€_it
X(t)_PY (t)_(l—l—Z 1—1 e_it B (1—i)€_it
del sistema X’ = AX. Constatamos que X? = X! por lo que deducimos que Re(X1') =
Xt 4 X2 Xt — X2
2R Im(xt) =
del sistema.
Reciprocamente podemos demostrar que si X es una solucién real del sistema X’ = AX

entonces
. X| — 11Xy
Y= ( X1+ 1Xs )

es una solucion compleja del sistema Y’ = BY'. Se dejan estos cdlculos como préctica.

entonces

B=P'AP

57 son dos soluciones reales y linealmente independientes
i

El caso de una matriz 2 x 2, real, con autovalores complejos: De forma mas general
consideremos una matriz real A = (a;;), 2 x 2, con autovalores complejos (conjugados):

(an + a22)2 = TT‘(A)2 < 4D6t(14) = A110G929 — A120921.
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en cual caso los autovalores complejos de A son A\ = a + ib, A = a — b, siendo a =

1 . 1
§(a11 + agy) y siendo b = \/a]_]_a22 — Q12Q9] — Z(all + ag)?. Sean

U Vi
U:<U;> y V:(V;) conUp, Uy, iy Vo€ R

tales que W = U + iV sea un autovector correspondiente al autovalor A\, AW = AW,
entonces W = U — 1V es autovector correspondiente al autovalor A, y ambos vectores
constituyen las columnas de la matriz no singular P = (W, W) que ”diagonaliza” A:

(15) B = ( 3 % > = P 'AP.

Resolviendo el sistema Y’ = BY obtenemos la matriz fundamental del sistema:

B — M 0\ 4 ( cos(bt) +isen(bt) 0
B=\ g ) 7° 0 cos(bt) — i sen(bt)

Multiplicando, a la izquierda, por P obtenemos una matriz fundamental, y por lo tanto
un sistema fundamental de soluciones, del sistema X' = AX:

D(t) = ADp(t) = ( WeM We ).
Tomando las partes real e imaginaria de estas soluciones:
Re(Wert) = e (U cos(bt) — V sen(bt)),
Im(Wer) = e (U sen(bt) + V cos(bt))
obtenemos una nueva matriz fundamental real:
(16) D4 (t) = e ( Ucos(bt) — Vsen(bt) Usen(bt)+V cos(bt) ).
La solucion general del sistema serd
an) e (£
Co
at [ a(Upcos(bt) — Vysen(bt)) + co(Uy sen(bt) + Vi cos(bt))
— ¢ c1(Us cos(bt) — Vasen(bt)) + co(Us sen(bt) + V4 cos(bt))

_ ot alUy + Vi —aVi+ el cos(bt)
- Uy + Vo —c1 Vo + clUs sen(bt) |-

Xo1

b% ) la tinica solucién X del sistema X' = AX que
02

Para cualquier dato inicial Xy = (

1
C2

U Vi &1 _ Xo1
Uy, Vs C2 Xo2 '

verifica X (0) = X, se obtiene eligiendo para ( ) la tnica solucién del sistema
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En lugar de dar el paso (15) que nos lleva a un sistema complejo, podemos seguir el
siguiente camino. Formamos la matriz no singular real:

_ (U W
@=(v V)—(U2 vg)
y la aplicamos a la matriz A y comprobamos facilmente que:
. -1 . a b
M=Q "AQ = < b 4 )

Comprobamos facilmente que

- (41 (-29)

20 = 70 ) = (o) )

son soluciones linealmente independientes del sistema Z’ = M Z y que

Dy (t) = e ( cos(bt) sen(bt) >

—sen(bt) cos(bt)
es una matriz fundamental de este sistema. Luego,
Qey=(U V) (2" z*)
= e ( Ucos(bt) — Vsen(bt) Usen(bt)+ V cos(bt) )
es una matriz fundamental real del sistema X’ = AX
RPy = Pa

donde la matriz ® 4 es la matriz fundamental del sistema hallada con el procedimiento
anterior (ver (16))

Lo anterior nos muestra que podemos calcular facilmente las soluciones del sistema
X' = AX sin pasar por un sistema diagonal complejo.

Podemos repetir este procedimiento para una matriz, A, n X n.

El caso general: Consideramos ahora una matriz real A, n x n, diagonalizable, con raices
reales y raices complejas. Concretamente notaremos con p la multiplicidad algebraica de
las raices reales (i.e. la suma de las multiplicidades de todas las raices reales) y 2m la
multiplicidad algebraica de las raices complejas (p + 2m = n). Notaremos R',---  RP
los p autovectores reales de Ay W', W1 ... W™ W los 2m autovectores complejos de
A. Sean ¢ y w sendas aplicaciones: o : {1,--- ,p} = {1,--- p} yw: {1,--- ,;m} —
{L,---,m} de tal modo que A, para i = 1,---,p son los autovalores reales de A:
AR = )\o(i)Ri, asi miSmo i (jy ¥ Hew(;) Para j = 1,---,m son los autovalores complejos

de A: AWI = pu iy Wiy AWi = JiggyWi.
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Consideremos la matriz cuyas columnas son los autovectores de A:

P:(Rl oo RPEOWY WE ... WM™ W)’
P es no singular y
Aoy O 0 0 0 0 0
0 )\0(2) 0 . 0
0 Aoy O 0
B = P'AP = 0 fway O 0
0 0 Moo (1) 0 0
0 0 fe(m) 0
O PR o o P PR o o o o 0 Mw(m)

Resolvemos el sistema Y’ = BY y obtenemos la matriz fundamental

erot 0 0 0 0 0 0
0 ere@t () 0
0 erwt 0 0
Pp(t) = 0 0 etmmt 0
0 0 ef=(mt 0
0 0 et=im? 0
O e e e 0 6“w(m)t

y multiplicando a la izquierda por P obtenemos una matriz fundamental del sistema
X' =AX:
(18) ®(t) = PPp(t) =

( Rle)‘o(l)t e Rper'(p)t Wleuw(l)t Weuw(l)t e Wmeuw(m)t Wmeuw(m)t ) .

Aqui las columnas 1 a p constituyen soluciones reales del sistema X’ = AX pero las
columnas p + 1 a n son soluciones complejas (conjugadas 2 a 2). Podemos obtener una
nueva matriz fundamental sustituyendo los pares conjugados

( Wmenuw(m)t Wmeluw(m)t )
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por los pares
( Re(Wiet=t) Im(Wiet=wt) )

para j =1,2,--- m:

(19) @a(t) = ( R'erm! ... Rrerw! Re(Wlet=m') Im(Wlet=mt)
Re(W™met=mt)  Im(Wmet=mm?) )

Si notamos

W7 =U’ +iV?

() = Gw(j) + ()

tenemos

Re(Wiet=wt) = e*=i (U7 cos(be(jt) — VI sen(bejt))
Im(Wiet=w't) = =0 (U7 sen(bgjt) + V7 cos(be(jt)) -

Ahora consideremos el enfoque alternativo: en lugar de formar la matriz P con los
autovectores de A formaremos una matriz () con los autovectores reales y con las partes
reales y las partes imaginarias de los autovectores complejos:

Q=(R - R U' VI ... ym oym)
y

Aoy O 0 0 0 0 0

0 Aoy 0 0

0 0 M) 0 . ) ) 0

-1 _ . . . .

M = Q AQ = 0 - K 0 o)y  boay - . 0

0 ' _bw(l) aw(l) 0 ' 0
0 0 Qoo (m) bw(m)
0 PR PR PR _bw(m) aw(m)

Entonces el sistema Z’ = M Z admite la siguiente matriz fundamental:
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erwt 0 0 0 0 0
0 et o0 0
0 0 erow! 0 0
D (t) = 0 0 Apa)(t) Bom(t) 0
0 —Bo)(t) Axmy(t) 0 0
0 0 Agm(t)  Baom(t)
0 _Bw(m) (t) w(m) (t)
donde
Aw(j)(t) = =)t COS(bw(l)t)
Bz(j)(t) = e*=0" sen(be1)t)
para j = 1,2,--- ,m. Multiplicando por () a la izquierda obtenemos una matriz funda-
mental del sistema X' = AX:
Q(I)M = ( Rle/\(l)t L Rpe)\(p)t UlAw(1)<t) — Vle(1)<t) Ule(1)<t> + VlAw(l)(t)

UmAw(m)(t) — Vmb(m)(t) Umb(m) (t) + VmAw(m)(t) ) .

Sustituyendo A (;y(t) y B (t) por su expresién constatamos que la matriz Q®,, es la
matriz fundamental ® 4 hallada en (19).

2.2. Caso de una matriz A no diagonalizable. Supongamos ahora que la matriz
A no es diagonalizable, es decir que no posee n autovectores linealmente independientes.
En este caso debemos recurrir a la forma de Jordan de la matriz:

Teorema 2.1. (de la forma candnica de Jordan) Sea A una matriz real n X n con
p autovectores linealmente independientes (p < n), entonces eziste una matrizn X n, P,
no singular tal que la matriz P~ A P sea una matriz diagonal por bloques, es decir

By
P'AP=B= )
B,
donde cada bloque B; es triangular superior, mds evactamente
Aoy 1 o --- 0
0 Xy 1 -+ 0
B, — ) : ) ) )
1

0 e 0 A
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(Bj)it = 0 si k € {i,i + 1}, (Bj)i = Ao(j), (Bj)iu+1 = 1) corresponde al autovector
nimero j que tiene como autovalor Ag(;. Cada blogue corresponde a un autovector y el
elemento diagonal es el autovalor correspondiente por lo que un autovalor aparece en la
diagonal de un numero de bloques igual a la dimension del subespacio propio correspon-
diente. (Un bloque B; puede ser una "matriz” 1 x 1, es el caso, entre otros, de las matrices
diagonalizables.)

Dado que P"* AP = B, si Y es una solucién del sistema Y’ = BY entonces X = PY

verifica
X' =PY'=PBY=PBP'PY=APY =AX.

Si ®p es la matriz fundamental de Y’ = bY, P ®p es una matriz cuyas columnas son
soluciones de X’ = A X y cuyo determinante es no nulo sea cual sea el valor de ¢t dado
que det(P®p(t)) = det(P)det(Pp(t)) # 0. Luego P ®p es una matriz fundamental de
X' = AX, luego también ®(t)P ®p(t) P! es matriz fundamental de ese sistema y, en
particular, es la matriz fundamental que verifica

P(0)=Pop(0)P '=PP =1

Es obvio que si la matriz A tiene autovalores complejos entonces su forma de Jordan
serd compleja. Esto se puede evitar introduciendo la forma de Jordan real de la matriz:

Teorema 2.2. Sea A un matrizn X n real, existe una matriz real no singular P tal que
P~YAP es una matriz diagonal por bloques, cuyos blogues son de la forma

A1 0 - -0
0O N 1 - o 0
. oA
0O . 0 1 0
o . . 0 X 1
0 N (DY
con A autovalor real de A, o bien de la forma
D I, O O
O D I O
: ' : oD
O D I,
O O D

stendo
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donde b > 0 y a + ib es un autovalor complejo de A.

Ejemplo. Estudiar el sistema lineal X’ = A X donde A es la matriz

10 10 —14
3 5 -5 |,
7 8 —10

cuyo polinomio caracteristico es

det(A— M) = X° —5X* + 8\ —4=(A—1)(A—2)%

2.3. La exponencial de una matriz. Incluso en el caso general, cuando el nimero de
autovectores linealmente independientes es menor que n por lo que la matriz A ya no es
diagonalizable, se puede ver que la solucién fundamental tiene un comportamiento muy
similar a una exponencial. Ya vimos en la Proposicion 1.9 que:

= La solucién del problema de valor inicial

X' =AX en IR,
X(0) = Xy

es X(t) = ®(t) Xo.
» O(t+s5) = P(t)P(s) para todo t y s de IR.
= b(—t) = (2(1) 7

Similarmente, para la ecuacién escalar homogénea tenemos

= La solucién del problema de valor inicial

¥ =axr en IR,
z(0) = xg

es z(t) = e*'xy.
n etHs) — e9ets para todo t v s de IR.
- e—at — 1/€at'

Mas aun tenemos

Proposicién 2.3. Si ® es la matriz fundamental de X' = A X tal que ®(0) = I, entonces

(20) o =S L2

7!
i=0

donde la convergencia de la serie es uniforme sobre cada intervalo cerrado y acotado de
R.

Demostracion. En lo que sigue T puede ser cualquier niimero real positivo.
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Una funcién matricial M € £ = C([0,T]; €™*™) si para todo t € [0,7] M(t) es una
matriz n X n cuyos coeficientes M;; € C([0, T]; €) son funciones complejas continuas sobre

[0,T7]. Sea || || una norma sobre €™*", por ejemplo podemos elegir:
(21) 1M} = max M|
donde |z| = (|Re 2 +|Im z|2)1/2 es el médulo de z, si z € €' (el valor absoluto si z € IR).

Nota: La eleccidn de la norma || | no es importante dado que, al ser L"*™ un espacio vectorial de

dimension finita, todas las normas son equivalentes.
Una vez elegida la norma sobre €™*", sobre £ consideramos la siguiente norma:

22) Ml = mitx M)

Nota: Es elemental ver que el espacio £ dotado de la norma anteriormente definida, (£,] ||¢), es un

espacio vectorial normado y completo, es decir un espacio de Banach.

Obviamente, para una matriz A fijada, la aplicacién lineal
C"" > Bw— AB € ™"
es continua, es decir que
JK € R tal queV B € €™ ||AB|| < K||B|;

en efecto, el elemento ij del producto AB es:
(AB)ij = ) AuBy
k=1
luego
(AB)isl = 1> AuBul <> [Aul[Bigl < nllA[IBIl V1 <i,j <n,

k=1 k=1

por lo que deducimos que

(23) |AB[| = méx |(AB);| < n[A[|B]
>%,jsn

luego K = n|A||.
Definimos el operador ¥ : £ +— & por:

t
para toda matriz M € & W(M)(t) =1 —|—/ AM (s)ds.
0
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Vamos a demostrar que para algin m bastante grande la iterada m veces de ¥, W™ es
una contraccion, es decir que existe una constante k, con 0 < k < 1 tal que para cualquier
par de matrices M, N de £ se tenga:

[ (M) = W™ (N)le < &[|M — Ne.

Sean M y N dos matrices de £ entonces

luego
(24) w(M)(t) = W(N)@®)| = II/O A(M(s) — N(s)) ds|
< [ 140 - N las
<K [ = V() ds < K21 = N
Demostremos por induccion que

Kmgm

(25) [wm (M) () — N < =

|M — Ne.

De (24) se deduce que
(M) = U(N)@)|| < KE[|M = Nl

por lo que (25) se verifica para m = 1. Supongamos la desigualdad cierta para m — 1
entonces, de (24), cambiando M por ¥ }(M) y N por ¥ 1(N), se obtiene

W (M)() = W™ (N)(¢

)l
< K/O 1™ (M (s)) = U™ (N (s))) | ds

K™ b K™t

g I = Nl [ s tds = g - Ve

(m—1)! 0 (m—)!
lo que establece la desigualdad (25) para todo m € IN. M&s ain, de (25) deducimos que

e (M) = ¥ (N)lle < —— 1M = N
y, observando que
Kmtm m—0
— 0

m!
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podemos elegir k < 1 y m lo suficientemente grande para que
Kmtm
m!

<k<l1

con lo que W™ serd una contraccion.

A continuacion demostraremos

Lema 2.4. Sea M un espacio métrico completo y sea F una aplicacion contractiva de
M sobre M. Entonces F tiene un punto fijo inico :P = F(P).

Del lema deduciremos el siguiente

Corolario 2.5. Sea M un espacio métrico completo y sea F una aplicacion de M sobre
M tal que su iterada m veces, F'™, sea una contraccion. Entonces F tiene un punto fijo
unico: P = F(P). Ademds, para cualquier Py € M la sucesion P; definida por Py, =
F(F;) es de Cauchy y converge a P.

Demostracién del lema 2.4. Consideramos un elemento cualquiera Py € M y cons-
truimos la sucesion
Py =F(P,) pari>D0.
Si d representa la métrica sobre M, aplicando la desigualdad triangular tenemos
(26) d(Piyp, Pi) < d(Piyp, Piyp-1) + d(Pip-1, Piyp2) + -+ d(Piy1, ).
por otra parte, si K < 1 representa la constante de contraccién de F, tenemos
(27) d(Pjs1, Pj) = d(F(F;)), F(Pj-1)
< kd(Pj, Pjoy) = kd(F(Pj-1)), F(Pj-2)
< K d(Pj1, Pjs) = k*d(F(Pj-s)), F(Pj_3)
< <KTH(F(P), F(R)) < Kd(Pr, Ry).

Aplicando esta tultima desigualdad a cada término de la derecha de la desigualdad (26)
obtenemos

(28) d(Pitp, P; (pz:ffh%) (P, o)

0

Obviamente tenemos que
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luego, para todo € > 0 existe i¢ tal que para todo i > iy tengamos

]
! d(P, Py) <
ffl H(b 0) €

por lo que, para cualquier j y k£ mayores que ¢y tendremos, suponiendo que 75 < j < k,

d(PJ,Pk):d(P],PJ+(k,j)) Sfﬁjl d(Pl,Po) S/‘im d(Pl,PQ) < £

— K 11—k
por lo que queda demostrado que (P])] ¢V ©s una sucesion de Cauchy en M. Dado que
M es completo, existe P € M tal que

P3P
Como F es continua (dado que es contractiva), F(F;) converge a F(P) y, pasando al limite
en la igualdad P1 = F(F;) deducimos que P = F(P) con lo que queda demostrada la
existencia de un punto fijo.

En cuanto a la unicidad del mismo basta con suponer que existen 2 puntos fijos Py Q.
Entonces

d(P,Q) = d(F(P), F(Q)) < rd(P,Q) < d(P,Q)

lo cual constituye una clara contradiccion. ¢

Demostracién del corolario 2.5. Suponemos que F™ es una contracciéon de M en M.
Entonces, en aplicacion del anterior lema existe un tnico P € M que sea punto fijo de
Fm: P = F"(P). Entonces, F(P) = F(F™(P)) = F™(F(P)) luego deducimos que F(P)
también es punto fijo. de la unicidad del punto fijo de F™ deducimos que P = F(P), por
lo que P también es punto fijo de F. Por otra parte, cualquier punto fijo de F es punto
fijo de las iteraciones de F luego no puede tener mas de un punto fijo.

Finalmente, si consideramos Py € M y P,y = F(P;), entonces Py, = F™(P;) y, de
forma general, si, para 7 =0,1,--- ,;m — 1 denotamos

Qjk = Pjpkm = F"(P; + (k — 1)m) = F"(Qjr-1),
entonces, como se ha visto en la demostracion del lema 2.4, (); ; son sucesiones de Cauchy

que convergen al unico punto fijo P cuando k — 0, por lo que deducimos que toda la
sucecién P, — 0 cuando i — o0. ©

Final de la demostracion de la proposicion. La funcién W™ es una contraccién,
luego tiene un tnico punto fijo y ese punto fijo, que denotaremos con ® es también punto
fijo de ¥. Ademas, si elegimos &g = I y construimos la sucesién ®;,1 = V(Phi;) entonces
®; es una sucesién de Cauchy que converge a ¢ en £ lo cual significa que ||®;(t) — ®(t)||
tiende a 0 uniformemente sobre [0, T]. Recordando que T es arbitrario y que
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la proposicién queda demostrada. [J

Recordamos que

Por todo ello tendremos

Definicién 2.6. La exponencial de la matriz A es la matriz

e =expA=0(1) = Z

=0

b

En particular

Asi pues la solucion de

es X(t) = ®(t) X0 = e X0,

29
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3. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

3.1. Definicién y ejemplos. Sea f una funcién definida para t € (0,00)?, tal que la
integral impropia

F(s) = /OO e St f(t)dt

0

converge para s > So. Entonces la Transformada de Laplace de la funcién f existe
para s > s v se define como

L(f)(s)) = / T et (t) de = Fs).

En algun caso escribiremos L(f(t))(s) si es preciso dejar claro cual son las variables de las
que dependen f y su transformada de Laplace £(f). También se utilizard esta notacién
cuando f sea una funcién escrita explicitamente como £(1) o £(1)(s) cuando f(f) =1 o
como L(t) o L(t)(s) para f(t) =t.

La transformada de Laplace es un operador lineal: si f y g tienen transformada
de Laplace para s > so vy si a y 8 son dos nimeros reales cualesquiera entonces af + Bg
tambien tiene transformada de Laplace para s > sq y

Llaf + Bg)(s) = / (0 (t) + Bylt))eat
—a / Y et + / " (et = al(f)(s) + BLIg) ().

A modo de ejemplo veamos las transformadas de algunas funciones:

ISerfa suficiente que la funcién f estuviese definida en casi todo punto de (0, 00) es decir en todo punto
menos en un subconjunto de (0,00) de medida de Lebesgue nula.
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1 o
L(senh(at)) / **senh(at) dt = 3 / [e(a—s)t _ 6(—a—s)t} ds
0

( 1 e(a*S)t + 1 e(as)t>:|
a—s a-+ s 0

2 (para s > |a|);

2

1 1 o0
_ - gt _ L (cas
2 \a—s a+s 0

S
= 5 (para s > |a|);
—a

o0 1 00
Lleoshiat) = [ e coh(atydt =5 [ el el ds
0 0

2

31
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L(sen(at)) = /000 e *'sen(at) dt

e *(ssen(at) + acos(at))]™  a
B 52 4 a? o S2+a?

L(cos(at)) :/000 e cos(at) dt

e *'(asen(at) — scos(at))]™ s
5% + a? o S2+a?

Una amplia familia de funciones admite transformada de Laplace. Sin querer ser ex-
haustivo en la relacién de dichas funciones es obvio comprobar que

Proposicién 3.1. Sea f una funcion medible® tal que f sea integrable sobre (0,T) para
todo 0 <'T' < 00, y sea de orden exponencial, es decir que existen dos constantes positivas,
M 1y so tales que para T bastante grande

|f(t)| < Me®™  para casi® todo t € (T, 00).
entonces f, —f y |f| tienen transformada de Laplace sobre el intervalo (sg,00).

Demostracion. Basta con demostrar la proposicién para f y observar que si f verifica
los requisitos de la proposicién, también los verifican las funciones —f y |f|.

Consideremos el producto f(t)e™*, dado que e~* estd acotada para s > 0y todo ¢t > 0,
este producto es integrables sobre el intervalo (0, 7T), para todo 0 < T' < oo, ademés, para
T lo suficientemente grande se tiene

|f(t)|e—st S Me(so—s)t

por lo que deducimos que, para s > sg la funcién f(¢)e ' es integrable sobre (7', 00) por
lo que la integral impropia
/ f(t)e *tdt
0

converge para todo s > sg y la transformada de Laplace L£(f) esta definida para s > sy.
O

Nota: Una funcién f es continua a trozos sobre (0,00) si existe un nimero finito de
puntos 0 < t; <t —2 < --- <t < oo tales que f sea continua en cada uno de los

2Para la medida de Lebesgue.
3Es decir, para todo t € (0, 00) menos un conjunto de medida de Lebesgue nula.
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intervalos [0,t1], [t1,ta], - - -, [tk, 00). En los puntos t; la funcion presenta discontinuidades
de primera especie, es decir que

FE) = dim  f()# ) = lm_ f(t). O

t—st;, ti<t t—stg, ti>t

Uno comprueba facilmente que una funciéon continua a trozos y de orden exponencial
cumple las exigencias de la proposicién anterior por lo que tendra transformada de Laplace
definida para s mayor que algiin sq.

Este es también el caso de funciones que pueden ser discontinuas en 0 como f(t) =t"
con 0 < r < 1 que tendra transformada de Laplace definida para todo s > 0:

ra—r)
51—7“

LE)(s) =

donde la funcién I' se define como

En particular

VI

Vs

3.2. Transformada de Laplace de la derivada, ecuaciones diferenciales y deri-
vada de la transformada de Laplace. En esta parte vamos a aplicar la transformada
de Laplace a la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

La siguiente proposicién permite calcular la transformada de Laplace de la derivada de
una funcion.

LA/V)(s) =

Proposicién 3.2. Sea f € C*([0,00)) entonces, para todo p < k se tiene

) (%) ) =2

_ sp*1f<0) — 3p72f/(0) .. Sf(pr) (O) . f(pil) (0)

Demostracion. Sea p = 1, entonces

()= [ G
—— [T 105+ ey
/ [(t)e=tdt — [(0) = S£(f)(5) - F(0)
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con lo que (29) se verifica para p = 1. Supongamos que se cumple para p — 1, con p < k,
entonces, aplicando lo anterior tenemos

(3 (G55 s

y aplicando la hipdtesis de induccion

v f
L (—) (s)
dtp
=5 ["TLL(f)(s) = 2 (0) = s F(0) — - — fED(0)] — F#V(0)
= S"L(f)(s) = "1 f(0) = " 2f/(0) = -+ = sfU7(0) = f7D(0)

lo que termina la demostracion. [

La relacién (29) permite expresar, de manera sencilla, la transformada de Laplace de
la derivada en términos de la propia funcion. Ello tiene aplicacion a la resolucion de
ecuaciones y de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Consideremos el
problema de valor inicial :

2" +ax’ 4+ bx = ¢(t) en (0,00),
z(0) = «, 2'(0) =p
donde la ecuacién lineal tiene coeficientes a y b constantes y la funcién ¢ € C°([0, 00)) es

de orden exponencial. Entonces, dado el caracter lineal de la transformada de Laplace,
tenemos:

L(z" + ax’ +bx) = L(2") + aL(2") + bL(z) = L(c),
y, aplicando la relacién (29) obtenemos:
s’°L(z) — sa — B+ a(sL(x) — a) + b(Lx) = L(c),
es decir,

L(c)+as+ 5+ ax

L(z) = s24+as+b

En este punto la resolucion del problema de valor inicial queda reducido al problema
de hallar la funciéon cuya transformada de Laplace sea
L(c)+as+ B+ aa
s2+as+b '

Aun cuando los coeficientes de la ecuacién dependen de la variable t la transformada
de Laplace puede ser ttil. Veamos primero la
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Proposicion 3.3. Sea f una funcion continua a trozos y de orden exponencial, entonces
existe so < oo tal que L(f) € C®(sg,00). Ademds tenemos:

(30) PLIE) () = (v e s).

Demostracion. Se comprueba facilmente que si f es continua a trozos y de orden
exponencial entonces las funciones f,, definidas, para n € IN, por f,(t) = t" f(t) también
lo son, en particular, si existen dos constantes M y sg tales que para T bastante grande
tengamos

|f(t)| < Me®™  para casi todo t € (T, 00),
entonces, para cada n € IV y para cada € > 0 existird una constante M,, . tal que
(31) |fo(t)] < M, para casi todo t € (T, 00).

En efecto, para t > 0 tenemos
a0 = [ FO)] < Mesot = Mpre =ttt < pp (2)7 e neloter,
€

De (31) deducimos que la transformada de Laplace de f,, esta definida para todo s > sg+¢,
y eso para cualquier € > 0 por lo que L(f,) estd definida para todo s > s.
Consideremos el cociente

foo f(t)e_(5+h)tdt _ fOO f(t>e—st B 00 —ste_ht -1
0 z 0 dt _/0 f(t)e Tdt.

Teniendo en cuenta la Lipschitzianidad de la exponencial, el integrando de la segunda
integral se puede acotar por

—ht __

FWe L < e

para h y t no negativos, donde la fun(:lon |f(t)e '] es una funcién integrable segin
acabamos de ver. Ello nos autoriza a aplicar el teorema de Lebesgue de convergencia
dominada

£t —(s+h)tdt — [ f(t)est 00 —ht _
lfm Jo” S0 Jo” S0 dt:/ lim f(t)e ™ ——— 1dt,
0

h—0 h h—0 h

por lo que
d 7 f(t)e stdt o
Jo ft)e :—/ tf(t)e *dt,
ds 0

lo que establece la relacién (30) para n = 1. Aplicando la férmula anterior a f,, obtenemos

d [ fa(t)estdt
Jy” fnt)e :—/ tfu(t)e ' dt = / for1(t)e™dt,
ds 0

por lo que la relacién (30) queda establecida por induccién para todo n € IN. [J
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La proposicién anterior permite aplicar la transformacion de Laplace a algunas ecua-
ciones diferenciales con coeficientes variables. Por ejemplo

(32) £ (£) + (3t — D)a'(t) — (4t + 9)z(t) =0, 2(0) = 0.

Aplicando la transformada de Laplace y teniendo en cuenta las proposiciones 7?7 y 3.3
tenemos:

0=L(tx"(t)) + L((3t — 1)a'(t) — L((4t + 9)x(t))

T ds =3 ds - £@(1)
a0 or (e
_d(sPL(x(t) = 2'(0) L d(sL(x(t)))
=— s -3 s — sL(x(t))
4 4d£(da; ) gz

— (2 43s— 4)% — (35 + 12)L(x(1))

dL(z(t))
ds

En definitiva, para s # —4 la transformada de Laplace de x verifica la ecuacién de primer
orden:

=—(s+4)(s—1) —3(s+4)L(x(t)).

(33) ()]

por lo que

(34) £ 0)(s) = =757

Buscando la funcién cuya transformada de Laplace es (34) obtenemos:

K
w(t) = ——t%e' = kte.
2
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En el anterior ejemplo hemos dado por bueno que t?e! es la tinica funcién (continua)
cuya transformada de Laplace es
2

(s —1)%
.. Es ésto cierto? Lo aclararemos a continuacion.

3.3. Inyectividad de la transformada de Laplace. Tenemos:

Teorema 3.4. Sea g una funcion continua tal que L(g)(s) = 0 para todo s mayor o igual
que cierto sy, entonces g =0 en (0,00).

Demostracién. En esta demostracion nos apoyaremos en el siguiente lema:

Lema 3.5. Sea G una funcion continua en el intervalo [0,1] tal que

/0 : "G (t)dt =

para todo entero n > 0, entonces G =0 en [0, 1].

Demostracion del lema. Dado que G es una funciéon continua sobre el intervalo
acotado [0, 1] la podemos aproximar uniformemente por polinomios sobre este intervalo,
en particular, para todo € > 0 podemos encontrar un polinomio P tal que

|G(t) — P(t)| <e paratodot € [0,1].

/Olg(t)P t)dt =

[ wgwra= [ (602 -gwpw)a

Por la hipdtesis del lema tenemos

luego obtenemos

/Q P(t) dt<€/ 1G(t)|dt

Volviendo a la demostracion del teorema, consideremos cualquier entero n > 1 y cual-
quier s > sp, entonces la transformada de Laplace de g en el punto s + n verifica:

0=L(g)(s+n)= / g(t)e Gt = / g(t)e e " dt
0 0

por lo que queda demostrado el lema.
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e integrando por partes obtenemos

0:/ g(t)e *te M dt
0

o0

t o) t
= e_”t/ g(t)e‘“dt} + n/ e ™ </ g(T)e_STdT) dt.
0 0 0 0

t 9]
e”t/ g(t)e“dt] =0,
0

0

/0 e < /0 t g(T)eSTdT> dt = 0

para todo entero n > 1. Definimos la funcién

Dado que

deducimos que

por lo que tenemos

/00o G(t)e ™ =0.

Introduciendo el cambio de variable r = e™!, es decir t = —In(r), y la funcién G(r) =
G(—In(r)), la anterior igualdad se convierte en

/1 "G (r)dr =0
0
para todo entero n > 1. Constatamos trivialmente que G es una funcién continua sobre
[0, 1]. Aplicando el lema deducimos que
G(r) =0 para todo r € [0,1]
y de ello deducimos que
G(t) =0 para todo t € [0,00).

Constatando que G es una funcién de C'(0,00) deducimos que su derivada también se
anula para todo t € (0, 00):

g(t)e™™ =0 lo que implica g¢(t) =0,

concluyendo la demostracion del teorema. [

Nota: La hipotesis del teorema sobre la continuidad de la funcion g se puede relajar. Seria
mas que suficiente suponer que g es integrable sobre (0,T) para todo T > 0. Entonces, la
conclusion seria que g =0 en casi todo punto de (0, 00).

La hipotesis sobre la nulidad de la transformada de Laplace a partir de cierto sqg se
utiliza sélo para asequrar que L(g)(s +n) = 0 para algin valor de s y para todo entero
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n > 0. Seria suficiente suponer que la transformada de Laplace de la funcion g se anula
periodicamente a partir de cierto valor sg.

El teorema 3.4 nos garantiza que en los ejemplos anteriores la solucién hallada es la
buena. <
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TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE*

f(t) F(s) =1E{f(t)} f(t) Fls) = £/ (D)}
n!
1 % " Sn];rl
et P sen(kt) ERyE
cos(kt) = j_ 2 senh(kt) ﬁ
cosh(kt) = j E; e (S_n—;)nﬂ
. k at s—a
e sen(kt) G 2 e cos(kt) RS
2k 22
t sen(kt) = +8kz)2 t cos(kt) m
2k 2k s?
sen(kt) — kt cos(kt) EEEE sen(kt) + kt cos(kt) RS
senh(kt) — sen(kt) % cosh(kt) — cos(kt) %
k? k3
1— COS(k’t) m kt — Sel’l(kft) m
asen(bt) — bsen(at) 1 cos(bt) — cos(at) s
ab(a® — b?) (s + a?) (s> + b?) a? —b? (s + a?) (s + b?)
da(t) e e f(t) F(s—a)
f(t — a)Ha(t) e " F(s) t"f(t) (—11)”F " (s)
R0 () = " (0) = s 2(0) = = 0 (0) | S(e) ()
[ st =ryar F(5)6(s) [ s6)as e
0 0

45a(t) y Hq(t) denotan, respectivamente, la delta de Dirac y la funcion de Heaviside con polo en t = a.
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4. EL METODO DE LAS SERIES DE POTENCIAS

En esta seccion abordaremos de forma resumida el estudio de ecuaciones lineales de
segundo orden

d?x dz
Sl a4 b(t)a =
(35) e + a( )dt +b(t)xr =0

con soluciones en forma de series de potencias. Es conocido que para algunos casos par-
ticulares, por ejemplo si los coeficientes son constantes, se puede resolver esta ecuacién
en términos de funciones elementales. Sin embargo la mayoria de las ecuaciones, entre
ellas ecuaciones de gran importancia en matematicas puras y aplicadas, no pueden ser
resueltas asi. No obstante, cuando los coeficientes a y b tienen un "buen comportamien-
to” en el entorno de un punto ¢y podemos intentar hallar soluciones en forma de series
de potencias convergentes en ese entorno Para ilustrar este propdsito, consideremos una
ecuacion simple y conocida:

(36) 2 = —ux.
Esta equation tiene una solucién general expresada en términos de funciones elementales:
(37) x(t) = ¢y cost + cysent

que es analitica. Si intentamos buscar la solucién de esta ecuacién en forma de serie de
potencias notamos

x(t) = Z a;t’.
i=0
calculamos la derivada segunda de esta serie:
2(t) =Y (i — Dat'>

=2

y escribimos la ecuacion

=0 =2 =0
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por lo que calculamos que

_ . .
ap + 2a; = 0, ay = —50o = —5%
2305 =0 _ ! _ 1
a; +2-3a3 =0, a3 = —éal = —5&1
+ 34, =0 _ L1 _ 1
as ag = U, ay = 12(12 = 24a0 = 4!a0,
1 1 1
as + 4 . 5@5 - 0 as — —2—0@3 = anl = 5ajl
. 1 (—1)

i— 2i — 1)2iay; = 0, i = g =~ ,
agi—2 + (20 — 1)2iay as i 1)22(12 9 TR
+2i(2i +1) 0 ! (1
A2i— L2t A2i+1 = U, Q241 = — s~ A2i-1 = oA,
2i—1 2i+1 2i+1 202 + 1) 2i—1 i+ 1) 1

y deducimos que

— (=1 — (D o
£) = AR )
#(t) a”; 2 +a1;(2¢+1)!

J

—
cost sent
luego recuperamos, jcomo no! la solucién general de la ecuacion. En este caso la bisqueda
de una solucién en forma de serie de potencias es redundante ya que sélo sirve para
"re-encontrarnos” con la solucién (37) de la ecuacién (36)
Hasta ahora, las soluciones de las ecuaciones que hemos integrado eran, salvo alguna
excepcion, funciones elementales. No siempre es asi. La ecuacion de Legendre

d dz

(38) 7 {(1 - t2)E] +pp+ 1z =0

tiene soluciones en series que, en general, no se pueden expresar como funciones elemen-
tales. Como se puede comprobar “facilmente”, esta ecuacion tiene por solucién general la
expresion

C1Li(p,t) + CyLa(p, t)
donde

plp+1), N plp—2)(p+1)(p+3)
2 41
_pp=2)(p—4)+1(+3)(p+5)
6!

Ll(p7 t) =1- t4

...
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y
Lo(p.t) =t — (p— 1;(|p+ 2);s, =D - 3;('p+ 2)(p+4) 5
=D =3)e =5 +)p+)P+6),

7!

También la ecuacién de Bessel:
Px  dx
20T ar 2 2y

(39) t e +tdt + (" —a )z =0

(donde « puede ser un nuimero real o complejo) tiene soluciones en series que, en gene-
ral, no admiten soluciones en forma de funciones elementales. Las funciones de Bessel®
son soluciones candnicas de esta ecuacion. Més concretamente, la solucién general de la
ecuacion de Bessel es

Clj(Oé, t) + CQY(O&, t)

donde J(a,t) es la funcién de Bessel de primer especie:

B [ee] (_1)k ¢ 2k+a
Jlast) = kzzo KT (k4 a+1) (5)
_ te t? tt
T 22D (a+ 1) { T 22a+2) 2420 +2)(2a+4)

(donde T representa la funcién Gamma de Euler vista en la seccién anterior), e Y («, t) es
la funcion de Bessel de segunda especie:

Y(a,t) = J(a,t) cos(am) — J(—a,t)
sen(am)
Y(n,t) = lim Y(a,t)
a—n
= l/ sen(tsen ) — nf) df — l/ [e" + (—1)”6’”S]e’tsenh(s) ds VnelZ
0 0

™ ™

, Va¢z,

4.1. Ecuaciones lineales de segundo orden. Puntos ordinarios. Consideramos
la ecuacién general introducida al comienzo de esta seccién (35):

d*x dx
35 — +a(t)— + b(t)x = 0.
(3) 3 alt) s+ ()
Como es natural esperar, si las funciones a(t) y b(t) son "buenas” tendremos ”buenas”
soluciones de la ecuacién (35) en particular, a funciones a y b analiticas deberfan corres-
ponder soluciones analiticas. Para confirmar esto definimos:

SFueron definidas por Daniel Bernoulli y generalizadas por Friedrich Bessel
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Definicién 4.1. Un punto ty € IR es un punto ordinario de la ecuacion si y sélo si las
funciones a y b son analiticas en ty, es decir que existe § > 0 tal que en (to—0,t9+9) a y
b tienen un desarrollo en serie de potencias. Un punto ty que no sea ordinario, porque al
menos uno de los dos coeficientes a y b no sea analitico en ty, se llamard punto singular.

Entonces tenemos:

Teorema 4.2. Sea ty un punto ordinario de la ecuacion (35) entonces para cualquier par
(c1,¢0) € IR? existe una unica funcidn analitica, © que verifica la ecuacion en el entorno
del punto ty y que verifica las condiciones iniciales x(ty) = ¢1 y ' (tg) = co. Ademds, si
los desarrollos en series de potencias de a y b son vdlidos en un intervalo (ty — d,tg + 9)
entonces el desarrollo en serie de potencias de la solucion x serd wvdlido en el mismo
intervalo.

(Para la demostracién del teorema remitimos al libro de G. F. Simmons [5], paginas
187 a 189.)

Observacién 1. El anterior teorema 4.2 garantiza que si las funciones a y b son analiticas
en tg entonces todas las soluciones de la ecuacion serdn analiticas en ty. Esto deja de ser
cierto si se pierde el cardcter analitico de los coeficientes. Para ilustrar esta afirmacion
consideremos la ecuacion

d*x n 2dxr 2
dt? tdt 2
para la cual t =0 es claramente un punto singular.Esta posee dos soluciones linealmente
independientes:

(40)

una solucion analitica: x(t) =t

4.2. Puntos regulares singulares. Si observamos los ejemplo expuestos al principio
de la seccidn, las ecuaciones de Legendre (38) y de Bessel (39) , vemos que tampoco tienen
coeficientes analiticos:

d*x 2t dr pp+1)

Legendre: e 1o z=0
N—_—— ——
a(t) b(t))
d*x 1 dx t2—a?
Bessel: — - — =0.
e @t e "
—~— ——
a(t) b(t)
La analiticidad de los coeficientes de la equation de Legendre falla: t = 1y t = —1

no son puntos ordinarios de la equation de Legendre. También la ecuaciéon de Bessel
tiene fallos de analiticidad: ¢ = 0 no es un punto ordinario de la ecuacién de Bessel.
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Sin embargo estos puntos son sélo “ligeramente no analiticos”, son lo que se denomina
“puntos regulares singulares”:

Definicién 4.3. Un punto singular ty € IR es un punto regular singular si y sélo si las
funciones (t —to)a(t) y (t — to)*b(t) son analiticas en t.

Observacién 2. Uno comprobard ficilmente que en los ejemplos anteriores, (40), (39) y
(38), los puntos singulares son regulares.

En ausencia de analiticidad de los coeficientes a y b en un punto %y, el hecho que
ese punto ty sea regular singular resulta ser un “mal menor” que no introduce grandes
dificultades para adaptar el método de series de potencias. . En efecto, si ty es un punto
regular singular, entonces (¢t — tg)a(t) y (t — t)?b(t) son analiticas en ¢y y

(t —to)a(t) = Z a; - (t—to)

en un entorno de tg,

(t—t0)°b(t) = > b~ (t —to)’

i=0
luego
o ‘ a 0o '
a@}z}jm@—%@%lzt_20+§:aHﬂt—mY
o =0 ; 5 =0 cerca de t
i— 0 1 7
b(t) =Y bilt — )" = ETATR > bigalt — to)

1=0

donde, por lo menos, uno de los coeficientes ag, by 0 b; es no nulo.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que ¢, = 0 (de otra forma introduciriamos
el cambio de variable 7 =t — ty).

Entonces buscamos soluciones en una familia mas amplia, en concreto buscamos solu-
ciones de la forma

(41) z(t) =17 (co + 1t + ot +--+)

donde o puede ser un entero negativo, una fraccion o, incluso, un irracional. Esta formu-
lacion de la solucion generaliza la anterior ya que para ¢ = 0 recuperamos las funciones
analiticas.

Para entender la razén de buscar soluciones de la forma expresada en (41) echemos un
vistazo a la ecuacion de Euler:
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(L, d’z dx
t*—= +at— +br =
72 +a I +br =0
(42) o multiplicando por #2:
d’z L@ dz n b 0
- - —r =
\ dt?  tdt  t?

donde a y b son constantes. Introduciendo el cambio de variable independiente:
7 = log(t)

transformamos la ecuacién (42) en una ecuacién con coeficientes constantes. Supongamos

t >0,
da:_dasdT dz 1

dt  drdt drt
y
d’x d (dx d (de\1 1dx
-5 -3&) -5
_1d (dx) dr  1dx 1 d <d.r) lde 1d%z 1dx

T tdr \dr) dt  ©2dr 2dr \dr) #dr  2dr?  2dr
Insertando estas expresiones en (42) la ecuacién se convierte en:
d*x dx
43 — +(a—1)—+bx =0.
(43) dr? + )dT *
Estudiando las raices, A\; y Ay de la ecuacion caracteristica asociada:
(44) M4 (a—DA+b=0
obtenemos las soluciones de la ecuacién (44):
(45) yi(1) = M, ya(T) =T sl M #£ A
(1) = M7 (1) = TeMT s A = Ny
de las que deducimos las soluciones de la ecuacion de Euler (42):
(46) I’l(t) = t)\l, To = t)\Q si )\1 7é /\2
x1(t) =M, a9 = log(t)t?? si A\ = A
(Abrimos un paréntesis para observar que la ecuacién (40) es un caso particular de la
ecuacion de Euler con a = 2 y b = —2. En este caso las raices de la ecuacion caracteristica
N4+A—2=0
son

A1 =1 que da la solucién analitica z1(t) =t, y

1
Ay = —2 que da la otra solucién, zo(t) = t_2)
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Si multiplicamos los coeficientes constantes de la ecuacion de Euler por funciones analiti-
cas obtenemos una ecuacion de segundo orden, de caracter mas general, donde t = 0 es
un punto regular singular:

Pz ao—l—alt—l—a2t2+---das+bo+blt+bgt2+---
dt2 t dt 12

./ Tiene sentido esperar encontrar soluciones de esta ecuacién que tengan la forma de las
soluciones anteriores (46) multiplicadas por una serie:

=0

4 [o.¢] oo
Ti(t) =17 ot mp =172y dit!
=0 =0
(47) 0

pi(t) =17 ot', xp =log(t)to? )y dit'?
=0 1=0

\

Una serie como la que aparece en (41) se denomina serie de Frobenius. Siempre podemos
considerar ¢y # 0 dado que de no ser asi, factorizando la potencia mas baja de t nos
colocarfamos en esa situacién. Por lo tanto, en lo sucesivo consideraremos ¢y # 0.

El siguiente ejemplo nos dard una buena ilustracién de lo anterior. Consideremos la
ecuacion:

dx

d
20— + 12 + 1)d—f —2=0

la re-escribimos de la forma (35):

Pr  1+2tdx 1

48 Sl e N S

(48) az " o @ et

donde ta(t) = 1/2 +t y t*b(t) = —1/2. Buscamos una solucién en forma de serie de
Frobenius:

z(t) =1° i cit' = i cit'.
=0 =0

Derivando obtenemos:
o

P(t) =D (i+o)ct !

=0

o0

?(t) = (i+0)(i+o— et
=0
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por lo que la ecuacién anterior se escribird

= : 142t . 1 =
_ ; : _ pito—2 ; pito—1 _ — 4ito
0= A (i+o)(i+o—1)t + BT Z(@ + o)eit 572 Z cit
=0 =0 =0
s . 1 > , e )
=Y (i+0)(i+o—1Det™ P+ (i+0—D)et™ =Y (i+0— 1)t
St o= ety S et S i D

y, re-agrupando por potencias de ¢

0= (U(U -1+ %(0 — 1)) ot 2

+i§; K“JFU)@JFU_ 1)+ %(“FU - 1)> ¢+ (i+o— 1)01-_1} fito=2

de lo que deducimos:

[ (H%)(U—nco:o

<1—|—0)U—|—%>01+000:O

1
(i—|—0—|—§) (t+0c—1Dei+(i+0—1)¢;1 =0

Dado que ¢g # 0, los tinicos valores posibles de ¢ son:

1
or=1 vy 02:—5.

Luego, para o; = 1 tendremos una solucién analitica en t = 0 de la forma

.T1<t) = Z CitH_l
i=0
donde ¢ # 0 es arbitrario y
[ 2
C1 = —500
2 4
Cp = —=C = ==C
2 201 = 520
1 S
Ci = —= 36171—(—1)1 —300
L+ 5 i) +3
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1 ) .
Para 09 = —= la solucion no es analitica en t = 0:

To(t) = \% iciti = icﬂfi_%,
i=0 i=0

y siendo ¢y # 0 arbitrario, obtenemos

C1 = —(Cp
- 1 _1
Co = 201—200
1 1
= e = (=15
¢ iQCl ( >z!CO

Esto nos puede dar una visién de lo que pasa en el caso general, aunque este sea mas
complejo. Consideremos ahora este caso general:

ta(t) = i a;t'
=0

th(t) = bit!
=0

y buscamos una solucién de (35) con desarrollo en serie de Frobenius:

x(t) =t° i it

=0

En estas condiciones la ecuacién (35) da:
0=> (i+0)(i+o—1)ctH >

+ (i ajtj—1> (i(k+0)€ktk+o_l> + (i bjtj—2> (i ckt’“+">

j=0 k=0 k=0

- Z ((l + 0-)(Z +o— 1)01 + Zajci—j(i - j + 0') + Z bjci—j> ti+0_2
0

i=0 j= j=0
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e igualando a 0 los coeficientes de las diferentes potencias de ¢ se tiene:

9(2))

A
7z ~

(c(c—1)4apo +by)co=0
g(o+1)
Z(O' + 1)0' + ao(O' + 1) + b03C1 + (a10 + bl)CO =0
g(o+2)

~

((c+2)1+0)+as(24+0)+by)ca+ (ar1(1 4 )+ by)ey + (ag + ba)co

g(o+1i) i1

(0 +)(e+i=1)+ (e +iao+bo)ci+ Y (0= faiy+big)e; =0

Recordemos que ¢j es no nulo. De hecho ¢j puede ser elegido arbitrariamente en IR\ {0}.
Entonces, de las anteriores relaciones deducimos que:

9(0) = (0(0 = 1) + ago + by) =0

y los coeficientes ¢; se despejan sucesivamente:

i o = _ala + bl
YT 9o+ 1)
o (@10 + by)co
(49) ’ g9(o +2)
o Yisollo = faiy +big)e
‘ g(o +1)

A\ siempre que g(o +1i) # 0 para todo i # 0 en IN. Si 01 y 09 son las raices (suponemos
que reales aunque podrian ser complejas) de g(o) = 0 tales que o7 > 09, entonces g(o; +
i) # 0 para todo entero i > 0 dado que o1 + i > 01 > 09 luego o1 + ¢ nunca seré raiz de
g. Por lo tanto podemos calcular una primera soluciéon en forma de serie de Frobenius.

Por otra parte, si o1 > 03 y 01 — 03 ¢ IN entonces, para todo entero i > 0 03 + i # 0y,
para k = 1,2 luego o2+ no es raiz de g para ningtn i entero positivo, luego g(oa+1i) # 0
lo que permite hallar una segunda solucién en forma de serie de Frobenius. En definitiva
tenemos:

Teorema 4.4. Suponemos que t = 0 es un punto singular reqular de la ecuacion (35) y
que ta(t) y t*b(t) son analiticas en un entorno |t| < &, con & > 0. Supongamos que la
ecuacion g(o) tiene dos raices reales o1 y g9 con o1 < g9. Entonces la ecuacion tendrd al
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menos una solucion en forma de serie de Frobenius:

n(t) =17 et
i=0
en el intervalo 0 < t < 9, donde los coeficientes ¢; se calculan con la formula de repeti-

cion (49) dando a o el valor de o,. Ademds la serie Z cit' converge para |t| < 6.
=0
Ademds, si 01 — o9 no es 0 ni un entero positivo, entonces la ecuacion(35) tendrd una
sequnda solucion en forma de serie de frobenius:
o
Ta(t) =17 et
i=0
en el intervalo 0 < t < 9, donde los coeficientes ¢; se calculan con la formula de repeti-
o

cion (49) dando a o el valor de o5. De nuevo la serie Z cit' converge para |t| < 6.
i=0

La demostracion del teorema estd practicamente concluida a falta de demostrar que
o0

la serie Zciti converge para [t| < 4. El estudiante interesado podrd encontrar esta
i=0
demostracion en [5].
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