ECUACIONES DIFERENCIALES

Técnicas basicas de resolucién de ecuaciones diferenciales de
primer orden

1. INTRODUCCION

1.1. Notaciones. Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones cuyas
incognitas son funciones de una o varias variables. Estas ecuaciones no
solo involucran a las propias funciones sino también a sus derivadas. Si
las funciones implicadas son de varias variables las derivadas implicadas
son derivadas parciales y las ecuaciones se denominan ecuaciones en
derivadas parciales (EDP). Si las funciones son de una sola variable
tendremos ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

El objeto de esta asignatura es el estudio de estas ultimas.

A lo largo del curso x representara la funcion escalar o vectorial
solucién de la ecuacién, t representara la variable. Las derivadas de x
respecto de t se notaran

o dz
Cdt
d™x
) _ T
o i

En la literatura podremos encontrar la notacién & en lugar de x’.
Las ecuaciones diferenciales que veremos estaran, en general, resuel-
tas respecto de la derivada, presentando el siguiente aspecto:

¥ = f(t,x)

siendo f una funcién ”suficientemente buena”, aunque podremos en-
contrar alguna ecuaciéon formulada en términos mas generales:

F(t,z,z") = 0.

La expresion anterior ' = f(t, x) representa tanto una ecuacién, cuan-
do z es una funcién real y f también es una funciéon con valor en IR,
como un sistema de ecuaciones cuando, tanto x como f son funciones
convaloren R": x =x1,...,2,, vy f = f1,-- -, fn

oy = filt,zy, ..., x,)

I';Z = fn(taxlv s 7‘7;71)
1
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La formulacién anterior permite contemplar ecuaciones o sistemas
de orden superior. Consideremos, por ejemplo, la ecuacion diferencial
(escalar)) de orden 2:

= f(t,x,2").
Poniendo 2/ = y convertimos esa ecuacién de segundo orden en un
sistema de 2 ecuaciones de primer orden:

&
y = f(t,z,y)
que se puede formular como

X' =F(t,X)

siendo X = (z,y) y F(t,X) = F(t,z,y) = (y, f(t,z,y)). Este mismo
procedimiento se extiende a ecuaciénes (o sistemas de ecuaciones)de
orden cualquiera, dando lugar a sistemas de orden 1.

1.2. Existencia y unicidad de la solucién. En esta secciéon enun-
ciaremos los principales teoremas concernientes la existencia y la unici-
dad de la solucion de una ecuacién diferencial, asi como algin resulta-
do de dependencia de las soluciones respecto de los datos iniciales. La
razén de anticipar estos enunciados a las demostraciones de los mismos
es poder manejar soluciones sin arrastrar dudas sobre su idoneidad.

Teorema 1.1. Existencia y unicidad Sea («, 5) un intervalo de IR,
sea ) un abierto de IR", n > 1, y sea f(t,z) una funcion continua de
(o, B) x  a valores en IR™ (f € C((a, B) x §; IR™)). Suponemos que f
tiene derivadas parciales respecto a x;, para i =1,--- ,n en todo punto
de (a, B) x Q y que

of

8@
Entonces, para cualquier (to,xo) de (o, B) x Q existe a > 0 tal que el
problema de valor inicial

¥ = f(t,z) z(ty) = xo

tenga una unica solucion en el intervalo [ty — a,to + al.

€ C((a, B) x Q5 IR™).

La hipétesis

(1) 5, Para i=1---,n es una funcién continua en («, 5) x Q
Ty

sizx € R",x = (x1,--- ,x,) no parecen determinantes para la existencia
de solucién. Asi podemos plantear el problema de valor inicial:

' =+/|z] z(0)=0
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que tiene infinitas soluciones. Para ¢ > 0 > ¢

z(t) = { _[[(t —c)t]?/4 parat >0,

(¢ —t)T]?/4 para 0 > t.
En este caso el teorema de existencia de Peano explica este resultado:

Teorema 1.2. Existencia local de Peano Sea f(t,z) una funcion
continua en (o, B) x Q. Entonces, para cualquier (to,xo) de (o, 5) x Q
existe a > 0 tal que el problema de valor inicial

¥ = f(t,x) z(to) = xo
tenga, al menos, una solucion en el intervalo [ty — a,to + al.

1.3. Meétodos aproximados. Antes de dedicarnos a la resolucion
de algunas ecuaciones diferenciales tenemos que saber que en el caso
general, las ecuaciones o los sistemas de ecuaciones diferenciales no
pueden ser integrados de forma exacta. Por ello resultan importantes
el estudio de métodos aproximados que nos acerquen a las soluciones
de las ecuaciones. Podremos diferenciar los métodos cualitativos que
aportaran informacién de tipo cualitativo sobre las soluciones, es el
caso de las isoclinas, de los métodos cuantitativos o numéricos, que
pretenden un calculo aproximado de la solucién.

1.3.1.  Isoclinas. Sea la ecuacién diferencial 2’ = f(¢, ), siendo f una
funcién definida en un rectangulo D del plano. A cada punto (to, o)
de D se puede asociar una direccién definida por un segmento S(tg, o)
y su pendiente f(to, o). Asi se define un campo de direcciones sobre
D. Las soluciones de la ecuacién diferencial son las curvas que son
tangentes en cada punto al campo de direcciones.

Las isoclinas son las curvas de nivel del campo de direcciones, i.e. un
subconjunto de puntos de D de la forma: {(¢,z) € D/ f(t,x) = ¢} (ver
figuras 1 y 2).

1.3.2.  Métodos numéricos. Consideramos problema de valor inicial:
(2) ¥ = f(t,x) enty to+ a, x(ty) = xg

y supongamos por un momento que la funcién f es C*™ entonces, la
solucién z(t) es una funcién C* y, para h pequeno se tendré:

h' d'x
(3) (to‘f‘h)—l‘to +Z 'd:L‘Z to)
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FicuraA 1. Campo de direcciones asociado a la ecuacién
/
r=x+t

Si escribimos

d
FO(t0,0) = flto,0) = = (to),
0 0 d?
FO(t0,20) = 2 10, 20) + 9 (10,00 (10, 70) = 52 (1)
af(z‘—l) af(i—l) A1) ¢

f(Z) (t07 .CIZ'[)) = (t07 .1'0) +

ot
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X'=x+t

F1GURA 2. Algunas soluciones de la ecuacién o’ = x + ¢
con el campo de direcciones asociado

entonces todos los términos del desarrollo (3) pueden ser calculados de
forma exacta. Sin embargo es obvio que el valor de x(ty + h) no puede,
en general, calcularse de forma exacta dado que este calculo reque-
rirfa infinitas operaciones. Una opcion razonable consiste en truncar el
anterior desarrollo.
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1.3.3.  El método de FEuler. Considerando el problema de valor ini-
cial (2), M serd un entero destinado a tender hacia el infinito y de-
finimos el paso h = a/M. Definimos los nodos t; = ty + ih para
1 =1,2,--- ;M donde t); = ty + a. Calculamos unos ”valores apro-
ximados” x; de z(t;) con el siguiente algoritmo:

Tiv1 =x;+h f(t;,z;) parai=0,1,--- M —1.

Mediante interpolacion lineal a trozos podemos reconstruir una funcién
xp, definida en (to, to + a):

xp(t) =x; + (t—1t;) f(ts,x;) parat, <t <tjq,i=0,1,--- M—1.
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2. TECNICAS BASICAS DE RESOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

En general resulta muy dificil, cuando no imposible, hallar las solu-
ciones de ecuaciones diferenciales del tipo

dz
4 — = f(t,x).
(@ = ()
Sin embargo, algunas ecuaciones o algunos tipos de ecuaciones pueden

ser resueltos por métodos especificos.

2.1. Separacién de variables. Consideremos la ecuacién (4) donde
f(t, ) = h(t)g(x):
dz
5 — = h(t)g(z
) = hlt)g(a)
donde h es una funcion continua y g es una funcién continua y no nula.
Entonces, consideremos la ecuacién (5), dividiendo por g(x) obtenemos

1 dx
——— = h(t).
g(x) dt
Sean GG una primitiva de 1/¢g y H una primitiva de h, la ecuacién
anterior equivale a
dG(xr) dH(t)
d —  dt
Como ¢ es continua y no se anula, GG estrictamente mondétona y, tanto
G como G~ son funciones de clase 1 por lo que
z(t)=G ' (H(t) +C)

es solucion de nuestra ecuacién para cualquier constante C'.

2.2. Ecuaciones homogéneas: cambio de variable dependien-
te. Una funcién ¢(t, z) es homogénea de grado n si

g(At, Ax) = N'g(t, x),

por ejemplo g(t,z) = t> + 2tz + 522 es homogénea de grado 2, g(t, z) =
V2 + 22 es homogénea de grado 1y g(t,z) = (t/z)* es homogénea de
grado 0.

Una ecuacién diferencial del tipo (4) es homogénea si se puede escri-

bir como

dx
g(ta x)E - h(ta l’)

siendo g y h funciones homogéneas de mismo grado. Es equivalente a
decir que f(t,z) es homogénea de grado 0, y, en particular,

f(tvx) = f(l,:(]/t).
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Podemos cambiar la variable dependiente x por una nueva variable
dependiente y = z/t.

de  d(ty) dy
e T
i a VT

La ecuacion (4) se convierte en

dy
t—2 — f(1
y+is, f(1,y),

pudiendo separar las variables:

1 dy 1

f(Ly)_y%_ t'

2.3. Ecuaciones exactas. Consideremos el caso en que la ecuacion
4) se puede escribir en la forma

(6) g(t, :U)Cji—i + h(t,z) =0

siendo g y h derivadas parciales de una funcién F":

OF(t,x)

™ o — g(t,)

OF(t,z)
— = h(t,x)

entonces

dx
t,x)— + h(t
olt,0) %+ h(t, )
es la derivada total de F(t,z(t)) respecto de t,
dF(t,x(t))
a
por lo que
F(t,z(t)) = K
siendo K una constante. Una ecuacién del tipo (6) que verifique (7) es
una ecuacion exacta. La condicién (7) equivale a decir que

dg  0Oh

(8) % 9r

2.4. Factor integrante.
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2.4.1. Existencia de un factor integrante. Una funcién m(t,z) es un
factor integrante de la ecuacion

9) n(t,:B)CCll—:zlfj +p(t,z) =0

si

m(t,$)n(t,:n)ccli—g;j +m(t,z)p(t,z) =0

es una ecuacion exacta.

Si la ecuacién (9) posee una solucién general de la forma F(t,x) =
K entonces existe factor integrante. Cogiendo la derivada total de F'
tenemos:

oF dx OF B

orat T 7Y

luego

dx OF  , OF P
T _(EV(@_x) i

y definimos
oF oF
m = (E)/P = (%)/”
entonces m es un factor integrante de (9). Uno comprueba facilmente
que el factor integrante no es tinico ya que para cualquier funcién G(F'),
mG(F') es también un factor integrante.

2.4.2.  Determinacion de un factor integrante. De (8) se deduce que
si m es un factor integrante de (9) entonces

om _ on_0om . ..9P
o "o T e T Mo
e om _8_m dp On

o0 o ™o o)
Supongamos que
on  Op
(E - %)/p = ¢(z)

sea una funcion exclusiva de x, entonces podemos buscar una funcién
m que solo dependa de x que cumpla:

pm= (G~ 2y,

ox " = Vor T o'

luego
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Podemos razonar de una forma similar cuando

(2T = o)

solo depende de t. Entonces buscamos un factor integrante m como
funcion de ¢:

m = el 9Ot

2.5. [Ecuaciones lineales. Las ecuaciones lineales constituyen una
parte importante de las ecuaciones diferenciales. Una ecuacién lineal es
una ecuacion del tipo:

dx

— =a(t)x + b(t).

%~ a(t)e + (1)
Observamos que

dt dt dt
por lo que

ze ot — /b(t) e e qp 4 ¢
y

x = el o (/ b(t) e~ Jolbdt gy 4 c) .

2.6. Linealizacién. La ecuaciéon de Bernoulli. Algunas ecuacio-
nes no lineales son suceptibles de ser transformadas en ecuaciones li-
neales por medio de un cambio de variable dependiente. Por ejemplo

dx
AUr— + 22 = 1.
:vdt—i—x

Introduciendo como nueva varable y = z? la anterior ecuacién se
convierte en una ecuacién lineal:

dy
t— ={.
a Y
De forma similar:
o) bty e
— =q
dt
multiplicando por e™* e introduciendo y = e™™* se convierte en
1dy
——— =a(t b(t).
S aftyy + (1)
La ecuacion de Bernoulli
d
= = a(t)z + b(t)z"

%:

i (ZE e—fa(t)dt) _ d_l" e—fa(t)dt_a<t> xe—fa(t)dt _ (d_l‘ B a(t) .’L‘> e—fa(t)dt _ b(t) e_fa(t)dt7
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admite un tratamiento similar a las anteriores. Dividimos la ecuacién
por x"

d

x_"d—f =a(t)z'™" + b(t)

y efectuamos el cambio y = 2™, obteniendo la ecuacién lineal:
1 dy
— =al(t b(t).
Y oty + b1

2.7. La ecuacion de Riccati. La ecuacion de Riccati

d
(10) d—f = a(t)2® + b(t) x + c(t)

ofrece nuevas dificultades.

2.7.1. Conociendo una solucion particular. Sin embargo, si conoce-
mos una solucién particular, y = y(t), de la ecuacién de Riccati, pode-
mos hallar una solucién general, x = z(t), restando las ecuaciones para
Ty para y:

dr dy

- _ 2 — 2 J— 2 i
(1) L a(t) (- ) +bl0) (- )
y escribiendo z = x — y se tiene
% =a(t) (2*+2yz) + b(t) 2
es decir J
d—’; = a(t) 22+ (b(t) + 2a(t) y(t)) 2

que no es otra que la ecuacion de Bernoulli para n = 2. Dividiendo por
2? y escribiendo € = 1/z obtenemos la siguiente ecuacién lineal:

% = — (b(t) + 2a(t) y(£) € — a(?).

Si € es la solucién general de la anterior ecuacién, entonces © = y+1/&
es la solucion general de la ecuacion de Riccati.

2.7.2.  Conociendo dos soluciones particulares. Si conocemos una se-
gunda solucién particular de la ecuacion de Riccati, h = h(t) y escri-
biendo (11) en la forma

(W) [ —y) = a(t) (x + ) + b(t)

y restando la correspondiente expresion para la solucion particular h,
se obtiene

(M) o= = (M) o= ) = ato) = 1
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Integrando obtenemos

log(|lz —yl) —log(|z — hl]) = /a(t) (y(t) = h(t)) dt +k

Yy
(12) LY el o) O=h(0)dt
x J—
(donde K = =+e* segin que |==2| = £2=¥). Despejando, la solucién

general de la ecuacién de Riccati es
2(t) = (y(t) — h(t)K e/ *® (y(t%h(t))dt) / (1 _ K el (y(t%h(t))dt) _

2.7.8.  Conociendo tres soluciones particulares. Supongamos conoci-
da una tercera soluciéon g = g(t) de (10) entonces, establecemos la
relacién (12) con g en lugar de x:

I7Y _ gt of al) (yO)—h() dt
13 — =K :
(13) e
y dividimos (12) por (13):

e ]

y(®)(g(t) = h(t)) = h(H)C(g(t) — y(1))
(9(t) = h(2)) = C(g(t) — y(1))

REFERENCIAS

luego

x(t) =

[FVV] Carlos Ferndndez Pérez, Francisco José Vazquez Herndndez & José Manuel
Vegas Montaner Ecuaciones diferenciales y en diferencias. Sistemas dindmicos.

[LRF] Lester R. Ford DifferentialEquations.



