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PREGUNTAS CORTAS
1. (1 punto) Sea f : R* — R? la funcién definida por
fla,y) = (lz| +y,e7).

Estudie si la funcién f tiene derivadas parciales en el punto (0,0) y determinelas en caso de que existan.

Solucién: Tenemos que f tiene dos componentes y podemos escribir

f(xay) = (fl (I’,y) 'f2 (l’,y)),

donde cada f; : R? — R. Tenemos que determinar todas las derivadas parciales D, f; para i, j = 1,2. Como
el valor abosluto no es derivable, para f; tenemos

Dy£1(0.0) = 1im 21D = 100 1 =0

t—0 t t—0 t
t) — t—

D,£1(0,0) = i 2O OO0y 120
t—0 t t—>0 t

La primera de estas derivadas parciales no existe.

Para f5 tenemos:
-le2 (xay) :yexya D1f2(070) :07
D2f2 (‘Tay) :xexyv D2f2(070) =0

2. Sea la curva definida por
x (t) = (cost,e't?)

si x : R — R?. Estudie en qué puntos es regular.

Solucion. No es regular en todos los puntos, porque su derivada es:
x' (t) = (—sent, e't> + 2te')..
Tenemos que sent = 0 si y sélosit =kmy
x' (k) = (—senkm, e (km)® + 2kme*™) = (0, kme"™ (kr +2)).

Cuando k = 0, entonces
x' (km) =0

Para k # 0, tenemos
x' (km) = (0, kme"™ (km + 2)) # (0,0).



3. (1 punto) Sea C' la semicircunferencia centrada en (0,0) y de radio r, definida por la ecuacién, para
t € [0, ], por
x (t) = (rcost,rsent) .

Determine su longitud de arco entre 0y ¢y € (0,7/3).

Solucién: Tenemos que
x' (t) = (—rsent,rcost),

lo que implica que

Ix" ()| = \/(—rsen t)? + (rcost)’ =r.

to to
L=/|M@mﬁ=/7w:ﬁ@:ﬁ@
0 0

{x (N D) ey

una familia de curvas dadas en ecuaciones paramétricas, donde para cada A\ tenemos una curva regular.
Defina su envolvente.

Entonces

4. (1 punto) Sea, para t € R,

Solucion: pagina 23 de los apuntes del tema 2. Es una curva que es en cada punto tangente a alguna
curva de la familia y ademas, no esta incluida en la familia de curvas.

EJERCICIOS

5. (3 puntos) Sea C' la curva de Bézier cuyo poligono de control es (0,1, 1), (1,0,0), (0,—1,0).

a) Escribase su ecuacion x (t), para ¢ € [0, 1].
b) Determine el triedro de Frenet de esta curva en el punto x (0).

¢) Determine la ecuacién del plano rectificante en el punto x (0)

Nota: cada apartado puntia 1 punto.

Solucion:

a) El poligono de control es
bo = (0,1,1), by = (1,0,0), by = (0, —1,0).

Entonces la curva de Bézier cumple

2
=Y bB} (1)
i=0
para los polinomios de Bernstein

Bmw:(?)ﬂu—QWZBﬂ@:(f)ﬂu—w%

Entonces la curva de Bézier es

x(t) = (0,1,1)B () + (1,0,0)B? (t) + (0, —1,0)B; (

:4QLU<3)#Q—Q 100< )Hl—t O—Lm(§>ﬁa—o°
= (0,1,1)t° (1 —1)* + (1,0,0)2t (1 — )" + (0, —1,0)£* (1 — )"

:(%¢4+1%—ﬂ+0%+1)4—ﬁ+U)-

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es



e
o
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y se ha hecho con la sentencia
wxdraw3d (parametric(2*t*(1-t),-t"2+(1-t)"2, (1-t)"2,t,0,1),point type=filled circle,
point_size=2, color=cyan,points([0,1,1],[1,0,0],[0,-1,0]),view=[74,32]);

b) Para esta curva, x (t) = (2t (—t + 1), —t* + (—t + 1%, (—t+ 1)2) y tenemos:
0 9 2 2
g (2t (—t+1), ="+ (=t +1)", (=t + 1))
X (t) = (-4t +2,-2,2t — 2),
x" (t) = (—4,0,2),
x' (0) = (2,-2,-2), x"(0)=(-4,0,2),
I (0)]] = /22 + (—2)* + (~2)? = 2v5,
: L
x' (0) xx"(0)=| 2 ]—2 -2 | =(-4,4,8),
-4 0 2

I (0) x X" () = \/(=4)* + 42 + 8 = 46

Con estos valores, sabemos que el vector
v=(x'(0) x x"(0)) xx'(0) =((2,-2,-2) x (—4,0,2)) x (2,—2,-2)
. J  k
=(—-4,4,-8) x(2,-2,-2)=| -4 4 =8
2 =2 =2
=(—24,-24,0) = —24(1,1,0)

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal principal n. Por lo tanto,

n = 24( ! O) = i(—1,—1,0).

‘VH 24\/ +02 V2

El vector tangente unitario a la curva en x (0) es

o X0 _(2-2-2) L 11).

1
WOl~ =5 B




Por tanto, el vector binormal es

1 1
b=txn=—(1,-1,-1) x —(—-1,-1,0) =
5 (1=1,-1) x —=(~1,-1,0)
Al g Sy x(e1,-1,0)
- 3 6 ) ) ) )
1

Entonces el triedro de Frenet es

1 1 1
{% (1. =1,-1), % (-1, =1,0), = (-1 1, —23)} .

c¢) El plano rectificante es el plano perpendicular a la recta normal, es decir, pasa por x (0) = (0,1,1) y
es perpendicular al vector normal. Es decir, los puntos (z, vy, z) verifican

0= ((z,y,2) —(0,1,1)) - % (1,-1,-1) <=

O=(z,y—1,2—-1)-(1,-1,-) <= z—y—2+2=0.
6. Sea S la parte de la esfera de centro (0,0,0) y radio 1 parametrizada por
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos @) ,
para 6 € [0,27],¢ € [0, 7].

a) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental.

b
c
d

Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental.

Determine el drea de la region delimitada por las curvas coordenadas ¢g = 0,41 = 5y 0p = 0,6,

I
VB

)
)
)
) A partir del valor anterior, razone y deduzca cuél es el drea de la esfera.
Solucion.

a) Como
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos @) .

tenemos:

xg (8, ¢) = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) ,
Xy (0, ¢) = (cos b cos ¢, sen b cos ¢, —sen ¢) .

Entonces

E = xy - x9 = (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0) - (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0) = sen ¢,
F =xy-x, = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) - (cos b cos ¢, sen § cos ¢, —sen ¢) = 0,

G =Xy - x4 = (cosf cos ¢, sen b cos ¢, —sen ¢) - (cos 0 cos ¢, sen § cos ¢, —sen ¢) = 1.

b) En un punto x (0, ¢) tenemos

Xgp = (— cosfsen ¢, —senfsen ¢, 0) , xp4 = (—send cos ¢, cos d cos ¢, 0) ,

Xpp = (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) .



Tenemos que calcular el vector normal n. El vector

Xg X X4 = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) x (cos b cos ¢, sen d cos ¢, —sen ¢)

= (— cos fsen 2¢), —sen fsen 2, — cos psen gb) ,

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal a la superficie. Ademaés:

%0 X x4|| = \/(— cos fsen 2¢)* 4 (—sen Bsen 2¢)° + (— cos ¢sen @)

= sen ¢.
Por eso:
Xp X X 1
N=_° o _ (— cos fsen 2¢), —sen fsen 2, — cos ¢sen gb)
[xg x x4 sen¢

= (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) .
Ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e =N - xg9 = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, 0)

= sen2¢

f=N-xgs = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (—sen b cos ¢, cos 8 cos ¢, 0)
= O’

g =N x4, = (—cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @)
=1.

c) Para determinar el drea, calculamos primero:

VEG — F? = \/sen2¢ = sen ¢,

Entonces, el area es:

01 o1
A= / / VEG — F2ddo
0o J o

/2 / sen ¢pdodf — / —cos¢|¢ df
0 0 0
2

/ (— cosg + COSO) do
0

d) La regiéon que hemos considerado es }l de la semiesfera superior, es decir, es % del area de la esfera.
Entonces el area de la esfera es:
8A = 4m.

2 ™ 2w
A= / / sen ¢pdodd = / — cos @y db
0 0 0
27

2m
:/ (—cosw—i—cosO)dQ:Q/ do
0 0

= 202" = 4r.

Podiamos haber hecho:
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Se tiene la funcién f : [0,00) x [0,00) — R definida por f(z,y) = 2° — y® — 1. ;Se puede
expresar la variable x en funcion de y?

Solucién: Si consideramos la ecuacion
flry)=2" -y —1=0,
vemos que a variable x se puede expresar en funcién de la variable y como
o= YT
Se puede hacer esto, porque el radicando siempre es mayor que 0.

2. (1 punto) Calcule el dngulo que forman los vectores tangentes a la curva x(t) = (e, % 3t — 1) con el
vector (0,1, —1).

3. (1 punto) Sea (' la curva definida por las ecuaciones

x (t) = (1%, cost, t* — 2t* 4 2) .

Determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en x (0) = (0,0,0).
4. Solucién: La curva no es regular en (0,0,0) y ademas x (0) # (0,0,0).

5. (1 punto) Escriba las ecuaciones de Frenet para curvas en el espacio.
EJERCICIOS

6. (3 puntOS) Sea la curva regular dada por las ecuaciones paramétricas
x(t) =t*cost, y(t)=tsen’t.

a) Determine sus puntos miltiples, si existen.
b) Determine el vector tangente y el vector normal en un punto (zg, yo)-

¢) Determine la curvatura en un punto (xg, yo).

7. (3 puntOS) Sea S la superficie dada por la parametrizacion

x (u,v) = (u2 —v? U+ 02,1))

en D = (0,2) x (0,2).



a) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental.

b) Clasifique sus puntos.

a) Solucién. La aplicacién x (u,v) = (u? — v? u? + v% u) es una parametrizacién de la superficie en un
entorno de cada uno de sus puntos en D C R% Comenzamos determinando las derivadas parciales
de x (u,v):

x, (u,v) = (2u, 2u,0),
X, (u,v) = (—2v,20,1).

Los coeficientes e, f y g de la segunda forma fundamental se determinan a partir del vector normal

unitario n y las derivadas segundas de x. Empezamos con el vector normal normal unitario n. Sabemos
que el vector

ik
Xy XXy = | 2u  2u 3u | = (2u, —2u,8uv) = 2u (1, —1,4v)
—2v 2v 1

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal. Entonces: .

I 3l = /(=200 (12 4 12 4 (—4u)®) = 20v2 1 162,

N o X XX,  —2v(1,1,—4u)
|y X X, || 20v/2 + 16u?
1
BV RS T AR

—1 —1 U
= , 4 :
(%2 +16u? V2 + 16u® V2 + 16u2)
Calculamos ahora las derivadas segundas:

Xuu = (27 2a 0)7
Xy = <_27270)7
Xy = (0,0,0).
Entonces los coeficientes son:
1
e=N-x,,= ——(—1,-1,4u) - (2,2,0
V2 + 16u? ( ) )
— (22 =
V2 + 16u2 V2 + 16u2’
1
=N-x,,= ——=(-1,—1,4u) - (0,0,0) =0,
/ 2 + 16u? ( ) )
1
=N-x,,= ——(—-1,—-1,4u) - (—2,2,0
g 2 + 16u? ( ) )
1
B ST AR A
b) Ya podemos clasificar los puntos:
4
eg— f*=— 0—0%=0.

V211602

Como e # 0 pero eg — f2 = 0, todos los puntos son parabélicos, por lo que es parabdlico.

c¢) La superficie se representa en la siguiente gréfica:



