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PREGUNTAS CORTAS

1.

(1 punto) Sean los puntos pg = (0,1), p1 = (1,—1), po = (2,1). ;Son una referencia afin? En caso
de que lo sean, determine las coordenadas baricéntricas Ag, A1, A2 del punto (—1,3) respecto a esta
referencia.

Solucién: Son referencia afin si los siguientes vectores son linealmente independientes:
Vi =DP1 —Po = (17_1) - (07 1) = (17 _2)7
v =Pp2 —Po=(2,1) — (0,1) = (2,0).

El determinante de la matriz que forman es

1 -2
IR

y, por tanto, son base de R?. Luego son una referencia afin. Las coordenadas baricéntricas de (—2,3)
son

(xvy) = >\0<07 1) + /\1(17 _1) + )‘2(27 1)7
con 1 = A\g + A\ + Aq. Entonces
(—1, 3) - )\0(0, 1) + )\1(1, —1) + (1 - )\0 - )\1) (2, 1)
= (=2 — A1 +2,-2\ +1).
Por eso:
3=-=2M+1 = A\ =—1,

—1:—2)\0—)\1+2:—2)\0+1+2:—2)\0+3 — /\0:2,
do=1-dg— A =1-2—(-1)=0.

(1 punto) Sea v = (1, —1,—1) x (2, —1,0), es decir, es el producto vectorial de (1,—1,—1) y (2, —1,0).
Determine v. ;Es perpendicular al vector u = (2,—1,0)?

Solucion: Para determinar el producto vectorial, hacemos

€ € €3
(1, -1, —1) X (2, —1,0) =1 -1 —-1|=—-e; —2ey+e3= (—1, -2, 1).
2 -1 0

Es perpendicular a (2, —1,0) si y sélo si su producto escalar es 0. Como:
(—1,-2,1)-(2,-1,0) = —=1-24(=2)(—-1) =0,

son perpendiculares.



3. (1 punto) Determinese el vector tangente y la recta tangente, en t = 0, a la curva de ecuaciones
paramétricas
2
x(t) =t%", y(t) =sent, z(t) =e".

Solucién: Tenemos:
X (t) = <2tet - tht,cost,2t6t2> , X' (0) = (0,1,0).
Ademis, x (0) = (0,0,0). Por tanto, la recta tangente es

(x,y,2) = (0,0,1) + X (0,1,0) .

4. (1 punto) Escriba la ecuacién de una curva x : [0,1] — R3 que sea regular, y con x (0) = (1,0,2) y
cuya velocidad no sea un vector constante. Compruebe que es asi.

Nota: Muchas curvas polinémicas, con al menos una componente de grado 2, lo cumplen.

Solucién: Vamos a elegir una curva polinémica con la primera componente de grado 2 para que el
vector velocidad no sea constante. Podiamos haber elegido cualquier grado mayor que 2 en una de las
componentes. Pero si el grado de todas las componentes fuera 1, el vector tangente seria constante.

Como x (0) = (1,0, 2), podemos buscar curvas de la forma:
X (t) = (a1t2 + blt + 1, bgt, bgt + 2) .

Ademas, debe ser
X, (t) = (2@11& + bl, bg, bg) 7& (O, 07 0) en [O, 1]

Elegimos, por ejemplo, o by 0 b3 distintas de 0, y asi la curva ya va a ser regular. Y a; # 0 para que
el vector velocidad no sea constante.

Por ejemplo,
bQ = 1,[)3 = —1,611 = 1,b1 =0.

da la siguiente curva, que cumple estas condiciones:
x(t) = (+1,t,—t+2).
Otros ejemplos sencillos son curvas donde aparecen funcines trigonome “tricas o exponenciales.

EJERCICIOS

5. (3 puntos) Sea C' la curva definida por las ecuaciones
x(t)={+2t -1, +1).

a) Estudie si es una curva regular y si tiene puntos multiples.

b) Determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en x (t) .

¢) Determine el centro de curvatura en x (0). Escriba la ecuacién de la circunferencia osculadora
en x (0)

Solucion: Cada apartado puntia 1 punto.



a) La curva
x(t) = (*+2t — 1, + 1)

es regular si sus componentes son diferenciables y la funcién derivada no es (0, 0) nunca. Como
esto significa

x'(t) = (3t 4 2,2t) = (0,0)
— 3t?4+2=0,2t =0.

Pero la primera condicién es imposible, porque t? > 0 siempre. Entonces, la curva es regular.
Estudiamos si tiene puntos multiples buscando t; y ty tales que
x(t)) = x(ts) == (3 +2t; — L, t7 +1) = (15 + 2ty — 1,15 + 1)
B34+2t —1=13+2ty — 1 <3+ 2t =3+ 21y
12 =12 <t = +ts.

Sustituimos ¢; = —tg, obtenido en la segunda condicién (la condicién t; = ¢ no resulta intere-
sante para determinar puntos multiples), en la primera ecuacién. Tenemos:

B2t = (—t1)° +2(—t;) = —t3 — 21,
—> 20} + 4t =20 (1 +2) =0 =t} = -2,

que es imposible. La grafica de la funcion es

4 T T T T T

24

Esta grafica se ha hecho con la sentencia: wxplot2d ([[’parametric, t73+2*t-1, t"2+1, [t,
-2, 2], [nticks, 300111, [x,-5,5],[y,-1,41)$.

b) Un vector tangente a la curva en x (t) es
X' (t) = (3t* + 2, 2t).

Adem3s:

I (O = /(382 +2)° + (20)° = VoI + 168 1 4,
x" (t) = (6t,2).



Ahora podemos calcular la curvatura:

dx [ d*x 1
k(t) =det | —,
) (dt (dt?)) [/l

_ ‘ 32 +2 2t ‘ 1
6t 2 Vo 16 +4°
- 4 — 6t
VO 1662 +4°

El radio de curvatura es

" 1 VO F 162+ 4°
r(t) = = .
|k (t)] 4 — 612

< (1) | 2
t () = - 312 +2,21),
=@~ rrer e )

el vector normal es

1
n(t) = —2t,3t> +2).
Q \/9t4+16t2+4( )
Particularizamos en x (0) = (—1,1) :
1
t(0) = 3-02+2,2-0) = (1,0),
0 \/9-O4+16-02+4( ) =19)
1
n(0) = —2.0,3-0*+2) =(0,1),
© \/9-04+16.02+4( ) =01
4—6-0° 1
]{3(0): 3257
V9-0*+16-0t2 +4
r(0) = 2.
El vector curvatura es 1
k(0) = £ (0)m (0) = 5 (0,1)
El centro de curvatura es el punto
¢(0) = x(0) + ——n (0)
k (0)
1
=(—1.1 —_— 1) = (-1 .
(L) + 175 (0.1) = (-1.3)

Entonces, la circunferencia osculadora tiene por ecuacién
(r+1)° +(y—3)° =4

Si representamos la curva, la circunferencia osculadora, los centros de curvatura, observamos
esto:



6. (3 puntos) Considere la superficie dada por la parametrizacién
1 1
x(u,v) = —5 cos(2u), gsen (2u),—v ), wu,v € |0,2n].

Compruebe que la parametrizacion es regular y determine el area de la regién delimitada por las
curvas coordenadas ug = 0,u; = m,v9 =0y v; = 7.

Solucion: Calculamos las derivadas parciales:

x, = (sen (2u), cos(2u), 0),

x, = (0,0,—1).
Se tiene que
i j k
Xy, X X, = |sen (2u) cos(2u) 0 | = (—cos(2u),sen (2u),0) .
0 0 -1

La parametrizacién es regular ya que x, X x, # (0,0,0) Yu,v € [0, 27].

Determinemos los coeficientes de la primera forma fundamental:

E =x, -x, = cos*(2u) + sen*(2u) = 1,
F=x,-x,=0,

G=x, x,=1.
Entonces VEG — F? = 1, por lo que

A= / / VEG — F2dudv = 7°.
0 0
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Defina isometria.

Solucién: Es una transformacién afin de la forma f (x) = Ax + b, donde la matriz A es ortogonal,

es decir, AA" =1.

2. (1 punto) Estudie si la curva « : [0, 1] — R? definida por a (t) = (sent, t*) es regular. Determine sus
puntos multiples, si los tiene.

Solucion. Si lo es, porque su derivada
o' (t) = (cost, 2t)

no se anula par aningin valor de ¢.

No tiene puntos multiples porque
a(t) = (sent,t?) = (sent’, (t’)2) —a(t)=t="t+2%knrt =+t
y no se pueden cumplir las dos condiciones a la vez.

3. (1 punto) Determine la envolvente de la familia de circunferencias de radio 1 y centro en el eje OX,
dada por las ecuaciones paramétricas:

x (A, t) = (A4 cost,sent).

Solucion.Esta en los apuntes. Tenemos:

g_i (A1) =(1,0), aa—}t( (A, t) = (—sent,cost) .
Entonces debe ser 5x 8 . .
X 0X —sen
0= det (5’5):‘ 0 cost ‘:COSt'
Esto implica
(=T =2
2’ 2

Entonces vamos a tener dos envolventes, y sus ecuaciones son:

e (\) :X<)\,E> = <)\+Cosg,seng) =(\1),

2
3 3 3
e () =x ()\, g) = ()\ + cos g,sen ?ﬂ) = (A —1).
Son dos rectas, paralelas al eje = X, y de ecuaciéon y = 1,y = —1, como se aprecia en la figura:
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4. (1 punto) Determine si la superficie dada por
x(u,v) = (senwu, cos(uv), tanv) wu,v € [0, 27|

tiene una parametrizacion regular.

Solucién: Calculamos las derivadas parciales:

X, = (cosu, —vsen (uv), 0),

x, = (0, —usen (uv), 1 + tan®v).
Entonces:

X, X X, = (cosu, —vsen (uv),0) x (0, —usen (uv), 1 + tan?v)

i j k
= |cosu —wsen (uv) 0
0  —usen(uv) 1+ tan?v

= (—wsen (uv)(1 + tan?v), — cos u(1 + tan?v), —usen (uv) cosu).

Por ejemplo, como en (ug,v9) = (5,0) se tiene que x, X x, = (0,0,0), la parametrizaciéon no es
regular.

EJERCICIOS
5. (3 puntos) Sea C la la curva dada por
x(t) = (e t* = 1,2t + 1)
para t € [—2,2].

a) Estudie si es una curva regular.
b) Determine el triedro de Frenet en x (0).

¢) Determine las ecuaciones del plano rectificante y de la recta binormal por x (0).
Soluciodn:

a) Para que sea regular, sus componentes debe ser funciones diferenciables y lo son, y ademas debe
ser

x' (t) = (€', 2t,2) # (0,0,0).

Pero como la tercera componente siempre es distinta de 0, entonces es una curva regular.
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b) Tenemos:

x'(t) = (", 2t,2), x"(t) = (e ,2,0), x"(t) = (¢',0,0),
X,(O):(LO»Q)a X”():< ) m(t):(LOvO)'
El vector tangente unitario en x (0) es
£(0) = ———(1,0,2) = ———(1,0,2)
1(1,0,2)| * VIZ+22
1
=—(1,0,2).
\/5( )
Un vector con la misma direcciéon y sentido que el vector normal principal n es:
t 7 k
v=(x'(t) xx"(t)) xx'(t) = ((1,0,2) x (1,2,0)) x (1,0,2) = 1 0 2 |x(1,0,2)
1 20
7 7k
=(—4,2,2) x(1,0,2) =| =4 2 2 |=(4,10,-2).
1 0 2
Por lo tanto:
\% (4,10, -2) 1 1
n= = = (4,10, -2) = — (2,5, 1)
VI e 102 4 (22 2V30 V30
Por tanto, el vector binormal es
ok
1 1 | I R
b=txn= 1,0,2) x —(2,5,-1)=—=—=|1 0 2
10X 528 = o 1 0 2
11 1
=_—-——=(-10,5,5) = —=(—2,1,1
S5 ((10.5.5)= = (-2.1)

Entonces el triedro de Frenet es

1 1 1
{E(1,0,2),ﬁ(2,5,—1),%(—2,1,1)}.

c¢) El plano rectificante es el plano perpendicular a la recta normal, es decir, pasa por x (0) =
(1,—1,1) y es perpendicular al vector normal. es decir, los puntos (x,y, z) verifican

0= ((z,y,2) — (1,—1,1)) \/% (2,5, —1) <=

O=(r—-1l,y+1,2—1)-(2,5,-1) <=2 +5y—z+4=0.

La recta binormal pedida pasa por x (0) = (1,—1,1) y tiene la misma direccién que el vector
binormal \/Lg (—=2,1,1). Es decir, tiene por ecuacién

(x,y,2) = (1,-1,1) + A (=2,1,1).



6. (3 puntos) Sea el cilindro dado por
x (u,v) = (cosu,senu,v).
Determinense los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en la la elipse dada por
x (t) = (cost,sent,cost + sent)

en el punto x (0) = (1,0, 1).
Solucién:

Primero determinamos los vectores tangentes y normal al cilindro. Tenemos

X, (u,v) = (—senwu, cosu,0),
X, (u,v) = (0,0,1).

El vector normal a la superficie es

Xy (u,v) X X, (u,v)

N —
) T G 0) 5 ()]

_ (=senwu,cosu,0) x (0,0,1)

~ |l(=senu, cosu, 0) x (0,0,1)]|

= (cosu,senu,0) .

Ahora estudiamos la curva.Para la elipse, tenemos:

x' (t) = (—sent,cost, —sent + cost), x' (0)
x" (t) = (—cost,—sent, —cost —sent), x"(0)

),

(0,1,1
1,0,—1).

(_

Sabemos que el vector v = (x' (0) x x” (0)) x x’' (0) tiene la misma direccién y sentido que el vector
normal (y, por tanto, que el vector curvatura) y que el médulo del vector curvatura es

_ @) xx" @]

H= e or

Entonces, el vector v es

- 7_171) X (07171)

(
= ((0,1,1) x (—=1,0,—1)) x (0,1,1)
(-1
(=2,1,-1).

El vector normal es

o (-2,1,-1) _LE o
n(O)_—||(_2’17_1>H =% (—2,1,-1).

Por otro lado, la curvatura es

%) x x" O] _ [[0,1,1) x (~1,0,~1)]
I ) 10,11
CCL-Ly) V3
oLy~ 2v2

k(t)




Entonces

Lo podemos escribir a partir de los vectores curvatura geodésica y curvatura normal, k (s) =k, (s)+
k, (s), que estdn en los planos tangnete a la superficie y en la recta normal. En (1,0, 1), tenemos

(1,0,1) =x(0,1),

x, (0,1) = (—sen 0, cos0,0) = (0, 1,0),
%, (0,1) = (0,0,1),

N (0,1) = (cos0,sen0,0) = (1,0,0).

Entonces, como una base del espacio tangente es (0,1,0), (0,0,1) y una base de la recta normal es
(1,0,0), tenemos que

1 —1
(—=2,1,-1) = 1 (0,1,-1) + > (1,0,0),

donde

k, (0) = i (0,1,-1), ky,(0)= _71 (1,0,0).

En la siguiente figura se representan el cilindro, la elipse, los vectores curvatura (en azul), curvatura
geodésica (en

Para determinar los vectores curvatura geodésica y curvatura normal no hemos parametrizado la
curva por la longitud del arco, porque obtenemos una integral eliptica, que no tiene soluciéon a partir
de funciones elementales.
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