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Presentacion

Introducimos en este tema un nuevo método de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
denominado Método de Gauss consistente en la busqueda de un sistema equivalente triangular que

facilite los calculos.

Veremos como el sistema equivalente encontrado nos permite, también, la discusion del sistema.

Una de las principales ventajas de éste método es que se puede aplicar con cualquier nimero de

ecuaciones y de incégnitas.
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Introduccion

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen como un elemento esencial del que trata el Algebra lineal

y como resolverlos ha sido uno de los problemas fundamentales en la historia.

Uno de los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mas importante es el método de

eliminacién de Gauss.

Este método consiste en transformar el sistema en un sistema equivalente obtenido mediante

operaciones elementales.

De las muchas aportaciones de Johann Carl Friedrich Gauss, podemos destacar la construccion de un
poligono regular de 17 lados con regla y compas, asi como una solucion algebraica al problema de

construir con regla y compas cualquier poligono regular de n lados.

En su tesis doctoral demostro el Teorema fundamental del dlgebra en el que se demuestra que toda

ecuacion algebraica con coeficientes complejos tiene soluciones complejas.

Otras aportaciones importantes se relacionan con la Teoria de numeros y la Astronomia calculando de

forma precisa la drbita de varios cuerpos celestes.

Denominado “el principe de las matematicas”, Gauss ha contribuido de forma decisiva en el desarrollo

de esta ciencia.

Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

Es uno de los matematicos con més
influencia de la historia. Sus
aportaciones se extienden ademas a los
campos de la fisica y la astronomia.

Desde pequeno destaco por sus
habilidades matematicas y para los
idiomas y consiguid que gracias al

Duque de Brunswick, una ayuda

econdmica para estudiaren la
Universidad de Gottingen.

Johann Carl Friedrich Gauss
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Sistemas equivalentes

Decimos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.

Para trasforma un sistema en un equivalente podemos realizar las siguientes operaciones:
Ten en cuenta que un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse en forma matricial como AX=B.

Por lo tanto, es posible trasformar el sistema en otro sistema equivalente trasformando mediante
operaciones elementales su matriz. Es importante que las trasformaciones de la matriz se realicen
sobre la matriz ampliada puesto que si Unicamente operamos en la matriz de coeficientes no

realizariamos dichas transformaciones en todo el sistema.

T + 2y + 3z
z — 3y + 2z
T + y + z =

Intercambio de posicion Multiplicacion

|
W W o~
.

Intercambiar la posicidn de dos Multiplicar cualgquiera de las ecuaciones
ecuaciones del sistema. del sistema por un escalar distinto de
Ccero.

r + 2y + 3z =
+ —~ — 8y — z = =2
= 0z = =I8

Anadir y suprimir Sustituir un elemento por otro

Afiadir o suprimir una ecuacion del Sustituir una ecuacion del sistema por el
sistemna gue sea combinacidn lineal de resultado de sumatle otra multiplicada
las que hahia. por un numero distinto de cero.

Otra observacion importante que debes recordar es que las operaciones la realizaremos Gnicamente
entre filas y no con las columnas, ya que si hiciésemos eso mezclariamos los coeficientes de las
incégnitas unos con otros, no obteniendo en ese caso un sistema equivalente al dado.
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Método de Gauss

El método de resolucién de Gauss consiste, tal y como hemos comentado, en transformar el sistema

inicial en un equivalente que sea mas sencillo.

En particular, dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas se trata de obtener un sistema
equivalente cuya primera ecuacién mantenga las n incognitas, la segunda n-1, la tercera n-2, y asi
sucesivamente hasta llegar a la Ultima ecuacidn que tendra una sola incognita. Hecho esto, resolvemos
la ultima ecuacidn, a continuacion la penultima, y asi hasta llegar a la primera. Es decir, el método de

Gauss consiste en triangular la matriz ampliada.

SISTEMA DE UNA SOLA INCOGNITA

Este método se denomina también método de eliminacion, pues se trata de ir eliminando las incégnitas
de forma escalonada, de manera que al final en la Ultima ecuacion Unicamente quede una incognita en
la penultima dos, en la siguiente tres, etc. En dichas matrices es posible trazar una escalera descendente
debajo de los términos no nulos de cada fila, de forma que cada peldafio tiene altura uno y debajo del

escaldn los elementos son todos nulos.

Es importante observar que el proceso de aplicar el método de eliminacién de Gauss no es Unico, sin

embargo las soluciones obtenidas deben ser las mismas.
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Ejemplo de aplicacidon del método de Gauss

Realizaremos el siguiente ejemplo de aplicaciéon del método de Gauss:

r 4+ 2y + 3z = 7
r — Jy + 22 = O
r + ¥y + z = 3

Calculamos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

,_.

i I

i = ]
oI

Mediante las trasformaciones descritas en cada paso trasformamos el sistema en otro equivalente que

sea escalonado.

79 B ERTEY ya & @ IN Fft B O IF FY ri B & 24
1 ¥ 2| jetn =5 iz bal i@ <5 =f| =2 datp =85 =1|=s
Vi1 1 1|3/4\o -3 —2|-2/)4\ 0o 5 —10|-20/4\0 o -9of-18/

Volvemos a escribir el sistema a partir de la matriz transformada, obteniendo:

z + 2y + 3z = 7
-y - 2z = =2
— 92 = -18

Para resolver el sistema lo podemos hacer de abajo a arriba, es decir, sustituyendo el valor de las
incégnitas en las ecuaciones anteriores. De la ultima ecuacién obtenemos que z=2, sustituyendo en la
anterior podemos sacar el valor de y de forma que -5y=-2+2 es decir, y=0. Por ultimo sustituyendo en la

primera ecuacion ambos valores obtenemos que x=1.

La solucion del sistema es, por lo tanto, x=1, y=0, z=2.
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Discusion del sistema

Como sabemos la discusion del sistema (en virtud del Teorema de Rouche-Frobenius) requiere el calculo
de los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada. Puesto que hemos definido el rango de una
matriz como el niumero de filas (o columnas) linealmente independientes, una vez que hemos
escalonado la matriz ampliada (y por tanto la de coeficientes, por estar contenida en ella), podemos

calcular rdpidamente los rangos de dichas matrices y por lo tanto conocer el caracter del sistema.

En la siguiente tabla mostramos, mediante algunos ejemplos, qué situaciones podemos encontrarnos

para cada caso:

Tipo de sistema /Matriz Matriz de coeficientes “

1 2 3 7
S. Compatible determinado 01-3 2 L[]j‘- _§ 3 ;
rgA=rgA*=n. incognitas () 011 0 0l113

S. Compatible indeterminado

0
rgA=rgA*<n. incégnita ] 0 0 )

||_.
l'.tJ b2
= La

L 23
0
0

|
o
o
o | =

rgA = rgA

S. Incompatible ! -
eempets 0 |-3 2
()
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Ejemplos de la aplicacion de la discusidn del sistema

Veamos algun ejemplo de aplicacion de la discusion anterior.

Trasformamos su matriz ampliada (y la de coeficientes) mediante operaciones elementales, en una

matriz escalonada.

11 1 1l 5 11 1] 5
2 3 -1 —3| =7 |~ | 0L 3|7
35 -3 —6 | —14 00 0] 0

Por lo tanto el rango de la ampliada coindice con el rango de la matriz de coeficientes y es 2, pero el
numero de incégnitas es 3, por lo que es sistema es compatible indeterminado (depende de un

parametro). Si tomamos la variable z como parametro, el sistema queda:

r+y=5—A

r+y+A=>5
y=—T+3A

r=12 —4A
y —3A =T {

= SN
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Ejemplo de aplicacidén del sistema
Consideremos el sistema:
r—y+z=1

2r+y+2=0
2 —2y+22=95

Trasformamos su matriz ampliada (y la de coeficientes) mediante operaciones elementales, en una

matriz escalonada.

1 =1 1|1 11 D
I 110 J~| 0O 3 —1]-2
2 -2 2|5 0 0 3

Observemos la matriz escalonada, si nos fijamos en la ultima fila vemos que en la matriz de coeficientes

tiene rango 2, pero la matriz ampliada tiene rango 3, por lo tanto el sistema es incompatible y no tiene

solucién.
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Observaciones

Realizaremos algunas observaciones a tener en cuenta sobre el

método de Gauss:

e El método es aplicable a cualquier sistema de ecuaciones
lineales independientemente del nimero de ecuaciones y
de incégnitas.

e Recuerda que al operar con la matriz conseguimos una
notacién abreviada del sistema quedandonos con los
coeficientes y términos independientes. La posicidn de los
elementos en la matriz es la que nos determina la incégnita
a la que acompania y la ecuacién a la que pertenece.

e Unade las ventajas de éste método es que permite discutir
y resolver mediante los mismos célculos. Al escalonar la
matriz, obtenemos un sistema equivalente con una matriz
simplificada. Podemos estudiar el rango de las matrices de forma sencilla y una vez discutido el
sistema resolver, si es posible, sustituyendo de abajo a arriba.

e Esimportante recordar que las operaciones elementales que se puede realizar en la matriz son
s6lo entre las filas y no entre las columnas, pues la matriz es la representacién del sistema y si
operamos entre columnas cambiamos el sistema a otro que no es equivalente.

e Recuerda que no existe una Unica forma de llegar a una matriz escalonada. Segun las
operaciones que realices llegaras a una u otra matriz. Sin embargo la solucién no puede ser

distinta si utilizas unas operaciones u otras.
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Resumen

Hemos presentado un método de resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales basado en la busqueda de un sistema equivalente escalonado.

Este método recibe el nombre de Método de eliminacién de Gauss.

El método es aplicable a cualquier sistema de ecuaciones lineales
independientemente del nUmero de ecuaciones y de incégnitas que
tenga. Para aplicarlo debemos escribir la matriz ampliada y realizar
operaciones elementales en la matriz hasta llegar a una matriz

escalonada.

Discutiremos el sistema equivalente calculando los rangos de las

matrices de coeficientes y ampliada y comparandolos con el nimero de /
incégnitas. En virtud del Teorema de Rouche-Frobenius podremos

decir si el sistema tiene o no solucion y si esa solucién es Unica.

Una vez discutido el sistema, la solucidn es sencilla. Debemos comenzar por la ultima ecuacién del
sistema equivalente escalonado calculando el valor de la incognita e iremos sustituyendo en las

ecuaciones anteriores hasta conseguir la solucién de todas las variables.
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