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Presentacién

Para calcular la integral de una funcién es necesario conocer las reglas de integraciéon inmediatas y otras técnicas mas elaboradas,
como el método de integracion por partes para la integracion del producto de dos funciones. Como aplicaciones de este concepto se
estudiara como calcular el area comprendida entre una curva (grafica de cualquier funcion) y el eje X, teniendo en cuenta las
particularidades de cada caso, asi como el &rea comprendida entre dos curvas.

Se expondra también una aplicaciéon del célculo integral en la economia con la obtencion del excedente del consumidor y del
productor.

En economia la funcién derivada recibe el nombre de marginal. Asi, la funcion de costes marginales es la derivada de la funcién de
coste. Por lo tanto, gracias a la integral se puede obtener la funcién de coste si se conoce la funcién marginal.

Las integrales tienen otras muchas aplicaciones:

# El célculo de volimenes o la longitud de una curva.
# Aplicaciones estadisticas como el calculo de la esperanza y varianza matematicas de una distribucién continua.
# El célculo de probabilidades de distribuciones continuas.

& También pueden utilizarse las integrales para "recuperar" funciones si se conoce su derivada.
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Métodos de resolucion de integrales

Gracias al Teorema fundamental del calculo es posible expresar una funcién como una integral, de modo que se define la funcion
primitiva como aquella funcion tal que su derivada coincide con la funciéon que se esta integrando. Por ello es importante saber
calcular la funcion primitiva. Esta labor no es siempre inmediata y suele requerir algunas técnicas especificas para su célculo.

De forma general se pueden escribir esas mismas reglas en términos de funciones de modo que:
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Ejemplos

Objeto multimedia
no accesihle

Endetalle p/yhlema de las cuadraturas

En detalle

Problema de las cuadraturas
Uno de los grandes problemas matematicos ha sido el célculo de &areas y volimenes encerradas por cualquier curva o

superficie: es el llamado Problema de las cuadraturas. En el s. XVII, con el desarrollo, por parte de Newton y Leibniz, del
calculo diferencial e integral, se solucion6 definitivamente.
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Integracion por partes

/ e i
Para poder obtener la funcion primitiva es necesario también conocer las propiedades de la -

integral. No se debe olvidar que la integral cumple que

JUr@) = gwldr = [ @yt [ a(wyie
f kf(z)dx = k f fla)dz
Es decir, la integral de la suma (o resta) de funciones es la suma (o resta) de sus integrales.

Y la integral de una constante por una funcion es la constante por la integral de la funcion.
Sin embargo, no ocurre esto con el producto o con el cociente.

@) s@laz # [ @iz [ oy

f(z) . . J flz)dz
]ﬂ(sﬂ}d 4 [ glz)dz

¢ Qué se hace en estos casos? El método de la integracion por partes permite calcular la
integral de un producto de funciones siguiendo una sencilla férmula

f f(@)d (z)dz = f(z)g(z) - f Fla)g(x)de

Para poder aplicar correctamente esta férmula es necesario tener cuidado en la eleccion de
la funcidn f y la funcion g. Se atiende a dos casos diferentes:

# Si se tiene una integral de un producto de un polinomio por una funcién exponencial, entonces, f(x)=polinomio y
g’ (x)=exponencial.

# Si se tiene una integral de un producto de un polinomio por una funcién logaritmica, entonces, f(x)=logaritmo y
g’ (x)=polinomio.
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Ejemplos

Calcula algunas integrales utilizando el método de integracién por partes, para ello recuerda que es posible utilizar este método
todas las veces que sea necesario.
/ retdr / Inxdr

1. Aqui se debe calcular la integral del producto de un polinomio (x) y la funcion exponencial (€X), por lo que para
integrar se utilizaré el método de integracion por partes. Siguiendo las indicaciones anteriores se toma f(x)=x y g"(x)=e*

. Ademas, a partir de estas funciones se puede obtener que f'(x)=1y g(x)=e*. Para calcular la integral se sustituye en
la formula estas funciones, obteniendo

/ reldr = re” — / efdr = T 4+ K

2. En este caso se trata también del producto de un polinomio (de grado cero) y un logaritmo neperiano. Siguiendo las
indicaciones se toma: f(x)=Lnx y g’ (x)=1 &rArr; ' (xX)=1/xy g(x)=x

/ Ilnzdr = xlnx — / .!'lrli'.!' =xlnxr—x+k
: , T
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Soluciones:
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Actividad: Métodos de integracion

Conocer los diferentes métodos de integracion permite resolver todo tipo de integrales.

Determina la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones sobre métodos de integracion y sus propiedades.

Objeto multimedia
no accesible
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Aplicaciones de la integral:calculo de areas

Como se ha dicho, la integral definida en un intervalo de una funcién continua y positiva es el area encerrada por la gréafica de dicha
funcioén, el eje X y las rectas x=a y x=b.

Las dos palabras claves de la definiciéon anterior son ‘continua’ y 'positiva’, ya que si la funcion tiene discontinuidades en dicho
intervalo y se calcula su integral, ésta no coincidira con el area encerrada por dicha curva. Ahora hay que ver qué ocurre si la
funcién no es positiva (es decir, si su grafica no esta por encima del eje X).

Obsérvese el siguiente ejemplo, ¢ Qué ocurre con una funcién que es negativa en dicho intervalo?

Considérese la parabola f(x)= x2-x-6. Se quiere calcular el area comprendida entre su gréfica, el eje X y las rectas x=0 y x=2. Si se
aplica directamente la férmula, se obtiene:

3 42 2 3 A2 3
rrﬂ—r—ﬁdrz . X% 6y =F(2)-F(m:(%-%-ﬁ-ﬂ-uz-ﬁ
0 5z o 52 ! 3
Ill
Grifice  Grafica de la funcion
Grafico

Grafica de la funcién

La integral ha dado un valor negativo y ello es consecuencia del signo de la funcién. Sin embargo, el area es algo positivo: ¢como
puede ser, entonces, el area negativa? Para calcular correctamente el area y evitar situaciones como ésta es necesario seguir los
siguientes pasos:

1. Estudiar el signo de la funcion.
2. Separar la integral en cada intervalo.
3. Tomar el valor absoluto de las integrales de las funciones con signo negativo.
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Area debajo de una curva
Seguidamente se realizan algunos ejemplos de calculo de areas de funciones.

1. Hallar el area de la figura limitada entre la curva y:x3, la recta x=2y el eje OX.

Solucién:

Para calcular el area se estudia el signo de la funcién. Para ello se iguala la funcién a cero y se determinan los
intervalos:

y:x3:0 ==> x=0

Los intervalos son (- &infin; ,0) y (0,&infin;). Probando con un nimero cualquiera de dichos intervalos se comprueba
que la funcién es negativa en (-&infin;,0) y positiva en (0,&infin;). Ademas, se demuestra también que la funcién
corta al eje en x=0; por lo tanto, y como la funcion es positiva en el tramo (0,2), se resuelve que el area pedida es:

2 7472
/ oidr = —} =4.
Jo 4 ]o

III
Grafice  Grafica ejemplo 1
Grafico

Gréfica ejemplo 1

2. Calcular el &rea de la funcién anterior comprendida entre las rectas x=-2, x=2 y el eje X.

Solucién:

En este caso se pide el area de una parte negativa y de otra positiva. Por lo tanto, para calcular el area, y siguiendo los
pasos ya aprendidos, se hara: A=A, +A,, donde Al corresponde al area entre la recta x=-2 y el 0; y A, es el area

comprendida entre 0 y x=2 (calculada en el ejemplo 1).

D b
4, = ‘ / idr
J-2

Gréfica ejemplo 2

Aq0
N JT] = e A=A +4;=4+4=8

—3

Grafico
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Grafica ejemplo 2
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Area comprendida entre dos curvas

Otro problema que se plantea en el célculo de areas es como calcular el area encerrada entre dos curvas. Para ello sera necesario
saber cudl de las dos funciones'esta por encima’. Hablando de forma mas precisa: dadas dos funciones f(x) y g(x), se dice que
f(x)>g(x) si la gréafica de la funcion f queda pintada mas arriba que la gréafica de g.

a b

El area comprendida entre las curvas f y g (continuas y positivas) se calcula mediante:

A= _r;[f(x) -g(x) ]dx

¢,De donde proviene esta férmula? Conviene recordar que se ha definido el area debajo de una curva como la integral de la funcién
e n t r e a y b .

Lo que se ha hecho es quitar al area debajo de la curva fy el area debajo de la curva g, obteniendo el area comprendida entre
ambas.

—N
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Actividad: Aplicaciones de la integral: célculo de areas

Una de las aplicaciones mas importantes de la integral es el célculo de &reas debajo de funciones. Determinar la veracidad o
falsedad de las siguientes afirmaciones acerca de esta aplicacion:

Objeto multimedia
no accesible
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Ejemplos

Se calcula ahora mediante algunos ejemplos el area comprendida entre dos funciones. Siempre se debera estudiar cual de las dos
esta por encima, ya que en caso contrario, la integral calculada no correspondera al area buscada.

1. Hallar el area de la regién comprendida entre las parabolas y=x2 e y=-2x2+3.

Solucioén:
Para calcular el area se deben seguir los siguientes pasos:

« Calcular los puntos de corte entre las dos curvas, que seran los limites de la integral.

« Determinar cudl de las dos funciones esta por encima.
Para calcular los puntos de interseccion de ambas curvas se buscan los valores de x, para los cuales las dos funciones
son iguales. Para ello se debe sustituir un valor cualquiera en cada funcion y observar cual de ellas es mayor.

X%=-2x2+3 x=+1
Ademas, se aprecia que en el intervalo (-1,1) la funcion f(x)=-2x2+3 es mayor que g(x)=x2
1
I (-2224+3) -xdx=4

-1
2. Hallar el area de la regiéon comprendida entre y:x3 y la recta y=2x

¢ 747
d "’:!':':*. Fpsgm ¥ | ’ _ -".

f’:".r.’" b P ." 72 g _K' e

- £f 7 { .
A -J'-%'A \. Emsivon: -/

=

Ejemple  50jycign

Ejemplo
Solucién

Se procede de la misma manera que en el ejemplo anterior. Se calculan los puntos de interseccion de ambas curvas:

Hay dos intervalos:

(42.0) v (0.2)

En ( Jﬁ) se percibe que ¥>2x.Yen l:EI, ﬁ) sucede lo contrario.

A= x3-hdx+fgh-x3dx=2
.ﬁ 0
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Aplicaciones econémicas

¢Do6nde se pueden encontrar problemas que requieran el célculo de areas en economia?
Aunque en un primer momento pueda parecer que este tipo de problemas esta alejado de
este sector, en realidad no es asi. Por ejemplo, los conceptos de excedente del consumidor
y excedente del productor estan relacionados con la integral.

Dadas dos funciones, una de oferta y otra de demanda, en un mercado:

El excedente del consumidor se define como la diferencia entre lo que estarian
dispuestos a pagar los consumidores por una determinada cantidad de producto y lo que
efectivamente pagan. Es decir, el area comprendida debajo de la curva de demanda y la
recta fijada a un precio dado (precio de equilibrio).

El excedente del productor es la diferencia entre el precio que percibe el productor y el
precio al que estaria dispuesto a ofrecer cada una de las unidades de producto. Esto es, el
area comprendida entre la recta que fija el punto de equilibrio y la curva de oferta.

Precio
Oferta

Excedente

del consumidor
Pa

Excedente Demanda
del productor

Cantidad
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Resumen

En este tema se han presentado dos técnicas de integracion de funciones: una
generalizacion de las reglas de integracién para el caso de potencias y cocientes
de funciones; y el método de integracion por partes, que permite integrar el
producto de dos funciones.

Ademas, se han estudiado dos aplicaciones del célculo integral: el célculo del
area debajo de una curva y el area comprendida entre dos curvas.

# Para el calculo del area debajo de una curva es necesario estudiar el
signo de la funcion para evitar obtener signos negativos o erréneos en
el célculo del area.

# Para el célculo del &rea comprendida entre los curvas se debe estudiar
cual de ellas esta por encima de la otra. En este caso, el area sera la
integral de la diferencia de ambas funciones en el intervalo que
corresponda.

# En el campo de la economia, un ejemplo de aplicacion de la integral
comprendida entre los curvas son el excedente del consumidor y del
productor, obtenidos como el area comprendida entre las funciones de
demanda u oferta y el precio de equilibrio.

iEnhorabuena! Has finalizado con éxito.

16
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¢ Interfaz
# Navegacion

Interfaz

En esta seccion, encontraras informacion de interés para la consulta de los contenidos, el funcionamiento de los diferentes iconos y
la navegacion por las pantallas del tema.

Acompafiando a otros recursos que requieran de la interaccion en las pantallas de contenido, como pueden ser animaciones,
gréficos, tablas y esquemas, se apreciara una leyenda con indicaciones para su correcta consulta en la parte inferior de la
pantalla.

Pulsa en el icono de Simulacién para ver con mas detalle la navegacion por el curso.

- Ayuda

Simulacion

Navegacion

Los elementos de navegacion que encontraras a lo largo del curso son:

En detalle En detalle

En detalle

Al hacer clic sobre el botén de En detalle aparecera una ventana como ésta, en la que encontraras informacién adicional.

=
Elemplo  Fiemplo
Ejemplo

Al hacer clic sobre el botén de Ejemplo aparecera una ventana como ésta, en la que encontraras un ejemplo que te ayudara
a comprender mejor el contenido.

Grafice  5rafico

Gréfico
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Al hacer clic sobre el boton de Grafico aparecera una ventana como ésta, en la que encontraras un grafico.

&

Ejercicio  Fjercicio

Ejercicio

Al hacer clic sobre el boton de Ejercicio aparecera una ventana como ésta, en la que encontraras un ejemplo en el que se
aplica la teoria.

rs)

DocumentospDocumentos

Documentos

Al hacer clic sobre el botén de Documentos se abrira el PDF correspondiente en una nueva ventana.

Contenidos ¢, ntenidos

Contenidos

Este botdn lo encontrards Unicamente en la seccion de Materiales. Al hacer clic sobre él podras descargar el PDF con los
contenidos del tema en el que te encuentras.

Al hacer clic sobre el botén de Video aparecera una ventana como ésta en la que visualizaras su contenido.

=]
Simulacién Simulacién
Simulacién

Al hacer clic sobre el botén de Simulacién aparecera una ventana nueva de navegador en la que visualizaras su contenido.

Audio  Aydio
Audio
Al hacer clic sobre el boton de Audio aparecera una ventana como ésta, en la que tendras un reproductor de audio para que
puedes escuchar el contenido.
18
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Texto subrayado

Texto subrayado

Al hacer clic sobre este tipo de enlaces se abrira una ventana con contenido de interés asociado al mismo.
Término de Glosario

Actividades

Durante el desarrollo de los contenidos encontraras diferentes tipos de actividades de aprendizaje autoevaluativas que te ayudaran
a reforzar tus conocimientos. Deberas relacionar frases mediante flechas; seleccionar si los enunciados son verdaderos o falsos;
elegir aquella palabra que complete la frase; arrastrar elementos para ordenar conceptos, asi como escribir libremente para
comparar tu respuesta.

y Solucion ‘Tu Respuesta LLL Borrar ‘ Explicacion

Debajo de todas las actividades de aprendizaje autoevaluativas encontraras una serie de botones que te serviran para conocer la
Solucion correcta y acceder a una explicacion complementaria. Siempre podras borrar tus respuestas y volver a intentarlo cuantas
veces lo desees.
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13.1 Materiales

& Documentacion

Documentacioén

PDF de
ii|| Métodos
Contenidos

de

resolucion
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