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Presentacion

En este tema estudiaremos el concepto de continuidad de una funcién.
De forma intuitiva podemos decir que una funcidn es continua si podemos dibujar su gréfica sin tener

que levantar el lapiz del papel.

La continuidad de las funciones se estudia en cada punto, de manera que diremos que una funcién es

continua si lo es en todos sus puntos.

Cuando una funcidn no es continua en un punto, diremos que presenta una discontinuidad y las

clasificaremos seguln sus caracteristicas.

Por ultimo, presentaremos algunos teoremas importantes relacionados con la continuidad de funciones.
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Continuidad en un punto

Decimos que una funcidn es continua en un punto a si se cumplen las siguientes condiciones:

o Existe: J (@)

e Existe el limite:

lim f(x)

LI

e Secumple que:

lim f(z) = f(a)

LI

Veamos que implica cada punto de la definicion:

e Existe: fla)

Que exista la funcidon en el punto implica que dicho punto pertenece al dominio de la funcién, o lo que
es lo mismo, que la funcién esta definida en el punto a. Esto nos permite dibujar la funcion en dicho

punto.

e  Existe el limite:

lim f(z)
LI
Para que exista el limite de una funcién en un punto, deben existir los limites laterales y ser iguales.
La existencia de cada limite lateral implica que al acercarnos todo lo que queramos al punto a, la funcién

se aproxima al mismo punto por la derecha y por la izquierda.

e Secumple que:

lim f(z) = f(a)

LI

Esta ultima condicidn nos dice que el valor que tiene la funcion en ese punto y el valor que toma al
acercarnos a a es el mismo, por lo que la funcidn "se pega" bien en ese punto y se consigue asi, la

continuidad.

Para poder decir que la funcién f es continua en a es necesario que se cumplan las tres condiciones

anteriores.
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Estudio de la continuidad en un punto a partir de un ejemplo

Ejemplo 1: Estudiar la continuidad de la funcién siguiente en el punto X = 3

fam—y

fix) =553

En primer lugar, calcularemos el dominio de la funcion, pues es necesario saber en qué
puntos esta definida la funcién. Como es una funcion racional, sabemos que el dominio

serd todos los nimeros reales excepto aquellos que anulan el denominador, por lo tanto,

Domf=R-{ |2, 4]

Para estudiar la continuidad tenemos que ver si se cumplen las tres condiciones.

Tres condiciones

Condiciones de continuidad
4
f(3) =5

Para ver si existe el:

Existe
lim f(x)
1

Calculamos los limites laterales:

- Tt |
imy———
r—3t 12 — 2

: ol
lim —— =
r—3— 12 — 2

=1 =
=1 W=

Como existen y son iguales, se puede decir que existe el:

lim f(z) =

r—3

=1 W=

Se cumple que:

i f() = £(3)

Ya que lo que hemos obtenido en la primera condicion coincide con el valor obtenido en la segunda.
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_
—

Ejercicic  Solucidon

Solucion
Por lo tanto, la funcion:

: r+1
fla)= =%

1t — 2

Es continua en: ¥ =13

Ejemplo 2: Estudiar la continuidad de la funcién siguiente en el punto ¥= 1

+1

F(x) =5

_
—

Ejercicic  Solucidn

Solucion

En primer lugar, calcularemos el dominio de la funcién, pues es necesario saber en qué puntos esta
definida la funcidn.

Domf=R-{1 -1}

Para estudiar la continuidad tenemos que ver si se cumplen las tres condiciones:

No existe ARy ya que el punto ¥ = lno est4 en el dominio.

Por lo tanto, la funcion

Fx) =5

No es continuaen x=1
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Discontinuidades

Si una funcién no es continua en un punto se dice que presenta una
discontinuidad.
Las discontinuidades pueden clasificarse en:

e Discontinuidad evitable. Si existe el limite de la funcidn en el

punto a pero no coincide con S(a) , bien porque no existe la
funcién en ese punto o bien porque son distintas.

e Discontinuidad de salto finito. Si existe la funcion en el puntoy
los limites laterales pero estos no son iguales.

e Discontinuidad de salto infinito. Si no existe alguno (o ninguno)

de los limites laterales.

Ejemplo: Estudia la continuidad de la funcidon en el punto indicado y

clasifica la discontinuidad.

Flx) =Ii:|_ll en x=1

1.2

f{x}=:3:4 en x=-2

Evitable
El nombre de evitable proviene del hecho que se pueda solventar la discontinuidad redefiniendo la

funcién en ese punto.

&

Ejercicio  Solucidn en x=1

Solucion en x=1

No existe ARy , Ya que no pertenece al dominio.

.ozt 41 . [z +1)x—1) ,

i s L L
| (x+ 1)z —1)

lim —— = 40/0} = lim = ikl

—1- r—1 { JII; } A T —1 el

Por lo tanto existe el limite:
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2
oo +1
lim =

r—1 | —

En X = lhay una discontinuidad evitable.

(o

Ejercicie Solucién en x=-2

Solucion En x= -2
)
No existe Sl , Ya que no pertenece al dominio.
r — 2 e 1

i =40/0 = 11 = 1 —
P s il e e

r—2 r — 2 1

lim =40/0} = lim — lim — — 00
r——2- T2 — 4 i =2 (x—2)(z+2) +——2z+2
Por lo tanto no existe el limite:
r—2
lim

z——2— ¢ — 4

En X = -Zhay una discontinuidad de salto infinito.
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Continuidad de las funciones definidas a trozos

Las funciones definidas a trozos tienen diferentes expresiones segun los distintos
valores de x. Este tipo de funciones suelen tener problemas de continuidad en los
puntos de cambio de expresion ya que, para que sean continuas en dichos puntos,

las graficas de cada trozo se tienen que “pegar bien”.

Ejemplo 1: Estudiar la continuidad de la funcién en el punto =3

gt by w3
it T >3

Solucion:

En primer lugar calculamos el dominio de la funcidn.

Domf = R, ya que cada expresion es un polinomio.

Para estudiar la continuidad de la funcién seguimos varios pasos.

Ejemplo 2: Estudiar la continuidad de la siguiente funcién

T+ 4 xf)
)= = 0<z<4
2

- —r—3 =4

Varios Pasos
Pasos para calcular la continuidad
Existe J (3) = -1

Limites laterales:

lim z —4 = —1 lim 22 L=z — 2 — 10

r—37T T—3

Los limites laterales existen pero son distintos, por lo tanto la funcién es discontinua en X = 3y presenta

una discontinuidad de salto finito.
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&

Ejercicio Solucidn en x=0

Solucién en x=10

Domf=R-{2}
En x=10
F(0) = -2

Para calcular el

lim f(x)
=L

44
lim z +4 =4 lim B =

r—0— r—0t T — 2

—

Discontinuidad de salto finito en x=10

&

Ejercicio  Solucion en x=2
Soluciénen ¥=2
En x=2
No existe
J(2)
Para calcular el
lim f(x)
2
T+ 4 z+4

lim Do lim

r—2t I — T AR

I
I
4

Discontinuidad de salto infinito

&

Ejercicio Solucidn en x=4
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Solucién en ¥ =4

En x=4
f(4) =4
Para calcular el
1111} flz)
- mrd
limm =
r—d— T — 2

4

fl4) =tim,_sf(z)

Continuaen ¥=4

e~ | Universidad Europea de Madrid
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Propiedades de las funciones continuas

Estudiar la continuidad de una funcién puede facilitarse si conocemos sus propiedades.

Propiedades

Sean fy & funciones continuas en ¥ =d:
o Lafuncion J (¥) +2( ) es continuaen x=a.
e Lafuncion J (¥) -2(¥) es continuaen ¥=a.

La funcion Slx)-glx) es continua en ¥ =,

S (x)

La funcion &(X) escontinuaen x=asi 8(a) #0.

La funcién JOZ es continua en ¥=a, siempre que £ sea continua en I

Observacion
Las funciones lineales, polindmicas, racionales, raices, exponenciales y logaritmicas son continuas en

todos los puntos de su dominio.

Es importante calcular el dominio de una funcion antes de comenzar cualquier estudio. Los puntos que

no estan en el dominio serdn discontinuidades de la funcion.
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Ejemplos

Observar las siguientes graficas de funciones y clasificar las discontinuidades:

\ at .

| L

l|I -+ Sl

y=ix) \ ) y=g() |

L 7 T

[l 1 llllll 1 [] L [l 1}1 L ' -r
= -2 III". /{r 2 4 o Ir1 A I? 11:

1 /9.4 ! -r

b S

41 ik

Para ello, hay que responder a estas preguntas:
e (Es continua la funcion f(x) en todo su dominio?
e (En qué punto existe una discontinuidad?

e (De quétipo?

—m
-

Ejercicio  Solucidn

Solucion
La funcidn f (x) es continua excepto en el punto x=2, en el que presenta una discontinuidad evitable, ya

que existen los limites laterales de la funcidn en el punto pero no coinciden con f(2).

Observa ahora la gréfica de la funcidn g(x) équé ocurre en x=1?

_
—

Ejercicioc  Solucidon

Solucion
En x=1, existe una discontinuidad de salto finito ya que los limites laterales existen pero son distintos,

por la derecha de 1 la funcidn tiende a 0, pero por la izquierda tiende a 2.
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Teoremas sobre funciones continuas

Existen algunos resultados importantes relacionados con la continuidad de funciones que resulta
interesante conocer. Los mas importantes son el Teorema de Bolzano y el Teorema del Valor

intermedio.

Teorema de Bolzano
Toda funcidon continua en un intervalo a,b], tal que f(a) - f(b) < 0 tiene, al menos, un punto c del intervalo

en el que f(c)=0.

fopf - - - - - - - - .4
1 |

a -~

a . ——
|
|

fla] -~

Este teorema dice que si una funcién es continua en un intervalo cerrado y en los extremos del intervalo
toma valores con signo contrario (uno positivo y otro negativo), entonces, en al menos un punto del

intervalo, cortard al eje ox.

Gracias al Teorema de Bolzano podemos acotar las raices de una funcién en un intervalo.

Teorema del valor intermedio
Sea una funcidn f continua en un intervalo [a,b], y consideremos K tal que f(a), entonces existe, al

menos, un punto c del intervalo en el que f(c)=K.

El teorema del valor intermedio afirma que una funcién continua en un intervalo toma todos los valores

intermedios entre los valores f(a) y f(b).

1~ | Universidad Europea de Madrid
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Ejemplos de aplicacion

. . -y =430 524 3v -7, .
1. Demostrar que el polinomio F(x) =43-6x71 3 —tiene, al menos una raiz en el

intervalo [1,2].

Solucion:

Para poder aplicar el Teorema de Bolzano, debemos ver si se cumplen las condiciones:

a) La funcidn es continua en el intervalo.

En nuestro caso como la funcidn es un polinomio, es continua en todo su dominio, y por lo

tanto, lo es en el intervalo [1,2].

b) La funcion toma valores de signo contrario en los extremos del intervalo.
El intervalo es:[1,2], como f(1)=4-6+3-2=-1< 0 y f(2)=12>0, se cumple que f(1)f(2)<0
Por lo tanto, por el teorema de Bolzano, podemos afirmar que existe, al menos un valor c en el

intervalo [1,2], tal que f(c)=0.

- —_ T g} -
2. Demostrar, utilizando el teorema adecuado, que el polinomio P(x) =1xt-14x=+ 14x- 1tiene,
al menos, una raiz en el intervalo [-10,0], y otra en [0,1]. ¢{Podrias dar otro intervalo donde hay otra

raiz?

Solucion:
Para demostrar la existencia de raices utilizamos el Teorema de Bolzano. Siguiendo el procedimiento
anterior, tenemos que ver, en primer lugar, que se cumplen las condiciones de aplicacion del teorema.
En este caso, al tratarse de un polinomio la funcién es continua en esos intervalos. Calculamos el valor
de la funcion en los extremos:
f(-10)>0 f(0)<0 f(1)>0
Como f(-10)f(0)<0 y como f(0)f(1)<0 por el Teorema de Bolzano, existe, al menos, una raiz de la

funcion en dichos intervalos.

Para dar otro intervalo en el que existan raices, deberds buscar uno en el que cambie el sigho

de la funcidn al sustituir en sus extremos.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Resumen

En este tema hemos visto el estudio de la continuidad de una funcidn a partir del

estudio de la continuidad de la funcién en un punto.

En el caso de no cumplir alguna de las condiciones de continuidad,
encontraremos una discontinuidad que podemos clasificar en evitable, de salto

finito y de salto infinito.

Ademas, hemos visto que las funciones definidas a trozos pueden presentar

problemas de continuidad en los puntos de "enganche" de las expresiones.

Existen importantes teoremas relacionados con la continuidad de las funciones
como el Teorema de Bolzano o el del valor intermedio que nos permiten, por

ejemplo, demostrar la existencia de las raices de las funciones.
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