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Presentacion

En este tema se presenta el concepto de limite de una funcidn. La idea de limite de una funcién estd

relacionada con el lugar hacia el que se acerca la funcidén cuando se aproxima a un punto dado.

Para definir el concepto de limite se veran algunos ejemplos practicos y se definira el concepto de limite

lateral de una funcién en un punto.

Se estudiaran otros limites cuyo resultado es el o, llamados limites infinitos.
El estudio del comportamiento de las funciones cuando x toma valores muy grandes da lugar a los

limites en el infinito.
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Concepto intuitivo de limite

En muchas ocasiones nos va a interesar conocer cdmo se comporta una funcién "cerca" de un punto, o

mas precisamente, "tan cerca como se quiera" de un punto.

Nos interesara resolver cuestiones del tipo:
e Dada la funcidn f(x)=2x+1. En el valor x=2, se cumple que f(2)=5. Si nos acercamos mucho a 2
(tomando valores cercanos), los valores de la funcidn que se obtiene, ¢se acercan también a 5?
e Una funcidn que no esta definida en un punto, ¢es posible conocer qué valores toma dicha

funcién cerca de ese punto?

Estas ideas llevan a definir el concepto de limite. Para ello, se comienza viendo algunos ejemplos:
Consideremos la funcion f(x)=2x+1, si tomamos valores muy cercanos a x=2 (algo mas grandes y algo

mas pequefios), équé ocurre con la funcién?:

Valores mas pequefios que 2 F(x)=2x+1 F(x)=2x+1 Valores mas grandes que
2
2(1)+1=3 2(2.1)+1=5.2 21
1.9 2(1.9)+1=4.8 2(2.1)+1=5.2 2.01
1.99 2(1.99)+1=4.98 2(2.01)+1=5.02 2.001
1.999 2(1.999)+1=4.998 2(2.001)+1=5.002 2.0001
1.9999 2(1.9999)+1=4.9998 2(2.0001)+1=5.0002 2.00001
aproximacion aproximacion aproximacién aproximacion

En este caso se escribe lim ]2.],- 1=05H vyse dice que el limite cuando x tiende a 2 de
r— 3=k | -
la funcién 2x+1 es 5.
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Concepto de limite a través de la grafica de una funcién

Se presenta ahora el concepto de limite de una funcién en un punto observando el comportamiento de

la funcion mediante su grafica. Se consideran las siguientes graficas de funciones:

\ y=g(x),

y=fx) \ ol
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Figura 1 Figura 2

Observemos la grafica de la funcién f(x):équé valor toma la gréfica en el punto x=2? {qué valor toma la

funcién cuando nos acercamos al punto x=2 por la derecha?, éy por la izquierda?

En x=2, la funcion toma el valor 4, o lo que es lo mismo f(2)=4. Sin embargo, cuando nos aproximamos al

2 por la derecha, la funcidén se aproxima a 2, al igual que si nos aproximamos por la izquierda.

Si observamos la gréfica de la funcidn g(x): éa qué valor se acerca la funcion cuando se hace una

aproximacion a 1 por la derecha?, ¢y por la izquierda?

En este ejemplo, si se hace una acercamiento al valor 1 por la derecha la funcién se acerca al valor 0,

pero si se hace aproximacidn por la izquierda, la funcién se tiende a 2.
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Limites laterales

En los ejemplos anteriores se han tomado valores algo mas grandes y mas pequefios que uno dado, o lo
que es lo mismo, a la derecha y a la izquierda de un valor x. Esta forma de aproximacién lleva a definir

los limites laterales.

Si al tomar valores de x a la derecha de Xo, cuyas distancias al punto Xotienden a cero, los
correspondientes valores de una funcidn f(x) tienden a un nimero real L+, se dira que la funcidn tiene

un limite lateral por la derecha de Xo y escribiremos:

- Go— T+
lim f(z)=L
.n—nnl‘,*
Si al tomar valores de x a la izquierda de Xo, cuyas distancias al punto Xo tienden a cero, los
correspondientes valores de una funcidn f(x) tienden a un nimero real L, diremos que la funcién tiene

un limite lateral por la izquierda de Xo y escribiremos:

lim f(z)=L"

Ty
Observaciones:

e Los limites laterales no existen siempre.

e Los limites laterales, si existen, pueden ser iguales o distintos.
Importante
Si los limites laterales existen y son iguales se dice que la funcidn tiene limite L cuando x tiende a xp y se
escribe:

lim f(z)=1L
£ —+ I

E‘l‘- Valores de los limites

Ejercicio

Ejercicio
Valores de los limites

Estudia de nuevo las graficas anteriores. ¢ Puedes decir qué valor tienen los siguientes limites?

limn f(z)

=0 ity =72

lim glx) _ o o
r—1" ° = Mo existe, yva que l0s limites laterales no coinciden.
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Ejemplo practico

Un ejemplo del uso del calculo de los limites laterales se da en las funciones definidas a trozos:

. r—2 =

Hay que calcular, si existe, el lim, 3 (x) yel lim_f(x)

Considerando la funcion:

h\-"""\

g
3

Solucién:
Para calcular el primer limite, hay que hallar los limites laterales estudiando si son iguales.

e Porlaizquierda (tomando valores mas pequefios que 3):

im 2 —2=1

r—3
e Por la derecha (tomando valores mas grandes que 3):

hm =23
r—3t

Los limites laterales existen pero son distintos, por lo tanto decimos que no existe  }i af (x).

En el caso de I:’mt_ﬂf (1,] , la funcién no cambia de expresion, por lo que:

e Por laizquierda (tomando valores mas pequefios que 2):

lim #—-2=0

r—2-
e Por la derecha (tomando valores mas grandes que 2):

im z—2=10

r—2+

Y, por lo tanto, lim_af(x)=0.
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Propiedades de los limites

Se presentan, a continuacion, algunas propiedades de los limites que ayudaran en su cdlculo:

lim flz) £ glx) = lim flz) £ lim g(x)

I—In

lim k‘f(l:) =k hm f(l:) donde & es un ndmero real.

Ir—In L—Tn

lim f(x)-g(x)= lim f(z)- lim g(x)

fle)  lim, — aof(x) . . |
2 si lim g(x)#0

r—xl)

li =
70 glx)  lim, — zgg(

Ejemplo

Calcula, utilizando las propiedades, los siguientes limites:

a) limat+ 2% — 37+ 1 - lim z* + lim 22* — lim 3z + lim 1 =

= R T—s! T—s"

T—32
—2112.2% _3.241=16+16—6+1=25
b 1 2 —1 lim, gz — 1 1
e lim = = ——
r—0 3 4 2 limey—pgx+ 2 2
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Limites infinitos

Es posible que al hacer una acercamiento (por la derecha o por la izquierda) a un punto dado a la

funcién, tome valores cada vez mas grandes. En ese caso se habla de limites infinitos.

Im_flz)=mne lim f(z) = —o0
z—at o también La

Un ejemplo de estos limites se observa en la gréfica siguiente:

Observamos que cuando x toma valores préximos a -3, la funcidon toma valores cada vez mas grandes
(tiende a -o°) si nos acercamos por su derecha, y tiende a -e°si nos acercamos por la izquierda.

Si nos acercamos a 0 por la derecha, la funcién también tiende a -oo .

Estos limites dardn lugar a las asintotas verticales.
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Limites en el infinito

Es posible, también, que se tenga que estudiar el comportamiento de las funciones para valores grandes

de x. Esto lleva a considerar la idea de limites en el infinito.

Se habla de limites de una funcién en el infinito si al tomar x suficientemente grandes la funcién f(x)

tiende al niumero real L.

Ejemplo:
. br + 4 :
lim —— =3
r—oo 20+ 10
Se observa que si se toman valores de x cada vez mas grandes, la funcidon toma valores que se

aproximan cada vez mas a 3.

Operaciones con o
El uso del == hace que se tenga que especificar el resultado de algunas operaciones en las que aparece el

infinito y el cero.

E+oc=0c k—oo=—0ox oC+ 00 = 0o¢

OC- D0 =00 —O0C-00 = —0OC T =ocsik>0
L =0 K =ocsik>1 kF=0si0<k<]1
k 0

Estas igualdades deben entenderse como igualdades entre limites.
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Para repasar los conceptos aprendidos en este tema se pueden realizar los siguientes ejemplos

practicos:

Observando la grafica de la funcién, se puede calcular:

ap lim f(z)

r——a0

by lim f(z)

r— 400

) lim f(x)

T3

d lim f(x)

z—0~

e} lim f(x)

r—0
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lim f(x) =0

r——30

lim f(z)=—1

T—+4+00

lim f(z) = —1

—3

lim fl(z)=1/2

T or—0

Mo existe, va que los limites laterales no coinciden.
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Resumen

En este tema se ha definido el concepto de limite de una funcién en un punto como el valor al que

tiende la funcidn cuando se acerca todo lo posible a un punto.

Se han definido también los limites laterales (por la derecha y por la izquierda) como las aproximaciones

a través de numeros mayores o menores al dado. Estos limites laterales pueden existir o no y ser, o no,

iguales.

Se dice que existe el limite de una funcién en un punto cuando existen los limites laterales y son iguales.
Es posible, también, definir el limite de una funcidn en el infinito. Estos limites dan lugar a algunas

expresiones en las que aparecen el 0y el oo,
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