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Problema 1 Oscilaciones forzadas de una membrana circular

Hallar oscilaciones de una membrana con radio R fija en los bordes, si a partir de
momento t = 0 es sujeta a una fuerza distribuida homogéneamente con densidad
f(t) = Pysen(wt)

Condiciones iniciales (t<0): membrana esta en reposo

f(t)

Solucidén:

1. Como el problema es angularmente simétrico, la ecuacion a resolver sera:
2let) _ TAu(p,t) = Pysin(wt)  (t>0
Po~ 52 U(p, ) OSIH(W ) ( > )

ou?(p, u ;
a%% _ %a%[/)g_p] = (Py/T) sin(wt) (t>0)

con a®> =T/p,

CI = u(p,0) = uy(p,0) =0
CCl: u(R,t)=0
CC2: u(0,t) < oo (i.e. finito)

2. Usando el principio de superposicion, buscaremos solucién como suma de solu-
ciones:

(i) de problema inhomogeneo v(p,t) estacionaria (solucion que no depende
de CI) mas (ii) solucion problema homogeneo pero sin CI nulas.
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En nuestro caso CI nulas correspoderéan a solucion total

u(p, t) = w(ﬂ? t) + U(ﬂ? t)

De tal manera que el problema original se obtiene como superposiciéon o suma
de estos subproblemas mas sencillos.

Problema
Nohom@nea + CI+CC1 tipo

AN

Probje= Problema
Nohom E ea + Hom Qrea

sin co
CC-1tipo CC-1Tipo
Problema 1:
ow(p, w
=25t = L 205 = (Ro/T)sen(wt)
C1I : no hay ( solucion estacionaria en limite t=00)
w(R,t) =0
w(0,t) < oo
Problema 2:
ov3(p, v
ai2 8§gt) - %a%[pa_p] =0
CI :de u(p,0) = w(

CI2:v(p,0) = —wy(p,0)
v(R,t) =
v(0,t) < o0

tF0

a) Solucién /\ f\ /\
estacionaria de EC. IZ]

No-homogénea
+CB (no depende
de CI)

v+w cumplen CI totales
(desplazamiento+Velocidad
inicial cero)

b) Solucion de
ecuacion

homogénea+CB (que ﬂ ﬂ
9 ( v U \ [2]

depende de CI)
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3. Buscamos la solucion del problema inhomogeneo w(p,t) como
w(p,t) = Alp) sin(wt)

4. Sustituimos esta expresion en problema (1) y dividimos resultado por factor
sin(wt)

20.12
PP Ay, + pA, + B A = L0 p?

a

P Ay + pA, + ngzA — _%PZ
AR)=0

5. Buscamos solucion como suma de solucion Ec. homogénea (A;) mas solucion
particular (Ay)

A(p) = Ai(p) + Az(p)

6. Ecuacion para hallar A;(p):

2w2
PP A1y + pA, + 55 A1 =0

7. Con cambio de variables z = £ esta ecuacion se convierte en Ecuacion para
funcién Bessel de orden cero:

I2A1m; + J/’Alx + I2A1 =0

(6]
Alzx + %Alx + Al =0

Con la siguiente solucion:
A= C*Jo(x)=C*Jo(Z?) (C- Constante)
Nota: Solucion radial no puede incluir funcion Neuman)
8. Buscamos solucion particular Ay(p) para satisfacer luego CC:
A(R) = Ai1(R) + A2(R) =0

La solucion particular Ay(p) es una constante:

As(p) = — s

Tw?
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9. Imponemos CC: A(R) = A;(R) + Ax(R) = C x Jo(B2) — Ba? —

Tw

Obtenemos constante:

_ Pya? 1
= TN

Entonces:

‘b
€

‘ v/

w(p,t) = A(p) sin(wt) = [A1(p) + Aa(p)] sin(wt) = 1;52 (jj(( ) 1) sin(wt)

10. Como ya sabemos la forma de w(p,t), buscamos ahora solucién de ecuacion
homogénea (que depende de CI)

1 90%(pt) 1
a? Ot? o
CI : de u(p,0) = w(
CI1=>v(p,0
CI2 => v(p,0) = —w(p,0)777
v(R,t) = 0
v(0,t) <

11. Buscamos CI1:

a? ( Jo(57) : _
v(p,0) = —w(p,0) = — % (JS(%) — 1) sin(w0) =0

12. Buscamos CI2:

w a J pPw a Ji £
u(p.0) = —wi(p,0) = —R5* (g — 1) cos(w0) = — 5 (2 — 1)

13. Solucionamos problema (**) homogeneo usando método de separacion de vari-
ables:

v(p,t) = D(p)T'(t)

Obtendremos dos ecuaciones diferenciales sin influencia de la variable angular:

p?D,y+ pD, + Ap>D =0
Ty +Xa*T =0
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14. Soluciones para la parte radial son conocidas autofunciones del problema SL

Dyp+ 1D, +AD =0
D(R) = 0; D(0) < o

D(p) = Jo(v/Aup) con /A, = Tt
donde z,( son n-esimos ceros de funciéon Bessel de argumento cero:

Jo(l’no) = 0

15. Solucion para parte temporal:

T, (t) = Cy cosa™2t] + Cy sin[a ™0 1]

16. Solucién general para ecuaciéon homogenea

v(p,t) = 32 Jo(VAnp){C1n cosla®p2t] 4 Coy sinfa®p2t]}

17. Encontramos coefiencentes de sumatorio usando CI(1,2)

Aplicando CI1 v(p,0) =0=> Cy, =0

Aplicando CI2 v,(p, 0) = — e ( - 1) = 3 Con(aZ2) Jo(v/Anp)

De aqui, para hallar coeficentes C,, multiplicamos ambas partes de anterior
relacion por autofunciones ortogonales Jo(v/Agp)

R
e integramos [ (x) pdp
0

Usamos la propiedad de ortogonalidad de funciones Bessel

f Jo(VAup) Jo(V Aep)pdp = { 2 Jbo(;:;]g éﬁf ) }

0

con Jo(z,) - derivadas de funciéon Bessel en los ceros x=x,,

18. Ademas, usaremos siguente relacion:

bf zJo(2)dz = xJi(x)
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19. tambien usaremos la integral:

20.

R r’
[ Jo(VAup) Jo(kp)pdx = LLoGl 0B - (papq ;£ A,)
0

_ 2PyawR3 1
Encontramos Co, = — 75 @) <w2 RQ_InaQ)

Solucion final:

u(p,t) = w(p,t) +v(p,t) =

w

—n - <J0( aw) - 1) Sin(wt) - 2PO%wR3 z 1(xn) (wQRzl_xna2> JO( \ )\”p) Sin[a%ﬂ

Tw? Jo( f ) znJo

‘b

‘ =

Nota:

solucién obtenida supone que la frecuencia de la fuerza exterior no coincide con
ninguna de frecuencias resonantes de la membrana
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