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El oscilador armdnico

Recordatorio: oscilador arménico simple es masa puntual m en extremo muelle
con constante eldstica k. La fuerza que ejerce el muelle al separar m del

equilibrio es F = —kx = U = 0.5kx?. La frecuencia angular del oscilador es
wo = ﬁ = 27v. Clasicamente movimiento oscilador limitado entre
[—x0, +x0] siendo xp la amplitud. La energia cinética es maxima a x =0 y nula
en X = —Xp, +Xo.
h2 d2\U(X) ].k ZW — Ev v —A —ax? 1
_%T—FEX (x) = EV(x) = ¥(x) = Ae (1)
° d“;ix) = —2ax(Ae’aX2)
2
° %&X) = fZa(AfaXz) — 2ax(f2ax)(AefaXz) =(-2a+ 4a2x2)Ae75’X2
° a—rff — —2‘3;52 X+ ik =E=
o ~ZH 4 Lk=0=a= = o

2
o Como E=1hkg =2 = acx g

o Estado fundamental : W(x) = (%ﬁe*ﬁ)x2 = (%)%e_(ﬁ)x
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El oscilador arménico: Continuacién
Para estados distintos del fundamental puede demostrarse que las soluciones a
la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico son:

o V,(x) = \/% %)%e*(%)szn(,/’"T“fx) siendo H,(x) = pol. Hermite.
o Hy(x) = (—1)"e" &r(e™)

° Ho(x)=1

° Hi(x) =2x

o Ho(x) =4x* -2

o Hi(x) =8x —12x

o [ Ho(x)Hm(x)e ™ dx = nl2"\/60m

@ Toda funcién continua f(x) puede escribirse como f(x) =3 A,Hn(x)

Hemite {physicists') Polynomials
50 T T T T

(=)

H_n
=
T
I
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El oscilador armdnico: Continuacién

Para estados distintos del fundamental puede demostrarse que

En:(n—i—%)hwo; n=0,1,23. )

vl

o A diferencia pozo infinito, espaciado es uniforme. Caracteristica habitual
de moléculas diatémicas como HC/, 0.1 — 1 eV, y en nucleos, 0.1 — 1 MeV

@ Densidades probabilidad penetran en zonas prohibidas cladsicamente.
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El oscilador armdnico: Continuacién

Densidades de probabilidad para el oscilador harménico cuantico. Los puntos
de retorno cldsicos vienen indicados por las lineas verticales. Se separan mas
del origen a medida que crece n. De hecho es facil ver que xp < v/2n+1

n:‘:l ?'—2
A _aan
0 X 0 X
n=1 n=3
0 X 0 Y
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El oscilador armdnico: Continuacién

Comparacion densidades de probabilidad oscilador arménico clasico y cuantico :
convergen si n — o0

Classical
n=0 probability 1/vy n=2

Quantum
probability ¥

1 1 1 I 1 1 L

n=3
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El oscilador arménico : ejemplo

Un oscilador esta ligado a una zona del espacio mediante una fuerza de tipo
eldstica con constante recuperadora k = 95.7eV/ /nm?*. Determinar la energia
de su estado fundamental. Determinar la energia que debe absorber este
electrén a fin de poder saltar al segundo estado excitado.
Sol.
2
o Eo=1n\/k = 1he\/ s = 1(197eV.nm) [ STV — 135 ev
@ El espaciado entre los niveles de energia adyacentes es de hwo = 2.70 eV
luego el electrén debe absorber una energia AE = 2hwy = 5.40 eV
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El oscilador arménico : ejercicios

Determinar la normalizacién de la f.d.o. oscilador arménico unidimensional
° VU(x)= Ae=>
o [T |W(x)[Pdx =A% [* e 2 gy = AE=1
o Luego A= (27)% = (’"WO)%

Cldsicamente los puntos de retorno +xp de un oscilador armdnico simple vienen
dados por la condicién E = U i.e. K = 0. Probar que para el estado
fundamental xp = (MD) y determinar los correspondientes a los del primer y
segundo estados excitados.

) Eo:%ﬁ/JJo: %kx§:>x0:,/—ﬁ1’°
/3

° Elzghwo:%kxgixo: =
[sh

° Egzghwo:%kxgﬁxo: 5%
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El oscilador arménico : ejercicios

La funcién de onda para el primer estado excitado del oscilador arménico es
2 .
V(x) = Axe™® . Determinar A, ay E.

° ‘N;ix) = Ae""xz(l —2ax?)

° % = Ae_axz(—ﬁax + 42°x%)

o Luego —%Ae’axz(—6ax +4a°x%) + %kszxe"’X2 = EAxe "

o Dividiendo por Axe ™" = x?[& — 222%] | (322 _ F] _¢

k _ 2K%a% _ muwyg
@ Luego 5 = =4 = a= 720
Sah 7ﬁmw07§
°oYE= = w3 = 3o
2 —2ax% 4 __ m A2 [0 2 —2ax® 4, _ 2A%2 oo o P g
° A [%. x2e dx = 2A% [ x%e dx—@foue du =
2A2ﬁ71
Ve 4
2_4\/2a mwg13 N2 pmwg3
° A" = \/>[2n]2¢A—m[T]4
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El oscilador arménico y las relaciones de incertidumbre

Consideremos el oscilador arménico en su estado fundamental.

2
0 < x>= f )\2de*A2f xe 2 dx =0
a2 2 -2 _2A2 2—2 _ 22 VT _ &k
o <x2>=A fiooxe > dx = fo e du= 5 = 50
o Luego Ax = 2,:’@0

o < U>=05k<x?>= 05mw02mw —lhwo
0 <K>=E— < U>= jhw — jliwo = ;hwo
< pP>=2m < K >=2mihwy = ™o

@ Como por simetria < p >=0= Ap = ,/%

AxBp = \[ i\ 750 = 5
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El oscilador arménico bidimensional

Se trata de una particula sujeta al potencial U(x,y) = %kx2 + %y2

Como los movimientos en x e y son independientes y cada uno contribuye
una energia wo(n 4 3) los estados de energia del oscilador arménico
bidimensional vendran dados por E,, », = hwo(nx + ny, + 1)

El estado N-ésimo de energia tiene N posibles estados cuanticos
En efecto ny, n, varian entre 0 y N-1 de modo que su suma sea N.
Para cada nx =0,1,2,3,...., N — 1 el valor de n, esta fijo

La degeneracién de cada nivel es N = n, +n, +1

Estado fundamental : (0, 0)

Primer estado excitado : (0,1);(1,0)

Segundo estado excitado : (0, 2);(1,1);(2,0)

Tercer estado excitado : (0, 3);(1,2);(2,1);(3,0)
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Escalén de potencial, E > Uy
e Ux)=0; x<0
e Ux)=Uy ; x>0

@ Wo(x) = A sinkox + B coskox ; ko = \/Z;L"—ZE o x<0

@ Vi(x) = C sinkix + D coskix ; ki = W x>0
° \Uo(X) _ A/ei(kgxfwt) + B/efi(kOXert) © x<0

° \Ul(x) — C/ei(klx—ut) + Dre—i(k1x+wt) x>0

o En x < 0 : incidente (o |A'|?) y reflejada (o |B’[*) = onda estacionaria
0 Enx>0= D =0=|¥;|? = Cte.

vl vl
E- UO =K
T ) \\m(v) A A A mi AN
SEEEART \/ \
U VI \/’\’ VA AL A
0 R HNHN | 1 \‘ “ ‘1 I ll ” \ ’/ \v
NTRRITARY \ | 1 \ \
PR R \l\/,’ | J / ARV |
Uouoy A
\ / PV / Re[w) \/

(b)
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Escalén de potencial, E > Uy: continuacidn

Ux)=0; x<0
)

Ux)y=U ; x>0
Wo(x) = A'e’* + B'e ™% ko = /2B, x <0;
Vi (x) = C'e™* ky = 72”7('22110) ;x>0
Wo(0) = W3(0) = A+ B' = C’
WH(0) = W(0) = ko(A' — B') = ks C'
2A k . _ Al(kg—k
¢'= k0+k(i B = ’(<o(-JFhl)
Probabilidad de reflexién : R = [f7A]2 = (;\/Vl (l‘j";g )* > ol

o Probabilidad de transmisién : T = & [ 2ko } =1-R

7 ko Lkothg
Nétese que R -0 T — 1si Uy << E
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Escalén de potencial, E < Uy

o Wo(x) = A sinkx + B coskx ; k=,/2"E ; x<0

K2

oVUi(x)=Ce*+De ™ ; g= 72"'(%%7‘5) x>0
0 Wy(x) = Alelmwt) 4 gre—ilbtwn .y <
Enx<0: |A)?=|B)

Ehnx>0=C=0

[W1(x)]> o 2% se reduce a la mitad si Ax =L =1

~ ~ N
- -~ ~ Rely) \ LAY
\ VA N\ /\ 1"\ /\
\ /N /AR
N/ \/ \ |7 / \ ad
\/ % A\ Im(y) \/ \/ \/ 2
J \/ ’ \/ ) N X w
(a

) Q]
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Escalén de potencial, E < Uy, y las relaciones de incertidumbre

@ A fin de penetrar en la zona x > 0 la particula debe ganar una energia
>Uy—Eie (Uo—E)+K,
@ Esta violacién conservacién energia serd solo aparente si ocurre en

— h
At = Up—E+K

o La velocidad de la particula es v = /2K /m

) . .. _1 _1 [k
@ Por tanto recorrera una distancia : Ax = VAt = 2\/:U07E+K

@ Factor 1/2 tiene en cuenta particula debe volver a x =0 en At

° Para calcular Axpmax diferenciamos

_h 05KV 2(Ug—E+K)—K/2
= 8K 5\/: (Up—E+K) =0

o K=Uy— E = Axmax = UO E) W

@ La penetracién en la regidn prohlblda x > 0 es consistente con el principio
de incertidumbre

@ Mds aun, Axmax — 0si Up >> E i.e. Uy — o0
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Escalén de potencial, E < Uy

o\Uo(x):eikX+re’ikX ; k:,/% ;i x<0

o VUi(x)=te ™ ; g= 72"'(%%7‘5) i x>0
o Continuidad V(0) = 1+r =1t

o Continuidad W'(0) = ik(1 —r) = —qt

: o _ iktq _ 1—ig/k _ 1—iVF 2 _
olk—lkr——q—qrér—ik_q—H_‘.q/k—H\/U0 éR |r|c = 1!

o Luego el coeficiente de transmisién es T =1 — R = 0. Sin embargo:
1-iy/ %1

ot=1+r=1+—VE_ =2
iy %1 i/ %

@ Por tanto : Wi(x) = ;e_qX = [Wi(x)? = fe

1/ %1
@ Probabilidad no nula encontrar particula en x > 0, zona prohibida
clasicamente pues en ella la energia cinética es K < 0

e Caso limite Uy > c0o = E << Up = |t| = 0
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Barrera de potencial, E < Uy

e Ux)=0 ; x<0

o Ux)=Uy ; 0<x<L

o Ux)=0; x>0

@ Intensidad de la onda transmitida depende de la energia de la particula asi
como de la altura y anchura de la barrera

o Clasicamente la zona x > L esta prohibida

o Cudnticamente, las particulas no se pueden observar en la zona 0 < x < L
pero si pueden 'penetrar’ a x > L

=0 x=l
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Andlogo cldsico barrera de potencial

@ Reflexién total interna de una onda luminosa incidente sobre la frontera
aire-vidrio (Mvidrio > Naire)

o Reflexién total interna frustrada en una doble frontera : onda evanescente

o Intensidad onda evanescente disminuye con la mayor anchura del 'gap’ de
aire

@ En este ultimo no se observa ninguna onda luminosa

Air
Glass I / 1 /;
(@) ()
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0 x<0 ; Wo(x)=1le®™+Re ™ ; k=./2mE/h?
0 0< x<L;Vi(x)=Ae ™+ Be®™ ;q=+/2m(Up — E)/12
°ox>L ; Wyx)= Tekh)
Vo(0)=v1(0)=14+R=A+8B
W5(0) = W1(0) = ik(1 — R) = q(B — A) = (1 — R) = —i(q/k)(B — A)
Ui(L)=Wy(L) = Ae "+ Bet =T
o Vi(L) = Wy(L) = g[-Ae™ 9 +Be%| = ikT = [-Ae " +Be™| = i(k/q) T
De las dos dltimas ecuaciones se obtiene
e 2Be™ = T[1+i(k/q)] = B= L[1+i(k/q)le %"
0 2Ae™ " = T[1—i(k/q)] = A= LT[l —i(k/q)le"
Pero de las dos primeras ecuaciones tenemos sumando
2= A[l+i(q/k)] + B[1 — i(g/k)] sustituyendo
o 2= J{[1 —i(k/@)l[L + i(a/K)]e™ +[1 +i(k/q)l[L - i(q/k)]e "}
o 2= J{[1 —i(k/q) +i(q/k) + 1]e™ +[L+i(k/q) — i(q/k) + 1]e” "}
o 2= J{[2+i(a/k — k/q)le™ +[2+i(k/q — q/k)le”"}
° 2= 7{2(e" +e ") +i(q/k — k/q)(e™ — e )}
@ 2= T{2cosh qL + i(q/k — k/q)sinh qL}
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Barrera de potencial, E < Up : continuacién

T =2/{2cosh qL + i(q/k — k/q)sinh qL}
| TP = 4/{4cosh? qL + (a/k — k/q)*sinl? L}
T2 = 4/ {4cosh® aL + (¢°/K* + K/ — 2)sink? oL}

o |T|? =4k*q?/{4q°K*cosh® qL + (" + k* — 2k*q®)sinh® qL}

o |T|? = 4k°¢%/{4q* K> cosh® qL + [(q° + Kk*)* — 4Kk>q?)]sinh® qL}
° |T|2 — 4k2q2/{4q2k2 + [(q2 + k2)2]sinh2 gl} =0 < \T\Q <1
o |[TP=0& E=0, y crece con E

4E(Up—E)

o Para E = Up = |T)P = i.e. decrece con Up y L?

uoLzm/zh )
o Pero si gL >> 1 tenemos que sinh>qL = {<-=2""}2 o £
2 4
16kq> —2qL
[CETIN

o La probabilidad de penetracién decrece exponencialmente

e Por tanto : |T|* ~

@ Mientras que clasicamente es nula pues i = 0 = g — c©
o k¥ =2mE/W?y ¢* =2m(Uy — E)/1W* = kK* + ¢* = 2mUo/* =
o |TJ? ~ 2EU=E) . ~2at
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Barrera de potencial, E < Up: ejemplos de 'tunneling’

o Clasicamente el atomo de N no puede moverse seglin el eje de simetria de
la molécula de NH3 hasta alcanzar la posicién simétrica respecto al plano
de los tres H debido a la barrera de potencial van der Waals de estos
ultimos

@ Cudnticamente puede hacerlo mediante efecto tiinel, de hecho la molécula
de NHs oscila con frecuencia de 10*° Hz

>
<
23
2 &\ Potential
© 4=
2E energy
3% barrier
o
o
______ / Y Ground
\[/ \I/ state
E energy

quilibrium
positions
0
Distance from plane of hydrogens
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Barrera de potencial, E < Up : mds ejemplos de 'tunneling’

@ En un ndcleo complejo, un par de protones y otro de neutrones puede
formar un agregado, un nicleo de He, que podra escapar del niicleo
original, atravesando la barrera repulsiva culombiana del resto de
nucleones mediante efecto tinel : nuclear o decay

@ ElI STM (scanning tunnel microscope) permite obtener 'imagenes’ de la
superficie de un material con resolucién 0.01 nm, Binnig-Rohrer 1986

Repulsive Coulomb
potential

Energy of alpha

particle

Attractive
nuclear potential

(a)

(b)

Path of

Electron
- cloud

surface
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0 x<0 ; Wo(x)=1le®™+Re ™ ; k=./2mE/h?
0 0< x< L;VWi(x)=Ae™ + Be ™ ;q=/2m(E — Up)/12
°ox>L ; Wyx)= Tekh)
Vo(0)=v1(0)=14+R=A+8B
W5(0) = Wi(0) = ik(1 — R) = iq(A— B) = (1 - R) = (a/k)(A— B)
V(L) = Wy(L) = Aet + Be ™ =T
o Vi(L) = Wy(L) = ig[Ae — Be™ ] = ikT = [Ae" " — Be™"] = (k/q)T
De las dos dltimas ecuaciones se obtiene
o 2Be™ = T[1— (k/q)] = B = L[1— (k/q)|e™
o 2467 = T[1+ (k/q)] = A= Z[1+ (k/q)le
Pero de las dos primeras ecuaciones tenemos sumando
2=A[1+ (q/k)] + B[1 — (g/k)] sustituyendo
o 2= J{[1+ (k/Q)l[L + (a/k)]e”"" +[1 — (k/q)I[L — (a/k)]e""}
o 2= J{[1+(k/q) + (q/k) +1]e " +[L — (k/q) — (q/k) + 1]e""}
o 2= {2+ (q/k + k/q)le”" +[2— (k/q + q/k)]e""}
© 2= 7{2(e" +e ) — (q/k + k/q) (e — ")}
@ 2= T{2cos qL — i(q/k + k/q)sin qL}
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Barrera de potencial, E > Uy : continuacion

T =2/{2cos qL — i(q/k + k/q)sin qL}

o |T|? =4/{4cos® gL+ (q/k + k/q)*sin* qL}

|T|> = 4/{4cos® gL + (¢°/ K> + k*/q* + 2)sin® qL}

|T|? = 4k*q?/{4q°k*cos® qL + (g* + k* +2k*q*)sin* qL}

|T|> = 4k*q?/{4q*k*cos® qL + (> + k*)?sin* gL}

TP = 4K2¢°/{4¢°K* + [(K* — ¢*)’]sin® L} = sy bt

La amplitud de la onda transmitida oscila : 0 < |T|> <1

|[TI? =1« gL = nm,n=0,1,2... véase figura para L\/2mUs /i = 7.

o
o 5 4E(E—Up)  _ 4E(E—Up)
@ Oscilaciones para |T|* acotadas entre TEE-Up)+ 2 — (E o) 1.
©SiE— U= qg—0=singl~qlL=|T] = U%qZL2 - "’1U0L2
JrAE(E—UO) I+ 2n2

I V
| ll uantum
| | \/ ;

|

classical
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Estados ligados

o Consideremos —Vp < E <0

o Vy(x)=Ae "™ ; k=+/2m|E|/h

Clasicamente particula sometida a potencial atractivo, como en el
problema de Kepler, atrapada en érbitas

Sea el potencial de la figura adjunta que divide OX en tres regiones:
l:x<—a ,ll:—a<x<aylll:x>a V

\U[(X) — Be" < -~ a .
een(x) = C - cos gx ; q° = 2m(—|E| + Vo) /2 !
Continuidad x = —a: Be™"® = C - cos qa ¥,

Con. derivada : Bke " = Cq - sin qa = k = q - tan qa = determino E
kKa=gqa-tanga=¢-tané=mn ;, siendoé=qa>0yn=ka>0

Como &2 + 7 = ~? puedo determinar E graficamente de las
intersecciones curva £tan & con primer cuadrante circunferencia radio ~.

_ 2mVOa

Anélogamente si elijo : W§(x) = D - sin gx = k = —q - cotan ga

Relaciones cuantificacién independientes de eleccién x = +a para
continuidad

THE END para examen Mayo
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Potencial V/(x) = Ad(x) con A <0
n d*V(x)
— o S+ M(W(x) = EV(x) (3)
e £E>0= k=+2mE/h= particula libre ¥V x
o U (x)=e"™ frem x <0y Wp(x)=te™ ; x>0=14+r=t=
o limeso [ — 2 [W/(€) —W(—e)]| + AW(0) = 0 = — K[t 14 ]+ At =0

_ 1 42 — 1 _ 1 12 — 1
ot—1+imT)\:>T—|t\ T T [ w2 = R=]|r| =
h<k n*i2 2h2E mx2

e E<0= k=+/2m|E|/h = particula confinada en x < 0 o bien x > 0
o Wi(x)=Ae"™ 1 x<0yWg(x)=Agre ™™ : x>0= A, =Ag
2 2
— W/ (e) — V(=€) + AW(0) =0 = —BE[-Ag — Al + AAL =0

_ wh? N T A ) G
._>\771>E7_2m7 2m R4 T T 2m2

R .
0 L L\ L T T T T T T T
A 01 2 3 4 5 65 7 8 9 10

E
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Pozo potencial finito : Emisién electrones inducida por un campo eléctrico

@ Estructura electrénica en metales : gas electrones libres dentro del metal

@ Modelo: V =0 dentro del metal 0 < x < Ly V =V > 0 para
x<0,x>1L
@ Despreciamos interaccion entre electrones

[ 2)\3/2 iy xTTX s Yy TY s npTz
0 Wy n.n, (F) = (§)“sin®F> sin=~ sin "=

2
_
°&mm—hﬁ +ny + nZ)

n(E) — 25pm 471'( V2mEL? )3

’ 80ct3 Th
@ Definicién : Energia de Fermi Er | n(EF) = N si tenemos N electrones en

2
el metal = Er = 2-(3n° )3/
@ A temperatura nula todos estados por debajo de EF ocupados y por
encima vacios

(\/W)3

w2

o Para extraer un electrén del metal debemos suministrarle una energia
W = Vp — EF, calentandolo o bien

@ Aplico campo eléctrico intensidad | de modo que V(x) = Vo —e-[-x

°oSiV(a)=Vo—e-l-x1=E=x=""F
@ Creo corriente superficie metal con
x _g)3/2
T o e 2 It /2m(V)—E)dx _ o—4v2m Go—B77
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La ecuacién de Klein-Gordon (1926)

o Ecuacién de Schrodinger no es invariante Lorentz
o Si en lugar de utilizar E = p2/2m empiezo con E? = p> + m* =

— 2 2 2
o (Q+m)d(Ft)=0 | O=2-2 -2 - % =90

o (O+ m?)®*(7,t) = 0 para la funcién de onda conjugada

0 22 _ o V20 4 mPP P =0

° ¢3;;‘;* — OV2P* + m*dd* =0
o (¢ %) V(¢ V- dVO*) =0

° % +V -j=0: Identificando términos ecuacién anterior =

0 p=i(d 2 — 927y y = (¢ VP — dVO¥)

o O(F, t) = Ae' (F-7=E1) o5 solucién a K-G para una particula libre

o p=2E|A? = Si E < 0 densidad de probabilidad no definida positiva!
o j=2plAP

o Def: j, = 2|APp, = 0,j" =
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La interpretacion de Feynman-Stiickelberg de los estados con E < 0

o Consideremos un electrén con energia E, impulso p'y carga —e
. — 2 —

o j*(e”) = —2¢|A[*(E, p)

o Consideremos ahora su antiparticula, i.e. un positrén, con el mismo
cuadrimomento pero carga +e
. 2 — 2 -

o j*(e") = 2e|Al’(E, p) = —2e|A]*(—E, —p)

@ Si E > 0 la corriente de un positrdn es la de un electrén con E <0 e
impulso —p

@ emision de un positrén con energia positiva es equivalente a la
absorcién de un electrén con energia negativa

o Esta identificacién es posible porque et = ¢ =/(=E)(=1)
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La ecuacién de Dirac (1928)

Dirac movido a deshacerse de soluciones K-G con energia negativa :
HV = (ad-p+ BmV

Los coeficientes (ai, 3) de requerir H*W = (5° + m*)¥ =

aioy + aja; =0, aif+ Pai =0, af =7 =1,i,j=1,2,3

Han de ser matrices pues si fueran niimeros reales conmutarian entre si

De hecho es facil demostrar que han de ser matrices de dimensién par,
hermiticas, sin traza y con autovalores +1

Ej:

tr(B8) = tr(ajaif) = —tr(aifai) = —tr(Baic) = —tr(B) = tr(8) =0
Las matrices de dimensionalidad mas baja que satisfacen estos requisitos
pueden escribirse (representacién de Dirac-Pauli):

o & . 1 o
O‘:[& 0}'5_[0 —/}

Siendo / la matriz unidad 2 x 2 y las & las matrices de Pauli:

fo1] . o -1 _[1 o0
MZA oo T o] ®T o -1
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La ecuacion de Dirac : continuacién

iﬁ% = —ipa - Vv + mW de multiplicar ecuacién original por 3
Definiendo
¥ = (B, B&) = (iv"0y — m)V = 0 <= cuatro ecuaciones diferenciales

Es facil probar que ~#~" 4+ yY~* = 2g"" siendo

1 0 0 O
W |0 -1 0 o0
€ 1o 0o -1 o
0 0 0 -1

Se tiene 7T = 7°9#4° y como 8, = (9/0t; V) & 8" = (8/dt; —V) =

ir° %‘f + in* g“’ mV = 0 = tomando hermitico:
T
at’yfl?gtk(’y)fmwfzo

Definamos el espinor adjunto W = W40 = 9, Uy* + m¥ =0
Multiplicando por W a la derecha : i(9,W)y*¥ + mbW =0
De iv"8,¥ — m¥ = 0 = jUy*9,¥ — mUW¥ =0

Sumando : 9, (VUy*V) = 0 = j* = UyHW

Nétese que p = jO = Uy°W = wiw =% |y, > 0!
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Spinores de Dirac para una particula libre

o (i"0, —mV =0=

o YO (iy" O — M)V = i3 (7' y* +4*9")0, 0,V — my 9,V =
ig" 0,0,V + im*V = (O + m?)¥ =0

Luego cada una de las cuatro componentes de W satisface K-G
Podremos por tanto buscar soluciones del tipo ¥ = u(p)e~"P>
Tendremos sustituyendo en la primera ecuacién : (y¥p, — m)u =10

Buscamos autoestados de la energia = Eu = (ap+ Sm)u =0

Simplificacién : tomemos particula en reposo

ml 0
Eu = {0 —ml}u

@ Luego hay cuatro soluciones independientes

1 0 0 0
o] _{1| _|o] _|oO
of '|o| "|1] "|O
0 0 0 1
@ Las dos primeras corresponden a E = m, las dos dltimas a E = —m,

conectadas por conjugacién de carga
@ Ecuacién Dirac no obvia existencia estados con E < 0 e introduce una
doble degeneracién : spin = 1/2
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Carl D. Anderson : descubrimiento positrén en 193
@ Anti-electrones predichos por P.A.M. Dirac en 1927
@ Anderson: Y+ N — N+ e e"
@ Primera observacién antiparticulas
@ Owen Chamberlain descubrién el antiprotén en pp — pppp en 1955
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Resumen

o Ecuacién de Schrédinger : ZFL; "d‘ﬁg 9 4 U(x)W(x) = EW(x)
o Densidad de probabilidad: P(x) = |W(x)]* = 7 v(x) [Pdx =1

e Valor esperado de f(x): [f(x)]av = 72 [W(x)|*f(x)dx
@ Potencial constante, E > Up :
V(x) = A-sin kx + B - cos kx ; k= +/2m(E — Up)/h?
@ Potencial con§tante, E </Uo :
V(x)=A-e"*+B-e " kK =./2m(Uy — E) /12

@ Pozo infinito : W,(x) = \/751n"’rX ; En= ;,%227” =123

@ Estado fundamental oscilador arménico: W(x) = (%)%e’(%/zmxz
o Energias estados oscilador arménico: E, = (n+ )hwo,n =0,1,2...

@ Escalén de potencial E > Uy
e Wo(x < 0) = A sin kox + B cos kox
e Wi(x > 0) = C sin kix + D cos kix
@ Escalén de potencial E < Uy

e Wo(x < 0) = A sin kox + B coskpx
o Vi(x >0) = Ceft* + D e~ fax
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