1 Espacios normados, métricos y Topologia

Durante todo este curso “espacio vectorial” querra decir “espacio vectorial real”, es decir que el
cuerpo de escalares sera siempre R.

Informalmente la palabra “espacio” quiere decir “conjunto con alguna estructura”’. El vacio @
si que es un conjunto, pero no se le pone ninguna estructura. Por lo tanto, a todos los tipos de
espacio que se definan se les exigira ser no vacios.

1.1 Espacios normados

La idea de un espacio normado es que se trata de un espacio vectorial en el que sabemos medir
longitudes de vectores. Empezamos con el ejemplo bésico.

1.1.1 Productos escalares

Definicion 1. Un producto escalar en un espacio vectorial V es una funcion de dos variables

() : VxV — R
(v,w) +— (v,w)

cumpliendo las siguientes condiciones:

1. Bilineal: lineal en la variable v cuando se congela el valor de w
y lineal en w cuando se congela el valor de v.

2. Simétrica: (v,w) = (w,v).
3. Definida positiva: (v,v) >0 para todo v # 0.

En el caso particular V = R", todos los productos escalares en R” vienen dados de la manera
siguiente:

x,y son vectores columna
A es una matriz simétrica definida positiva

(x,y) = ' Ay , donde {

Recordemos que una matriz simétrica A es definida positiva si cumple esto:
para todo = € R"\ {0} z'Az > 0.

El producto escalar estandar en R™ corresponde a la matriz identidad A = I,,, o sea

def
vy = aly = vy 4+ T -

1.1.2 Normas euclideas

Definicién 2. La longitud euclidea o norma euclidea asociada al producto escalar {-,-) es
la siguiente funcion:
V=R ol = Vv, = 0.

La norma euclidea estandar en R" es: ||(x1,...,7,)|| = /2% + -+ + 22.
Para todo producto escalar las siguientes propiedades son obvias:

1. |lv|l =0,

2. |v[ =0« wv=0,

3. Mol = [A[lvll;



y se les anaden otras dos, no tan obvias:
Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |(v,w)| < ||v]] ||w]|-
Desigualdad triangular: ||v + wl| < ||[v]| + [|w]].

Para efectuar geométricamente la suma de vectores v + w, podemos trasladar paralelamente w
hasta que su origen coincida con la punta de v, entonces v 4+ w une el origen de v con la punta
(trasladada) de w. Colocados asi, los tres vectores v, w y v + w son los lados de un tridngulo.
La desigualdad triangular se llama asi porque afirma que en cualquier tridngulo la longitud de
un lado no supera la suma de las longitudes de los otros dos lados.

Demostracién algebraica de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

La matriz de Gram de una sucesién de vectores vy, ..., v, es la “tabla de multiplicar”

G = [<Ui7vj>}1§z’,j§k ’
obviamente simétrica k x k. Tiene la siguiente propiedad:

v1,...,V; linealmente independientes =—> G es definida positiva = det G > 0.

Definida positiva. Si z # 0, entonces v = x1v1 + - - Vg # 0, luego 0 < vlv = z'Gux.
Determinante positivo. Como G es real simétrica, hay una base ortonormal {uy,...,u;} de
R* formada por autovectores de G. Si i, ..., A\, son los correspondientes autovalores, entonces

RF 5 2 = yyus 4+ +ypup, = 2'Gr = Myt+-+M\vp,
y estd claro que z'Gz > 0 para todo z # 0 si y s6lo si A1,...,A\r > 0, de donde
detG = A1--- A > 0.

Caso particular de dos vectores v, w:

_ | o) () e = (v,v)(w,w) — (v,w)> = [Jv]*|lw|* = |{v,w)*
6= | ot el | L e = b = o w)? = JolPl? - o0

Si v, w son linealmente independientes, es ||v]|?||w||? — [{(v,w)]? >0 y |(v,w)]| < |Jv| |Jw].
Si v, w son linealmente dependientes, es trivial ver que |(v,w)| = ||v]| ||w]].

Demostraciéon geométrica de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Supuestos v, w linealmente independientes, les aplicamos el proceso de Gram-Schmidt y llegamos
a una pareja ortonormal v, v9 vy nimeros ap, b, as tales que

v = avy , w = bvy+asvs , aj,az >0 , b cualquiera.
Entonces |(v,w)| = aq |b|, y también:

loll o]l = a1 /a3 + 82 > a1 VB = ar]b].

En el plano vectorial generado por v,w hemos tomado unos ejes ortogonales adaptados al
par v,w: el primer eje (el del vector v1) contiene al vector v.
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Demostracién algebraica de la desigualdad triangular

Como corolario de la desigualdad de Cauchy-Schwarz :
2
(0w, v+w) = (v,0) + (w,w) +2(v,w) < o>+ [w|?+ 2ol w] = (] +lw])”,

es decir |lv + w|? < (||lv]| + |Jw||)?. Tomando raices cuadradas, sale |v+w| < ||Jv| + ||w].

Demostracién geométrica de la desigualdad triangular
Es obvia si v + w = 0. Supongamos v + w # 0.

Observacion. Si xg es la proyeccion ortogonal de un vector x sobre cualquer subespacio vec-
torial, entonces ||xg|| < |||, es decir que las proyecciones ortogonales acortan longitudes (o las
dejan igual).

Sean v, wy las proyecciones ortogonales respectivas de v, w sobre la recta vectorial L = (v + w),
con lo cual v + w = vy + wy.
Mirando sélo L, vemos que la longitud euclidea de vy + wg es uno de los tres niimeros siguientes:

[voll + llwoll > [lvoll = llwoll » [lwoll = [lvoll ,

en todo caso, un valor menor o igual que ||v|| + |Jw]|.

1.1.3 Funciones homogéneas

Definiciones 3. Sea V un espacio vectorial de dimension no nula y sea f : V\ {0} — R una
funcién escalar (que puede estar definida o no en el vector nulo).
Para un k € Z, decimos que f es homogénea de grado k si

veV\{0}, N £0 = f(w) = M f(v).

Para un a € R (positivo, nulo o negativo) decimos que f es positivamente homogénea de
grado a si

veV\{0}, A >0 = f(lv) = X f(v).
Ejemplos homogéneos con V = R?:
flx,y) =523y% — 92ty +¢° |, k=5.
x
f(z,y) = S

f(‘ray): 3\,.%'3+y3 ; k=1.

Ejemplos positivamente homogéneos (pero no homogéneos):
flzy) = lz[+3ly] ,a=1

flz,y) =22 +9y? ,a=1/3.

yS

x2 + 12

, k=3

flz,y) = || +

, a=1.



Cuando el grado es positivo (entero o fraccionario) extendemos estas funciones al origen poniendo
f(0) = 0. Entonces el grafo de f es el siguiente subconjunto de VxR (de R**! cuando V = R"):

grafo (f) = {(z, f(z)) : 2 €V}.

Que f sea positivamente homogénea de grado 1 significa que su grafo es un cono:

una unién de semirrectas en V x R que salen del origen (0, 0).

Si g es homogénea de grado 1, su grafo es un cono simétrico respecto del origen:
una unién de rectas pasando por (0, 0).

La siguiente figura muestra a la izquierda el grafo de f(z,y) = 0'3x + y/22 + 32 y a la derecha

el grafo de g(z,y) = (1/3) /a3 — 3xy?

1.1.4 Normas en general

Definiciones 4. Sea V un espacio vectorial de dimension no nula. Una norma enV es cuaquier
funcion
-1 : VvV — R
vo— o
cumpliendo las siguientes condiciones:
[1]. |0]|=0 y [jv|| > 0 cuando v # 0.

h]. Positivamente homogénea de grado 1: X > 0= || \v| = \|v]|.

[
[
[

2]. Funcion par: || — vl = ||v].
3]. Desigualdad triangular: ||v + w| < [jv| + ||w]|.
Un espacio normado es un par (V,|| - ||) con V espacio vectorial y || - || norma en V.

Lo que esperamos de una norma es que es sirva para medir longitudes de vectores.
La propiedad [1] responde a dos ideas:

— No queremos longitudes negativas.

— Un buen criterio para saber si un vector es nulo es mirar si su longitud es nula.

Las propiedades [h] y [2] suelen juntarse en la férmula ||Av|| = |A|||v||, con lo que los axiomas
para normas suelen darse asi:

1. 0] =0 y |lv|| > 0 cuando v # 0.
2. Mol = [AHv]l-
3. v+ wl <ol + [Jwl].



1.1.5 Bolas y conjuntos acotados
Sea (V.|| - ||) un espacio normado.

Dado r > 0 (desigualdad estricta), la bola abierta de centro el origen y radio r es el
conjunto:
BO,r) = {veV:|v|<nr}.

Dado r > 0, la bola cerrada de centro el origen y radio r es el conjunto:

B0,r) = {veV:|v|<r}.

En particular, la bola cerrada de radio nulo B(0,0) es el conjunto {0}.

La bola unidad abierta es B(0,1).

La bola unidad cerrada es B(0,1). Su “cdscara” es el conjunto {v € V : |lv|]| = 1} de los
vectores unitarios para la norma || - ||.

Definicion 5. En un espacio normado V, un subconjunto EE C V es acotado si estd contenido
en alguna bola, es decir si E C B(0,r) para algin r > 0.

1.1.6 Descomposicion polar

Dado un espacio normado (V, || - ||), cada vector no nulo v € V '\ {0} tiene una factorizacién

A escalar positivo
w vector unitario

v = Aw con {
Esta factorizacién resulta ser tnica, vedmoslo. Se tiene que cumplir
loll = [Awll = Mwll = -1,
luego A = ||v|| es el tinico valor posible para A. La tnica solucién posible es, pues
A=l y w =2/,
que de hecho es solucién, porque H(U/HUH)H = (1/|lvIh]jv|l = 1.

Observaciones

(1) Esta factoriacién es valida para cualquier funcién || - || : V — R que cumpla los axiomas
1. y 2. de norma, no importa si cumple la desigualdad triangular o no.

2) Una funcién que cumpla los axiomas 1. y 2. de norma estd completamente determinada
q P y p
por su “bola unidad”. Sea z € V un vector cualquiera. Si x = 0, ya sabemos que ||z|| = 0.
Siz#0 y = Al es su descomposiciéon polar, entonces para t > 0 tenemos:

T A —
t< A = n ;w&B(O,l),

t>\N =

X J—
n w € B(0,1),

| >

es decir que el conjunto {t >0: % € E(O, 1) } es el intervalo [\, +00), quedando el

nimero ||z|| = A determinado como el extremo inferior de este intervalo:

|z|| = inf{¢t>0:2/t€B(0,1)} = min{t>0:z/t€ B(0,1)}.



1.1.7 Elipsoides sélidos

Definiciones 6. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Un subconjunto E C'V es un
elipsoide centrado en xg si existen una forma cuadrdtica Q : V — R definida positiva y un
a > 0 tales que

E={yeV:Quy-=z)=a} =z0+{zeV:Q@)=a}.

Un subconjunto B C V es un elipsoide sélido centrado en xg si existen una forma cuadrdtica
Q :V = R definida positiva y un a > 0 tales que

B={yeV:Qy—z9)<a} =z0+{zeV:Qx)<a}.

Si ||z|| = v/ {(x,z) es una norma euclidea en un espacio vectorial V, entonces las bolas cerradas

de radio positivo
E(O, 7’) = {mGV, (x, ) grz},

son elipsoides sdlidos centrados en el origen 0, porque Q(z) = (x,z) es una forma cuadrética
definida positiva.

Reciproco: si la bola unidad es un elipsoide sélido (centrado en 0), entonces la norma es
euclidea. Supongamos que la bola unidad de una norma | - || es un elipsoide sélido

{a Q(w)ga}:{x:lQ(x)Sl} .

a

Entonces la forma cuadratica (1/a)@ procede de un producto escalar (-,-) en V y la correspon-
diente norma euclidea || - ||’ tiene al elipsoide sélido { z : Q(z) < a} por bola unidad. Entonces
|-II=1 -1, porque la bola unidad determina la norma, y asi | - || es euclidea.

Esta observacién nos permite dar una infinidad de ejemplos de normas que no son euclideas. En
particular, es facil comprobar que las siguientes férmulas

def def
Izl = Jel+ 1yl @ ylle = max{la],lyl},

definen normas en R? cuyas bolas son cuadrados, luego estas normas no son euclideas.

Teorema 7. Una norma || - || es euclidea si y sélo si cumple la regla del paralelogramo:

2(l2)* + llyli*) = llz+yll* +llz —y|* . para cualesquiera z,y € V.

Corolario 8. Una norma es euclidea si y sélo si el corte de la bola unidad con cada subespacio
vectorial de dimension 2 es una elipse solida centrada en el origen.

Demostracion. Si cumple esa condicién de corte, entonces en cada subespacio bidimensional
cumple la regla del paralelogramo. Pero entonces la cumple siempre, porque dicha regla involucra
sélo cuatro vectores: x, y, r+y, x—y, que estdn metidos en algin subespacio con dim < 2. [J



1.2 Las normas p en R"

Definiciones 9. Sea 1 < p < co. La norma p en R" es la funcion || - ||, : R® — R definida de
la siguiente manera:

1
n p
@,y = | D layl”
Jj=1
. . . o1
Dos numeros 1 < p,q < 0o son exponentes conjugados si cumplen la ecuacion —+ — = 1.

p q

La ecuacién (1/p) + (1/q) = 1 se transforma facilmente en (p — 1)(¢ — 1) = 1 y, por lo tanto,
define una curva en el plano pg que es el resultado de trasladar una unidad hacia la derecha y
una unidad hacia arriba la rama de hipérbola {pq = 1,p > 0,q > 0}.

q

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

La aplicaciéon que lleva un exponente a su conjugado es una biyeccién decreciente del intervalo
(1,00) consigo mismo:

cuando p tiende a 1, su conjugado tiende a co; cuando p tiende a co, su conjugado tiende a 1.

El exponente p = 2 es el inico que es conjugado de si mismo.

1.2.1 Convexidad

Definiciones 10. Dados z,y € V, denotamos por [z,y] = {(1 =Nz + Ay : 0 < XA < 1} el
segmento rectilineo cuyos extremos son x,y.
Un subconjunto E C'V es convexo si siempre que x,y € E se tiene [z,y] C E.

La siguiente figura muestra dos conjuntos convexos en el plano R?. También muestra los seg-
mentos rectilineos uniendo algunos pares de puntos.

Y ahora mostramos un subconjunto del plano que no es convexo, porque vemos que el segmento
rectilineo que une un par particular de puntos se sale del conjunto.

Intuitivamente, un conjunto convexo es el que no tiene ninguna “bahia”: visto desde afuera, es
“saliente por todas partes”. Los subconjuntos convexos de la recta son los intervalos.



Definiciones 11. Sean E CV conjunto convexo no vacio y f: E — R. Decimos que f es una
funcién convexa si cumple:

Andlogamente decimos que f es una funcién céncava si cumple:
nye B, Ae0,1] — f((1-Na+Ay) = (1-A) f@)+Af().

Para una funcién convexa f de una variable, las cuerdas del grafo {(ac, f (1:)) rx el } quedan
por encima de él o forman parte de él. Para una funcién coéncava, las cuerdas del grafo quedan
por debajo de él o forman parte de él.

Veamos, con una figura, que la condiciéon de cuerdas por encima es equivalente a las desigual-
dades (1).

La funcién f(z) estd definida en un intevalo I C R. Elegimos tres valores x1,29 € I y A € [0, 1].
El valor x = (1 — A)z1 + Ax2 es intermedio enre x; y z3. Los puntos correspondientes sobre el
grafo son

Ay = (21, f(x1)) , A= (2, f(®) , A = (z2, f(22)) .
Con este mismo A, definimos el punto B = (1 — A\)A; + AAa € [A;, Ag]. El siguiente célculo

B = (1=2) (o1, fln) + A (@2, f22)) = (L= Nar+Aza, (1= N f(21) +Af(@2) ) |
muestra que B tiene la misma abscisa que A:

B = (z,y(x)) , con y(x) = (1—=AN)f(x1)+Af(22).

Que el segmento rectilineo [A;, As] esté por encima del grafo equivale a que para cada z, inter-
medio entre 1 y x9, el punto B = (:c,y(x)) esté por encima del punto A = (:E, f(x)) (lo cual
se indica en la figura por un segmento vertical rojo). Es decir, que para cualesquiera xj,z9 € I
y A € [0,1] se tenga

r=(1-Nr+Ar2 = f(z) < ylx) = (1-A)f(z1) +Af(22),

que es lo mismo que la desigualdad (1).



Teorema 12. Sean I C R un intervalo y f: 1 — R una funcion derivable en todo punto de I.
Si la derivada f' es mondtona no decreciente, entonces f es convera. Si f' es mondtona no
creciente, entonces f es concava. ]

2

Ejemplos: z° es convexa en I = R, mientras que logx es céncava en I = (0, +00).

La siguiente figura muestra el grafo (en R?) de una funcién convexa f(z,y) definida en una
regién convexa F del plano xy.

z=f(x,y)

Sean A,B € E, y sea I C E el segmento rectilineo I = [A, B]. Las verticales que pasan
por I cortan a la superficie grafo {z = f(z,y)} en una curva C = {(p, f(p)) : p € I}. Si
A = (A,f(A)) y B = (B,f(B)) son los extremos de C, entonces el segmento rectilineo
I' = [A’, B] queda por encima de la curva C, es decir que para todo A € [0, 1] se tiene

(1=Nf(A)+Af(B) > f(1-=XNA+AB).

Por lo tanto, el segmento I’ queda por encima de todo el grafo de f, ya que estd en la vertical
de la curva C. Podemos, pues, expresar la convexidad de f(z,y) diciendo que, dado cuaquier
par A’, B' de puntos del grafo, el segmento [A’, B'] queda por encima de dicho grafo.

Definiciones 13. Sean un conjunto mo vacio E y una funcion f: E — R. FEl subgrafo de f
es el siguiente subonjunto de E x R:

{(py e ExR :y < f(p)}

El supergrafo de f es este otro conjunto:

{(py) e ExR 1y > f(p)} \

N

Ejercicio 14. Sean E C R" convexo y f : E — R. Demuestra que f es convexa si y sélo si
el supergrafo de f es un conjunto convexo en R"t1. Demuestra que f es céncava si y sélo si el
subgrafo de f es un conjunto convero en R™t1.

Ejercicio 15. Sean E C R"™ convexo y f: E — R convexa. Demuestra que para todo ¢ € R el
subnivel {p el : f(p) < c} es 0 vacio o un conjunto convexo en R™.
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1.2.2 Desigualdades de Young y Holder

Teorema 16. Dados exponentes conjugados p,q, se cumplen las desigualdades siguientes:

X
Desigualdad de Young: a,b > 0= ab < a + —.
p q

Desigualdad de Holder: z,y € R" = |z - y| < ||z, ||yllq-

La desigualdad de Young con p = 2 nos da Va?b? < % + %, es decir la desigualdad aritmético-
geométrica /Ty < xQﬂ con (z,y) = (a?,b?) nimeros positivos cualesquiera.

La norma || - ||2 es la norma euclidea estandar en R™ y la desigualdad de Holder con p = 2 es la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

1
€[0,1], de donde 1 — X\ = —.

Demostracion de la desigualdad de Young. Hacemos A = —
q p

Como log x es una funcién concava, si a,b > 0 tenemos:
a? b 1 1
log| —+ — | > — log(a?) 4+ — log(b?) = loga +logb = log(ab) ,
p q p q

y, tomando exponenciales, sale la desigualdad de Young. Si a =0 o b= 0, es evidente.

Demostracion de la desigualdad de Holder. Es obvia cuando x = 0 o y = 0. Para x # 0 # y,
tomamos las descomposiciones polares z = ||z||, @ e y = ||yl B, con |lafl, =1 = ||B||4, lo que
convierte la desigualdad de Holder en ||z||,|lyllq | - B] < ||z]lpllyll4. Basta, pues, con demostrar
lo siquiente:

lally =1 =16llq = le-B] < 1. (2)

Sia= (o, ,an) y B=(P1,-.-,0n), aplicamos la desigualdad de Young a cada producto
|ajB;] y obtenemos:

n n n n
1 1 1 1
a8l = Y asi| < Yl £ oDl b YIBIT = S o1t = 1,
= = P 4= P q
lo que demuestra (2) y, por lo explicado, la desigualdad de Holder en general. ]

1.2.3 Desigualdad de Minkowski

Dicha desigualdad dice que para 1 < p < oo y z,y € R" se verifica:

Iz +yllp < Nzl + [yl -

Como es facil ver que esto también se cumple para p = 1, resulta que las normas p son todas
ellas verdaderas normas en R".

Teorema 17. (Hermann Minkowski). Sea || - || una funcién en V que cumple los axiomas
1. y 2. de las normas. Entonces || - || cumple la desigualdad triangular si y sdlo si el conjunto
{z € V:|z|| <1} es convezo. O

Demostracion. Si || - || es una norma, entonces es facil comprobar que es una funcién convexa y,
por el ejercicio 15, la bola unidad {v : ||v]| < 1} es convexa.

Suponiendo ahora que || - | cumple los axiomas 1. y 2. de las normas y que el conjunto
{v 1 ||lv|]| £ 1} es convexo, vamos a ver que ||z + y|| < ||z|| + [|y||. Esto dltimo es obvio si z = 0
osi y=0. Siz#0 # vy, tomamos las descomposiciones polares

a= |z { b=yl
T = ax = bp
{ laj=1 7Y 18] =1
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b
Por otra parte, dado el nimero A = —— € [0, 1] se tiene 1 —\ = e Como «, 8 pertencen
a

a+
al conjunto convexo {v : ||v|| < 1}, se tiene (1 — N)a+ A3 € {v : ||v|| < 1}, es decir,

|
aa+bﬂ
a+b

a

a+ba+

1> (1= Nat A8 = H beBH _

24y _ llo+yl
a+b a+b

)

en definitiva ||z + y|| < a+b = [[z] + [y =

Vamos a demostrar la desigualdad de Minkowski a partir de este teorema. Como p > 1, la
funcién f(t) = |t|P es convexa. Se sigue que la siguiente funcién también es convexa:

9@, zn) = |fP 4t P = ]
En efecto, para cualesquiera x,y € R™ y A € [0, 1] se cumple:

g((L=Nz+Ay) = g(ﬂ—Aﬁn+Aw,.“, O—Amn+Mm)§§

FOA =Nz 4+ Ay ) + +f(( Ny + Ayn ) <

< (A=) fe) + A ) + -+ (L= A) f(zn) + A (yn) =

= (1= [f@@)+ ---+f(:vn>]+A[f(y1)+---+f(yn)] =

= (1=XNg(z) + Ag(y) -
Entonces el conjunto {x € R" : g(z) < 1} = {x € R" : ||z]|, < 1} es convexo por el ejercicio 15
y, por el teorema 17, la funcién || - ||, cumple la desigualdad triangular.

Otra demostracion de la desigualdad de Minkowski. Dados © = (z1,...,2n) € ¥y = (Y1,---,Yn),
definimos los siguientes vectores:

/

2= (lzly-lzal) oy =l lval) 2 = (e w7l )
Empezamos con la siguiente estimacién:

lz+ylp = Z’% +y;lP < Z 2 + |y |2 + g~ = 2’24y 2,
7j=1

aplicamos la desigualdad de Hélder:
o zty 2 <l llzllg + 1Y lp ll2llg

y comprobamos que |z||, = ||z 4+ |5~ (aqui se usa la férmula ¢ = p/(p — 1) ). Como es obvio
que [[2'[l, = [lzll, y que [[¥'[lp = [[yllp, Negamos a:

e+ yll} < (Il + lyllp) o+ lp ™"

Si x +y # 0, dividimos por ||z + y||£71 y ya estd. Si x +y = 0 la desigualdad de Minkowski es
obvia.

1.2.4 Mas sobre las normas p

Mostramos a continuacién dibujos de la bola unidad {v € R? : ||v||, < 1} para los valores (de
izquierda a derecha) p=1,p=13,p=2 y p=2'T:

VEORORO
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Por supuesto, todas son subconjuntos convexos del plano. Ahora mostramos esas mismas bolas
superpuestas, y, en linea de trazos, la “forma limite” a la que tienden cuando p — oo:

La bola aumenta en todas las direcciones a medida que p aumenta, excepto en las direcciones
de los ejes coordenados. Esto se debe a una disminucién mondétona del valor de la norma:

Proposicion 18. Fijado un vector vg € R™ que no esté en los ejes coordenados, el nimero
llvollp es funcion estrictamente decreciente de p. Si por el contrario vy estd en uno de los ejes
coordenados, entonces ||vo||, no depende de p.

En ambos casos p — ||vo||, es una funcién monétona y tiene un limite finito (y no negativo)
cuando p — oco. Es facil demostrar que:

Jin [|(z1,-- o zn)llp = max(lzal,... f2n]) -
Este resultado define una norma en R”, que denotamos || - ||« y de manera natural llamamos
“norma infinito” en R™:
(1, 2z)lloo % max |z .
5 s Ln)|loco 1255 j

La bola unidad de || || s [~1,1]" C R™. Cuando n = 2, es el cuadrado limite mostrado arriba.

Los dibujos que hemos mostrado en el plano son las intersecciones con el plano x1x2 de las bolas
unidad de la norma p en R™. Es facil demostrar que no son elipses sélidas, excepto para n = 2,

luego sélo la bola unidad de || - ||2 es un elipsoide sélido en R™:

De todas las normas || - ||, en R”, solamente la || - ||2 es euclidea.
. » ? ’ n P 1/p s .
(Por qué p > 17 Cuando 0 < p < 1, la férmula ¢, (z1,...,2,) = [ijl | } todavia tiene

sentido y la funcién ¢y (z) asi definida cumple los axiomas 1. y 2. de las normas; pero no cumple
la desigualdad triangular. Por ejemplo, para n =2 y p=1/2 la “bola” {z : ¢;/5(z) < 1} tiene
la siguiente forma no convexa:
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1.3 Normas de operador

Cuando vemos R™" como el espacio de las aplicaciones lineales de R™ a R™, se distinguen en él
unas normas que van a sernos especialmente utiles. Son las que definimos aqui.

Definicién 19. Sean (V.| - |lv), (W,| - ||w) espacios normados. Para todo r > 0 definimos las
bolas

By(0,r) = {zeV:|z]v <r} , BwO,r) = {zeW: |z|w <r}.

Llamamos aplicacién lineal acotada de (V, | - HV) a (W[ -|lw) a cualquier aplicacion
lineal L :V — W tal que el conjunto imagen L( By(0,1)) es acotado en (W, || - |lw). Es decir,
que existe una constante M > 0 tal que

El conjunto de las aplicaciones lineales acotadas se denota por L((V, |- [lv), (W, - [lw)) o,

cuando no hay duda de cuales son las normas, por £(V, W).
La férmula (3) equivale a ||z|v < 1 = ||L(2)||lw < M.

Lema. Dados una aplicacién Lineal L : V — W y un nimero M > 0, son equivalentes
[z]lv <1 = |[L(z)[w < M.
[wllv =1 = [[L(w)|lw < M.

3. Se tiene ||L(x)|lw < M ||z||y para todo z € V.

Demostracién. Es evidente que 1. implica 2., porque ||w|y =1 = |wl|lv < 1.
Supongamos que se cumple 2. y veamos que entonces se cumple 3. Es trivial para x = 0, porque

ILO)[lw = [O]lw = 0 = MO0 = M|O]v .

Para cada x € V '\ {0} tenemos una descomposicién polar z = ||z||y w, con ||w|y = 1. Entonces
IL@)w = [[L(lzllvw) |y = [[lzlv L)y = lzlv][Zw)]y < lelvd.
Finalmente, es trivial ver que 3. implica 1. O
El lema nos dice que si L es lineal acotada entonces los tres niimeros siguientes son iguales:

— la minima cota superior para { ||L(x)|w : ||z|lv <1},
— la minima cota superior para { [|[L(w)|lw : ||w|lv =1},
— la minima constante M > 0 tal que ||L(v)|lw < M ||v||y para todo v € V.

Definicién 20. Dada L : (V,|| - |lv) = (W, | - |lw) lineal acotada, su norma de operador
(respecto de las normas de vectores || - ||v y || - |lw) es el nimero:

1L = sup{ |IL(v)[lw : [lv]lv <1} = sup{|[L(w)]w : lwllv =1} .

El numero || L|| verifica (omitidos subindices):
L) < IL[Hvll - para todo v eV, (4)

y no hay ninguna constante M menor que ||L|| que nos dé || L(v)| < M||v|| para todo v € V.
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Proposicién 21. El conjunto L(V, W) es cerrado para la suma y producto por constante, por
lo tanto es un espacio vectorial. La norma de operador es, efectivamente, una norma en este
espacio vectorial.

Dados tres espacios normados Vi1,Va, Vs vy aplicaciones Vi L, Vo L2, V3 lineales acotadas, la
compuesta Ly o L1 : Vi — V3 es lineal acotada y se verifica:

Lo o Ll < [[Lal [[La]l - (5)
Ejercicio 22. Demuestra esta proposicion.

Teorema 23. 51V y W tienen dimensiones finitas, entonces toda aplicacion lineal V. — W es
acotada respecto de cualquier par de normas que demos a V. .y W.

Demostraremos este teorema mas adelante. De momento, lo vamos a utilizar.

Supongamos elegidas normas en tres espacios numéricos: (R™, || - [|'), R™, || - [|), R, || - ") v
sean dadas matrices A € Mgy (R), B € My,xn(R). Podemos verlas como operadores:

n B m A
R (1) = @™, 1 11") == ®REI-17)

con lo cual cada una tiene su norma de operador (respecto de las correspondientes normas de
vectores). Ademds existe el producto AB y podemos verlo como un operador

AB (R |- 1) = @5 -1") -

Entonces:
[AB|| < [[A][[[B] . (6)

Esta desigualdad es lo que hace ttiles las normas de operador: la mayoria de las normas que
podemos definir en los espacios de matrices no cumplen (6).

Si fijamos una norma || - || en R y consideramos las matrices n X n como operadores
(R D) = R (111

utilizando la misma norma de vectores en salida y en llegada, queda definida una norma de
operador para las matrices n X n que cumple lo siguiente:

[A1Az - Asll < [JAwf [ Azl -- - [[As]]

y también cumple ||I,|| = 1, lo que refuerza la idea de que es una norma especial.

1.3.1 Elipsoides y norma de operador

Para A matriz invertible n x n, y suponiendo que tanto en salida como en llegada tenemos la

norma euclidea estandar
A (RY | l2) = R™ [ [l2)

vamos a calcular la norma de operador ||A|| explicitamente.

Lema 24. Cuando A es invertible, la imagen A - B(0,1) de la bola unidad estdndar es un
elipsoide sélido (centrado en el origen).

Demostracién. Como A es invertible existe la inversa B = A~!. Entonces:
v€A-B(0,1) <= Bvec B(0,1) — |Bv]|<1 < 1> ||Bv||2 = (Bv)t(Bv) = vt(BtB)v )

Al ser B invertible, la matriz simétrica B'B es definida positiva. Por lo tanto, el conjunto
{v: v} (B!'B)v < 1} es un elipsoide sélido, centrado en el origen, que coincide con A-B(0,1). [
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La norma de operador ||A]| es el minimo radio M tal que la bola estandar B(0, M) contiene
al elipsoide sélido E = A - B(0,1). Este radio coincide con el valor del semieje principal
maximo de E.

Vamos a hallar los semiejes principales de E y a demostrar que, efectivamente, el mayor de ellos
es igual a || A]|.

La matriz B! B es simétrica y definida positiva, por lo tanto existe una base ortonormal {u1, . .., u,}
de R™ que diagonaliza B'B con autovalores reales positivos 0 < 11 < g < -+ < fin,.

Escribiendo el vector general v en esa base ortonormal, obtenemos:

v o= yur+ o+ Y, = V(B'B)o = iyt ++ pnys > mlol3

Deducimos que ||v]|3 < (1/u1) v!(B!B)v, luego si v!(B!B)v < 1 entonces ||l < 1/1/p1. Esto

demuestra que E C B(0, \/1/u1 ).

Por otra parte, el vector vg = /1/p1u; estd en E y tiene ||vo|l2 = v/1/u1. Concluimos que el
minimo radio M tal que E C B(0, M) es \/1/u1, es decir que ||A| = v/1/p1.

De la sigiente equivalencia

2 2
Yyiur o Ypun €EE = 1>yt oyt = (1/'73/7) +---+<1/3\/ZT) , (7)
n

deducimos que E es un elipsoide sélido cuyos semiejes principales miden

V1 < V1/pp1 < - < V1,

con direcciones respectivas las de las rectas generadas por uq,...,u,. Queda visto que ||A| =
\/1/u1 es el mayor de estos semiejes principales, tal como habiamos afirmado.

La matriz B'B es la inversa de la matriz AA?, luego los autovalores de AA? son:

M=1/pr, de=1/pa, ooy Mg =1/,

y la férmula (7) podemos escribirla asi:

2 2
U Yn
U+ +yu, €L = (——=| +-+(——=] < 1.
Yiuy YnlUn <)\1> <)\n> =

Visto asi, los semiejes principales /A, < v/ An—1 < --- < /A1 son las raices cuadradas de los

autovalores de AA!. La norma [|A|| = \/1/u1 = VA1 es la la rafz cuadrada del mayor de los
autovalores de AA®.

Observacién. De la igualdad A~1(AA)A = A'A se deduce que las matrices AA! y A'A,
aunque suelen ser distintas, tienen los mismos autovalores.

Proposicién 25. Si A es una matriz cuadrada invertible, entonces su norma como operador de
®R™ |- ll2) @ R, | -||2) viene dada por ||A|| = VX, donde X es, indistintamente, el mdzimo
autovalor de AA' o de A'A.
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1.4 Espacios métricos y Topologia

Las estructuras que vamos a definir aqui no sélo tienen sentido en espacios vectoriales, sino
también en subconjuntos cualesquiera de un R™, que pueden no parecerse en nada a un espacio
vectorial.

1.4.1 Funciones distancia

Definiciones 26. Sea X un conjunto no vacio. Una distancia o métrica en X es cualquier
funcion
d : XxX — R
(x,y) +—— d(z,y)

que cumpla las siguientes condiciones para cualesquiera x,y,z € X:

distl. d(z,y) >0 y d(z,y) =0<=z =y.

dist2. d(z,y) = d(y,x).

dist3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Un espacio métrico es un par (X,d) formado por un conjunto X y una distancia d en X.

La propiedad dist1 significa que no queremos distancias negativas y que un buen criterio de
igualdad para dos puntos es ver si estan a distancia nula. La propiedad dist2 se llama simetria.
La propiedad dist3 se llama desigualdad triangular (para distancias).

Decir que el espacio métrico es el par (X,d) significa, en particular, que si mantenemos el
conjunto X pero cambiamos de una distancia a otra entonces tenemos otro espacio métrico.

Distancia procedente de una norma. Si (V.|| -||) es un espacio normado, podemos hallar
la distancia entre dos puntos midiendo la longitud del vector que los une:

d(v,w) = |[v—w]| , para cualesquiera v,w €V . (8)
Esto, efectivamente, define una distancia:
— d cumple dist1 porque |[v —w|| >0 y |[v —w|| =0 <= v—w =0.
— d cumple dist2 porque ||[v —w|| = ||(=1)(v — w)|| = [Jw — v||.
— d cumple dist3 porque |[u —w|| = ||lu —v+v—w| < |Ju—v| + ||[v—w].

Advertencias. (1) Las condiciones dist1, dist2 y dist3 tienen sentido en cualquier conjunto
X # O, sin necesidad de que tenga estructura de espacio vectorial o de cualquier otro tipo. Por
ejemplo, si || - || es una norma en R" y E C R™ es cualquier subconjunto no vacio, entonces
tenemos una distancia dg definida en E de la manera siguiente:

dp(p.q) = llp—qll . para pgeE. (9)
(2) Incluso en el caso en que X es un espacio vectorial, pueden darse en él muchas distancias
que no vengan de ninguna norma. Damos ejemplos de esto en el apartado 1.4.2.
1.4.2 Bolas métricas

Definiciones 27. Sean (X,d) un espacio métrico y xy € X un punto suyo. La bola abierta
con centro xg € X y radio r > 0 es el conjunto

By(zo,7) = {w € X : d(z,m0) <7} .
La bola cerrada con centro g y radio r > 0 es el conjunto
By(zo,r) = {z € X : d(z,z0) <1} .

Cuando no hay duda de cudl es la funcion distancia, se omite el subindice d.
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Nétese que en la definicién de bola cerrada permitimos el valor 7 = 0, siendo B(z¢,0) = {z0}.

Para que una distancia d en un espacio vectorial V venga de una norma segun la férmula (8),
debe cumplir una serie de condiciones (no las vamos a enumerar todas). Una condicién es que
bolas de un mismo radio r sean trasladadas unas de otras:

si p=po+v, entonces B(p,r) = v+ B(po,7) def {v +q : q€ B(po,7) } )
Veamos un ejemplo de una distancia en V = R? que no cumple esto. Dada la biyeccién
p:R? — R? , p(xy) = (2°,2y),
y la norma || - || = || - |0, definimos:

d(p,q) = lle@) — (@] - (10)

Es inmediato comprobar que d es una distancia, y que sus bolas de radio 1 vienen dadas por

B((z,y),1) = [{’/a??’—l , \3/3:3+1] X {y—é,y—i—i] )

En particular, las bolas de radio 1 centradas respectivamente en los puntos (1,0), (2,0),(3,0)
son, aproximadamente,

11
272

11

/ / / - = ! / _1}
[0,126}><{ ] , [191,208]><[ 2,2] , [296,304]><[ 2,2],

y se ve en la siguiente figura que no son trasladadas unas de otras

0 |
I

luego esta distancia no procede de ninguna norma.

Otra condicidén, necesaria para que la distancia se construya por la férmula (8), es que las bolas
sean conjuntos convexos. Si en la férmula (10) dejamos || - || = || - ||« pero cambiamos ¢ a esta
otra biyeccién

oz, y) = (z/A+v),y),

entonces queda definida en R? una distancia cuyas bolas no son convexas. Por ejemplo, la bola
B((0,0),1) tiene la siguiente forma:

Si (X, d) es cualquier espacio métrico, podemos darle otra distancia d’ definida asf:

d(z,y) = min{d(z,y),1}. (11)

Con esta distancia es By (z,1) = X paratodoz € X. Si X = Vesun espacio vectorial, entonces
para distancias definidas por la férmula (8) o por la férmula (10) se tiene B(x,1) # V. Luego
d' no procede de ninguna norma, ni por la férmula (8) ni por la férmula (10).
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1.4.3 Conjuntos acotados

Definicion 28. Un subconjunto E C X es acotado si estd contenido en alguna bola, es decir
st E C B(xg,r) para algin punto xo € X y algin radio r > 0.

A partir de la desigualdad triangular se deduce facilmente que para todo x € X se tiene
B(wg,7) C E(:U, r—+ d(x,xo)) ,

luego un subconjunto acotado esta contenido en bolas centradas en cualquier punto r € X.

1.4.4 Abiertos y cerrados

Definicién 29. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto U C X es abierto (para la
distancia d) si se cumple:

x €U = existeun r >0 tal que B(z,r) CU .

Dado un punto xg € X, un entorno de xg es cualquier abierto U tal que xqg € U. Dado un
subconjunto 2 C X, un entorno de E es cualquier abierto U tal que E C U.

Un subconjunto E C X es cerrado si su complemento X \ E es abierto. De manera equivalente,
los cerrados son los complementos de los abiertos.

Recordemos que en Matematicas una implicacién A = B se considera verdadera cuando la
premisa A es falsa. Por lo tanto al vacio @ C X lo consideramos abierto. El total X es
claramente un abierto en (X, d). Tanto @ como X son también cerrados, porque cada uno es el
complementario del otro.

Es con frecuencia til considerar a un abierto U C R™ como un conjunto en el que es cdmodo es-
tar, porque dado cualquier punto x € U podemos desplazarnos al menos una pequena distancia r
en cualquier direccion sin salirnos de U.

En la recta real, con la distancia d(x,y) = |z — y|, el intervalo (0, 1) es abierto, el intervalo [0, 1]
es cerrado y [0,1) no es ni abierto ni cerrado. Los subconjuntos de un espacio métrico no son
“puertas”: pueden no ser ni abiertos ni cerrados. De hecho, tanto los abiertos como los cerrados
son subconjuntos muy especiales: la inmensa mayoria de los subconjuntos no son de ninguno de
esos dos tipos.

Proposicién 30. Las bolas abiertas B(xg,r) son todas conjuntos abiertos.
En consecuencia, una bola abierta es entorno de todos sus puntos.

Demostracién. Dado x € B(xg,r), se define un niimero positivo ' > 0 por la igualdad r’ =
r —d(z,x0). El siguiente dibujo, que representa esa situacién en el plano euclideo, sirve para
guiar nuestra intuicién pero no es una demostracion, ya que hemos visto que las bolas métricas
pueden tener formas extranas.

Para probar que, sea cual sea el espacio métrico, se cumple B(z,7’) C B(xg,r), razonamos asf:

y € B(x,7") <= d(z,y) <7 = d(z0,y) ; d(zo,z) +d(x,y) < d(xg,x)+7" = 7,

donde se ha marcado con * el lugar donde se usa la desigualdad triangular. Esto prueba que
y € B(z,r") = y € B(xo,r), es decir B(z,7") C B(zo,r).
Observa: como hemos usado la desigualdad triangular para acotar distancias por arriba. [
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Proposicién 31. Las bolas cerradas B(xg,7), con r > 0, son subconjuntos cerrados.
Demostracion. Hay que demostrar que el complemento
X\ B(zg,r) = {z € X : d(zo,x) >r},

es un abierto: para cada z con d(z,xo) > r hay que hallar un 7" > 0 tal que la bola abierta
B(x,r") esté toda ella contenida en X \ B(xp,r). Dado un tal x, se define un nimero positivo
r’ > 0 por la férmula ' = d(zg,z) — r. El siguiente dibujo muestra esa situacién en el plano
euclideo:

y sugiere que, con la definicién que hemos dado de 7/, se tiene B(z,r") C X \ B(xq, ). Insistimos
en que el dibujo guia nuestra intuicién pero no es una demostracion.

Sea y € B(x,r'). Razonamos de la manera siguiente, usando la simetria y la desigualdad
triangular:

d(z,y) <r' = d(zo,z) < d(z0,y)+d(y,z) < d(zo,y)+r" = r = d(zo,z)—r" < d(x0,y) .

en definitiva:
d(l‘,y) < 7"/ = d(l‘o,y) > T,

es decir B(x,7") C X \ B(zo,7), como se queria demostrar.

Observa: como ahora hemos usado la desigualdad triangular para acotar distancias por abajo.
O

Proposicién 32. Fijamos un espacio métrico (X,d).
1. La union (finita o infinita) de abiertos produce un abierto.
2. La interseccion finita de abiertos produce un abierto.
Como consecuencia, son cerrados:
1. La interseccion finita o infinita de cerrados,
2. La union finita de cerrados.

Demostracion. Sea (U;);cr una familia de abiertos de (X, d), con el conjunto de indices I finito

o infinito, y U = |J U;. Por definicién de unién, dado x € U existe un ig € I con =z € U;,. Al
i€l
ser U;, un abierto, existe un 7 > 0 tal que

B(ﬂf,r) c Uio - Ua

y queda visto que U es un abierto.
Para demostrar que la interseccién finita de abiertos es abierta, es suficiente demostrarlo para
la interseccion de dos. Sean, pues Uy, Uy abiertos en (X, d). Si x € Uy NUs entonces z € Uy y
x € Us, luego existen radios r1,72 > 0 con B(z,r1) C Uy y B(x,r2) C Us. Sir = min{ry,ra},
entonces:

r>0 , B(x,r)CU; , B(x,r)CUs,

luego B(xz,r) C Uy NUs. Esto prueba que Uy N Uy es un abierto de (X, d) O
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Proposicién 33. Dado un espacio métrico (X,d), un subconjunto U C X es un abierto si y
solo si es una union de bolas abiertas.

Demostracion. Ya hemos visto que las bolas abiertas son abiertos y que la unién de abiertos
es abierta. Sea ahora U un abierto cualquiera y para cada x € U elijamos un r, > 0 tal que
B(z,r3) C U. Esto da lugar a una familia de bolas abiertas (B(xz, 7)) con U como conjunto
de indices. Entonces:

zelU

U= |J{«} € UB@mn) CU,
zelU zelU

donde la dltima inclusién se debe a que cada B(z, ) estd contenidaen U. AsiU = |J B(x,rs).
zelU
O

1.4.5 Abiertos y cerrados relativos

Sean (X, d) un espacio métrico e Y C X un subconjunto no vacio. La restricciéon dy = d|y xy
es una distancia en Y que produce el nuevo espacio métrico (Y, dy).

Teorema-definiciéon 34. Un subconjunto V C Y es un abierto relativo de Y si es abierto
en (Y,dy). Esto equivale a V =Y NU para algin U abierto en (X,d).

Un subconjunto ' C'Y es cerrado relativo de Y si es un cerrado de (Y, dy). Esto equivale a
F=YNE para algin E cerrado en (X,d).

La demostracion de las equivalencias se deja como ejercicio.

Ejemplo. Sea R con d(x,y) = |r — y|. El conjunto A = (1,2] no es abierto ni cerrado en R,
pero si es cerrado en Y] = (1,00) y si es abierto en Yo = (—o0, 2].

Si conocemos la clase de los abiertos de X (y por lo tanto también los cerrados en X) entonces
ya conocemos, mediante la operacién de interseccion, los abiertos y cerrados relativos de Y.

1.4.6 Interior, exterior, cierre y frontera

Definiciones 35. Sean (X, d) un espacio métricoy E C X.

Un punto x € X es interior a E si existe un r > 0 tal que B(xz,r) C E. El conjunto de estos
puntos se llama interior de E y se denota int F.

Un punto x € X es exterior a E si es interior a X \ E: existe unr >0 con B(z,r)NE = &.
El conjunto de los puntos exteriores a E es el exterior de E.

Decimos que x € X es un punto adherente a E si no es exterior a E, es decir si toda bola
abierta centrada en = corta a E: para todo r > 0 tenemos B(x,r) N E # @. El conjunto de
estos puntos se denota E y se llama adherencia de E o cierre de E.

Un punto x € X es un punto frontera de E si no es ni interior ni exterior a E. FEs decir,
toda bola abierta centrada en x corta tanto a E como a X \ E. El conjunto de estos puntos se
llama frontera topoldgica de E y se denota Fr E.

Si meditas un momento sobre estas definiciones, veras que se tienen las siguientes relaciones:
intE C ECFE , exterior F = int(X\E) = X\E , FWE = E\intE.

Intuitivamente, que x sea exterior a F significa que no sélo no esta en E sino que ademas estd
“un poco alejado” de E.

Lema 36. El interior de cualquier conjunto E C X es un abierto de X.
Por lo tanto el cierre E = X \ int (X \ E) y la frontera FrE = E \int E son ambos cerrados.

Demostracion. Empecemos por observar lo siguiente:

(U abierto y UCFE) = U CintE. (12)
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En efecto, para cada y € U existe un r > 0 tal que B(y,r) C U, luego B(y,r) C E y por lo
tanto y € int £. Como y era cualquier punto de U, queda visto que U C int F.

Sea ahora x un punto cualquiera de int E. Se verifica B(x,r) C E para algin r > 0. Pero
hemos visto en la proposicién 30 que una bola abierta es un abierto, luego por (12) sabemos que
B(z,r) Cint E. Como z era cualquier punto de int E, hemos probado que int E es abierto. [

Proposicién 37. El interior de E es el abierto mds grande contenido en E.
El cierre de E es el cerrado mds pequeno que contiene a E.
Por lo tanto, un subconjunto £ C X es cerrado si y solo si £ =F.

Demostracion. Como (12) afirma que int E contiene a cualquier abierto contenido en E, y él
mismo es abierto por el lema 36, es el mayor abierto que cabe dentro de E.
Ya hemos comentado que el cerrado E contiene a E. Sea ahora C cualquier cerrado de (X, d)
que contenga a E. El abierto X \ C estd contenido en X \ E, luego contenido en int (X \ E).
Razonamos asi:

X\C C int(X\E) = X\EFE = C D F,

y asi E C C: el cierre E es el cerrado més pequeiio en el que cabe E. ]

Corolario 38. Una vez que conocemos la clase de los abiertos en (X, d), conocemos el interior,
el cierre y la frontera de cada subconjunto £ C X.

Dicho de otra manera, si dos funciones de distancia en X definen los mismos abiertos, entonces
para cada subconjunto E C X definen el mismo interior, el mismo cierre y la misma frontera.

Primer ejemplo: la recta R con d(z,y) = |z — y|. Estudiemos el caso de E = (a,b]. Es facil
convencerse de que (a, b) es el abierto mas grande de R contenido en E, luego int (a,b] = (a, b).

También es facil ver que [a,b] es el menor cerrado de R que contiene a E, luego (a,b] = [a,b].
La frontera topolégica Fr (a,b] = [a,b] \ (a,b) = {a} U {b} estd formada por los dos puntos que
separan a F del resto de la recta real.

Segundo ejemplo: un espacio normado (V,| - ||) y los subconjuntos E = B(z,r) y F =
B(z,r). Se comprueba facilmente que:

int B(z,r) = int B(x,7) = B(z,r) , B(z,r) = B(x,7) = B(x,r),

y por lo tanto la “esfera generalizada” {y : |z —y|| =} es la “céscara” que separa la bola del
resto del espacio: o
{y : ”l‘—yH :T} = FI'B(:E,?”) = FI'B(.I‘,?") 3 (13)

Advertencias. (1) La frontera topoldgica es una “céscara separadora” para conjuntos muy
sencillos en espacios sencillos, como es una bola en un espacio normado. Pero para conjuntos o
espacios métricos mas complicados eso ya no es asi. Un ejemplo es el conjunto Q de los racionales
en la recta real (dotada de la distancia usual); enseguida se ve que:

intQ =2 , Q =R,

luego Fr@Q = R si que es un cerrado (tal como afirma el lema 36) pero no tiene nada que ver
con la idea de una cascara separadora.

(2) En la recta real R consideramos dos distancias: d(z,y) = |[x—y| vy d'(z,y) = min{1, |z —y|}.
Para ti: comprueba que ambas distancias definen los mismos conjuntos abiertos, y por lo tanto
los mismos conceptso de interior, cierre y frontera para subconjuntos de R.

La bola B4(0,1) = By(0,1) = (—1,1) tiene frontera {—1,1}, mientras que la “esfera generali-
zada” {x : d'(0,2) =1} = (—o0, =1 U[1,400) es mucho mds grande, en violento contraste con
las igualdades (13) que se cumplen en espacios normados.

Asi, el espacio métrico (R,d") nos presenta un fenémeno que no ocurre ni en el plano euclideo
ni en nigin espacio normado. Una prueba més de que los dibujos en el plano euclideo, si bien
pueden ser de gran ayuda (como en las demostraciones de las proposiciones 30 y 31), no son una
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“garantia”: si queremos mostrar que algo es verdad en todos los espacios métricos, es obligatorio
elaborar una demostraciéon basada sélo en los tres axiomas de las distancias.

Dado un espacio métrico (X,d) y un punto x € X, el conjunto {z} es cerrado porque coincide
con la bola cerrada B(x,0). De hecho, es un cerrado relativo de todo conjunto en el que esté x.

Definicion 39. Sea E C X un subconjunto. Decimos que x € E es un punto aislado de F
st existe T, > 0 (dependiente de x) tal que B(z,r;) N E = {x}, es decir que el conjunto {z} es,
ademds de cerrado, un abierto relativo de E.

Decimos que E es discreto si todos sus puntos son aislados.

El conjunto E = {1/n : n=1,2,3,...} es discreto en la recta real. En cambio E = E'U{0} no
es discreto porque 0 es un punto suyo que no es aislado en E. Vemos, de paso, que un conjunto
discreto puede no ser cerrado.

Ejercicio. Demuestra que un espacio métrico (X, d) es discreto si y sélo si todos sus subcon-
juntos son abiertos.

1.5 Convergencia de sucesiones

Definiciones 40. Dado un conjunto X, una sucesion de elementos de X es una aplicacion
{1,2,3,...} — X | n+— z,,

del conjunto de los enteros positivos a X. Se la indica como una lista infinita x1, 29,23, ...,
también en la forma abreviada {x,}5°, o simplemente {xy}.

Dado un subconjunto E C X, escribimos {x,} C E para indicar que x,, € E para todo n.

Una cola de la sucesion es el resultado xp, xpy1,Tkto,... de surpimir los k — 1 primeros
términos para algin k.

La aplicacién {1,2,3,...} — X no tiene por qué ser inyectiva, es decir que se permiten repeti-
ciones en las sucesiones. Por ejemplo 1,2,1,1,3,1,1,1,4,1,1,1,1,5,1,1,... es una sucesion de
numeros perfectamente valida; algunos de sus valores son x3 = x4 = 1,25 = 3,12 = 1, etc.

Definicién 41. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion {xp}02, = {x1,22,23,...} de
puntos de X converge al punto xg € X, lo cual indicamos escribiendo {x,} — ¢, si cada
bola B(xg,r) contiene una cola Ty, Tiy1, Tkio, -+ de dicha sucesion.

Dicho con mds precision, {x,} converge a xq siy sélo si para cadar > 0 existe un k (dependiente
de v y de la sucesion) tal que m >k = x,, € B(x,r).

Ejercicio: si la intersecciéon B(x,r) N B(z',r’) no es vacia, entonces d(x,2’) < r+r'.

Veamos, a partir de este resultado, que una sucesion no puede converger a dos puntos
diferentes zy # yo. Hacemos r = d(z9,40)/3 > 0 y, como d(xg,yo) > r + r, se tiene B(xg, )N
B(yo,r) = @. Si cada bola contuviese una cola:

Ty Thot1, Tht2, - - € B(0,7) ,  ThyThel, Thyo, - € B(yo,r) ,

entonces para n = max{k, h} el punto z,, tendria que estar en las dos bolas a la vez, imposible.
Cada sucesiéon o bien no converge o lo hace a un inico punto.

La unicidad es, precisamente, lo que da importancia al concepto de limite. Muchos objetos
importantes en Matemdticas (nimeros, funciones, conjuntos) se construyen como limites vy,
gracias a la unicidad, quedan perfectamente definidos por tal construccion.

Definiciones 42. Una sucesion {x,}, de puntos de (X,d), es convergente en X si eriste un
punto xg € X al cual converge. Entonces xg es unico y se llama limite de la sucesion. Ademds
de {xn} — x0, también podemos escribir limx, = xy.
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Ejercicio: para que una sucesién {z,} sea convergente, es necesario que sea una sucesién de
Cauchy, es decir que para cada € > 0 debe haber un k (dependiendo de ¢) tal que

nm > k — d(:vn,acm) < e.

Es féci ver que {x,} — x¢ siy sélo si todo entorno de x( contiene una cola de la sucesién {x,, }.
Por lo tanto, la clase de los abiertos en (X, d) determina qué sucesiones convergen asi como el
limite de cada una de ellas.

Proposicién 43. Dado un subconjunto E C X, el cierre E es el conjunto de los limites de
sucesiones {xn} C E convergentes en X. Por lo tanto E es cerrado si y solo si contiene todos
esos limites.

Demostracion. Sea F' el conjunto de esos limites.

Primera parte: F C E. Dado xg € F, hay una sucesién {x,} C E convergente a xo. Para
cada r > 0 la bola B(x,r) contiene una cola de la sucesion, luego contiene puntos de E y asi
B(xg,7) N E # @. Esto prueba que 7o € E y que F C E.

Segunda parte: E C F. Fijamos un yy € E. Para cada entero positivo n tenemos B(yo,1/n)N
E # @ y elegimos un punto z, en esta interseccién, formando asi una sucesién {z,}5°, C E.
Dado ahora cualquier r > 0 , hay un n tal que 1/n < r, con lo cual:

1 1
m>n :>d($m,yo)<%ﬁg<7" — I’mEB(yO,T),

luego B(yo,r) contiene la cola xy, Tpi1, Tni2,... Asi {x,} — yo € F. Como yg era un punto

arbitrario de F, tenemos E C F. ]

Corolario 44. Dados E CY C X, el conjunto E es cerrado relativo de 'Y si y sélo si contiene
los limites de todas las sucesiones {x,} C E que son convergentes en'Y .

Por ejemplo E = (0,1] es cerrado relativo en Y = (0,2). La sucesién {1/n}32, C E converge
en R pero no en'Y, por eso no impide a E ser cerrado relativo en Y.

(Por qué los conjuntos cerrados se llaman asi? Primero, cuando un conjunto tiene una
operacién (suma, producto, etc) se dice que un subconjunto E es cerrado para esa operacion si
al operar con elementos de E siempre resulta un elemento de F. El conjunto N es cerrado para
la suma pero no para la resta. Segundo, hay operaciones de més de dos argumentos, por ejemplo
dados numeros a,b,c € R el maximo max{a,b,c} es una operacién que produce un nimero
a partir de esos tres. Tercero, hay operaciones que no se pueden efectuar con cualesquiera
elementos, por ejemplo la divisién (z,y) — z/y no estd definida en los pares (x,0). El conjunto
7Z no es cerrado para la divisén pero Q si lo es. El paso al limite puede verse como una operacion
de infinitos argumentos
{.%‘1,.7)2,.%3, - } — limz, s

que no estd definida para todas las sucesiones (sélo para las convergentes) y decir que “E
es cerrado para esta operacion” equivale a E = E. Por eso llamamos subconjuntos cerrados
a los que cumplen £ = E. Es un pequefio “milagro” que estos conjuntos coincidan con los
complementarios de los abiertos.

1.6 Continuidad
Sean (X,d), (X’,d’) dos espacios métricos cualesquiera y f: X’ — X" una aplicacion.

Definicion 45. Dado un punto xg € X, decimos que f es continua en xqg si para todo € > 0
existe un § > 0 tal que

f(B(zo,96)) € B(f(xo),¢) .

FEs decir, para toda bola B’ centrada en f(xo) hay una bola B, centrada en x, que es enviada
por [ dentro de B'.
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Ejercicio. Cada una de las condiciones siguientes equivale a que f sea continua en xg:
1. Para cada entorno V de f(x() existe un entorno U de x( tal que f(U) C V.
2. Para cada entorno V de f(zg) el conjunto f~(V) contiene un entorno de z.

3. Para todo &’ > 0 existe un &' > 0 tal que f(B(zo,0")) C B( f(x0),¢’).

Proposicién 46. Sean espacios métricos (X, d), (X', d’), (X",d") y aplicaciones X I xr 9 xn,
Si f es continua en xg € X y g es continua en xy = f(xg) € X', entonces la compuesta g o f
es continua en xg.

Demostracidn. Sea g3 > 0. Como g es continua en xj, existe €2 > 0 tal que
g(B(a:g,sg)) C B(g(x{)) , 63) = B((go (zo), 53) )
Como f es continua en xg, dado €9 existe €1 > 0 tal que f(B(xo, 51)) C B(xzj,e2) y asi:
(90 f)(B(wo,e1)) = g(f(Blxo,e1))) S g(B(z0,e2)) S B((g0 f)(x0), e3) -
Como €3 era arbitrario, queda probada la continuidad de g o f en xg. 0

Definicién 47. Una aplicacién entre espacios métricos f : X — X' es continua si es continua
en cada punto rg € X.

La compuesta de aplicaciones continuas es continua.

Teorema 48. Para una aplicacion f: (X,d) — (X',d'), son equivalentes:
1. f es continua.
2. Para todo abierto V.C X' la preimagen f~1(V) es un abierto de X.
3. Para todo cerrado C C X' la preimagen f~1(C) es un cerrado de X.
4. Para todo zg € X y toda sucesion {x,} C X con xn, — zo se tiene { f(zn)} — f(z0).

Demostracion. Supongamos f continua y V' C X’ abierto. Dado z € f~1(V) es f(z) € V y
existe un € > 0 tal que B(f(x) ) 5) C V. Entonces existe un § > 0 tal que

f(B(z,0)) € B(f(x),e) C V,

luego B(x,6) C f~1(V). Esto prueba que f~1(V) es abierto y que 1. = 2.
Supongamos ahora que f satisface 2. Dados ¢ € X y ¢ > 0, el conjunto f_l(B(f(x),s)) es
un abierto de X al que pertenece x. Por lo tanto existe un § > 0 tal que

B(z,d) C f*I(B(f(x),fs)).
Aplicando f en ambos lados sale f(B(SL‘, 5)) - B(f(x), 5). Luego f es continua y 2. = 1.

Para todo A C X’ se tiene f~1(X’\ A) = X\ f~1(A). Si f satisface 2. y C es un cerrado de X',
entonces X\ C es abierto de X’ y su preimagen X \ f~!(C) es abierto de X, luego f~1(C) es
un cerrado de X. Esto prueba que 2. = 3. Andlogamente 3. = 2.

Sea ahora f continua y {z,} — z¢ en X. Dado r > 0 existe un € > 0 tal que f(B(zo,¢)) C
B(f(xo), r). A su vez la bola B(xg,¢) contiene una cola Z,, Tp4+1, Tnt2, ... de la sucesién {x,}
y, aplicando f:

f(xn);f($n+1)af(xn+2>a--- € f(B(ZL’o,&)) - B(f(ib‘o),’r‘),

es decir que para todo r > 0 la bola B(f(zo),r) contiene una cola de la sucesién {f(zy)}, lo
cual equivale a {f(mn)} — f(xg). Esto prueba que 1. = 4.
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Supongamos, por ultimo, que f satisface 4. pero hay un punto xg € X en el que es discontinua.
Entonces habrd un ¢y > 0 “malo”, en el sentido de que para ningin J > 0 estard la imagen
f(B(wo,6)) contenida en B(f(zo),c0). En particular

f(B(zo,1/n)) € B(f(z0),e0) , n=1,2,3,...

Para cada entero positivo n podremos elegir un z,, € B(zo, 1/n) tal que f(z,) ¢ B(f(z0),e0)-
Estas elecciones formardan una sucesiéon {z,} C X con {x,} — x9, mientras que la bola
B(f(z0),€0) no contendra ningtin elemento de la sucesioén { f(zy)}, conlo cual { f(zn)} 4 f(z0),
en contradiccion con 4. Por reduccién al absurdo, tal punto xy no existe y f es continua. Esto
prueba que 4. = 1. O

Corolario 49. Si conocemos la clase de los abiertos de X y la clase de los abiertos de X',
entonces ya sabemos qué aplicaciones X — X' son continuas y cudles no.

Ejercicio. Demuestra las siguientes equivalencias.

1. Dadas funciones escalares fi,..., fr : (X,d) — R, la correspondiente funcién vectorial

f(X,d) — R e) , «+— (fi(®),..., fu(@)),

es continua si y sélo si las fi, ..., fr son todas continuas.
2. Una sucesién de vectores {z,} C R¥ converge a x en (R¥,|| - ||«) si y sélo si para i =
1,...,k la sucesién {z},}>°, de las i-ésimas coordenadas de los z,, converge a la i-ésima

coordenada de x.

Si en cada subconjunto de R ponemos la distancia |z —y| y en cada subconjunto de R? ponemos
la distancia ||z — y||, entonces las siguientes funciones son todas continuas:

Suma: R?2 =R , (z,y)— 2 +uy.

Multiplicacién: R? =R | (z,y) — xy.

Divisi6on: R x (R\{0}) =R , (z,y)— =

Directas: R —-R | x+— e® =exp(x), senx, cosz,
Logaritmo: (0,400) >R |, x+— logx.

Seno inversa: [—1,1] = [-7/2,7/2] , x+— arcsenz.

Coseno inversa: [—1,1] — [0,7] , x> arccosz.

Raiz impar: R—-R |, z+— Yz, n=3,5,7,...

Raiz positiva: [0,4+00) — [0,400) , z+—— Yz, n=2,3,4,5,...
Valor absoluto: R —-R |, z+— |z|.

A esa lista se podrian anadir muchas mas. Combinando la lista anterior con el hecho de que la
compuesta de continuas es continua, obtenemos:

X,d) — R son continuas entonces f + g : (X,d) — R es continua.
X,d) — R son continuas entonces fg: (X,d) — R es continua.
X,d)

— R son continuas y g nunca se anula entonces = : (X,d) — R es continua.
9

g9:(
g9:(
g9:(
Si f:(X,d) — R es continua entonces ef,sen f,cos f : (X,d) — R son continuas.
X,d) — R es continua y siempre positiva entonces log f : (X,d) — R es continua.

Si f,g:(X,d) — R son continuas y f siempre positiva entonces f9 = exp(glog f) es continua.
Si f:(X,d) — [-1,1] es continua entonces arcsen f : (X,d) — [—7/2,7/2] es continua.

Si f:(X,d) — [—1,1] es continua entonces arccos f : (X,d) — [0, 7] es continua.

Si f:(X,d) — R es continua y n es impar entonces {/f : (X,d) — R es continua.

Si f:(X,d) — [0,+00) es continua entonces /f : (X,d) — [0,+00) es continua.

Si f:(X,d) — R es continua entonces |f|: (X,d) — R es continua.
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Haciendo combinaciones sucesivas de esos casos se consigue lo siguiente:

Sea A(x) una formula elemental en las variables * = (z1,...,x,), que en un
conjunto £ C R”™ no plantea ningin problema:

cuando = € FE entonces cada vez que en A(z) hay un cociente el denominador es
no nulo, cada vez que hay un logaritmo el logaritmando es estrictamente positivo,
cada vez que hay una raiz de indice par el radicando es no negativo, etc.
Entonces x — A(x) define una funcién £ — R continua respecto de || - ||oo-

Lo mismo vale para una funcién vectorial E — R* cada una de cuyas k compo-
nentes se define por una féormula elemental sin problemas cuando = € F.

Aviso. Aparte de las elementales, existen muchas més funciones continuas.

Importante. La condicion 2. del teorema 48 dice que una funcién continua es una maquina
de generar abiertos por medio de desigualdades estrictas. Concretamente, si f: X — R
es continua entonces {x : f(z) # 0}, {z : f(z) > a}, {x : f(z) <b} y {z : a < f(z) < b}
son abiertos de X. Las desigualdades f(x) < g(x) se convierten en (g — f)(x) > 0 y se aplica lo
dicho.

Andlogamente, la condicién 3. del teorema 48 dice que una funcién continua es una maquina
de generar cerrados por medio de ecuaciones o desigualdades no estrictas. De este
modo, si f : X — R es continua entonces {z : f(z) = 0}, {z : f(z) > a}, {x : f(z) < b}
y {z : a < f(z) < b} son cerrados de X. Las desigualdades f(z) < g(x) se convierten en
(g — f)(z) > 0 y se aplica lo dicho.

Combinando eso con lo que hemos dicho sobre la continuidad de férmulas elementales, ahora
podemos decir de manera inmediata que un conjunto como el siguiente

2 4 3
8 — 10
{(m,y,Z)ER?’:senx+e3z>775y<x+ Tyz Yy <3}?

I‘2—|—y4+6’z

es interseccion de dos abiertos y por lo tanto es abierto, sin tener que pensarlo mucho.
De los siguientes subconjuntos de R?

C = {(z,y):|z+y| <4} , E = {(z,y): ety <4d,2y<45} , U = {(v,y): 2y <45},

podemos decir de inmediato que C es cerrado y U es abierto; mientras que £ = CNU es, a la
vez, abierto relativo en C y cerrado relativo en U.

Definicién 50. Un subconjunto E C X es denso en X si E = X.
Por ejemplo, los conjuntos Q y R\ Q son ambos densos en la recta real (con la distancia usual).

Proposicién 51. (Principio de prolongacién de las identidades). Sean f,g: (X,d) —
(X', d") aplicaciones continuas y E C X denso en X. Si f|p = g|g entonces f =g.

La prueba se deja como ejercicio. Este resultado se utiliza, por ejemplo, en el documento donde
estudiamos la regla del paralelogramo.

1.7 Compacidad

Definiciones 52. Las subsucesiones de una sucesion {x,}>2, son el resultado de tomar una
sucesion estrictamente creciente de enteros positivos ny < ng < ng < --- y quedarse solo con
los correspondientes términos Tp,, Ty, Tns,- ... Obsérvese que ni > k para todo k.

Dado un subconjunto K C X los recubrimientos de K son las familias (A;)icr de subconjuntos

de X tales que K C | A4;.
el
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Dado un espacio métrico (X,d), es facil ver que si una sucesién S = {z,} C X converge a
xo € X entonces todas las subsucesiones de S convergen también a x.

Teorema-definicién 53. Sea (X, d) un espacio métrico. Dado un subconjunto K C X, las dos
propiedades siguientes son equivalentes:

Propiedad de sucesiones, o de Bolzano-Weierstrass: Toda sucesion {x,} C K tiene
una subsucesion {xnk} convergente a algun punto de K.

Propiedad de recubrimiento, o de Heine-Borel: Todo recubrimiento (U;)ic; de K
por abiertos de X tiene una subfamilia finita U;,, ..., U;, que también recubre K, es decir
KgUilU"'UUZ’N.

Un subconjunto compacto de X es cualquier K C X que tiene estas dos propiedades equiva-
lentes.

Un espacio métrico compacto es cualquier espacio métrico (X,d) que es subconjunto com-
pacto de st mismo.

La equivalencia enunciada en este teorema se demuestra en otro documento.

Recordemos que dx = d|gx i es la distancia inducida por d en K.

Proposicién 54. K es subconjunto compacto de X siy sdlo si (K,dy) es un espacio compacto.

Demostracion. Supongamos que K es subconjunto compacto de X. Sea (V;);ecs un recubrimiento
de K por abiertos relativos. Para cada i € I hay un abierto U; de X tal que V; = KNU;. Supuesto
elegido un U; para cada ¢ (aqui estamos utilizando el axioma de eleccién), se forma una familia
(Uj)ier de abiertos de X tal que

K =Jvi = J&xnu) = knJui,
icl icl icl
lo cual implica K C J;c; Us, luego (U;)er es un recubrimiento de K por abiertos de X. Como
estamos suponiendo que K es un subconjunto compacto de X, existe una subfamilia finita
Ui, ..., Uiy tal que K C U;; U---UU;,. Entonces

N N
K =Kn(Uyu---Uly,) = Jknty) = UV, -
i=1 j=1

de esta manera, de cualquier recubrimiento (V;);er de K por abiertos relativos hemos extraido
una subfamilia finita que también recubre K. Esto significa que (K, dk) es un espacio compacto.
Queda demostrado que si K es subconjunto compacto entonces es un espacio compacto.

La demostracién del reciproco (que si K es un espacio compacto entonces es un subconjunto
compacto de X) es casi igual y queda como ejercicio. O

Una consecuencia del teorema 53 es que la clase de los abiertos en X, por si sola, ya determina
qué subconjuntos son compactos y cuales no.

Teorema 55. Para que un subconjunto de un espacio métrico K C X sea compacto es necesario
que sea cerrado y acotado.
Si K es compacto, entonces todo cerrado contenido en K es también compacto.

Demostracion. Sean K C X compacto y {z,} C K sucesién con {z,} — = € X. Existe una
subsucesion {xnk} convergente a un punto y € K. Como esta subsucesiéon también converge
a x, tenemos ¢ = y € K. Es decir que K es cerrado para el paso al limite, luego es cerrado.

La familia de bolas (B(z, 1))93 cx € un recubrimiento de K por abiertos de X. Tomamos un
subrecubrimiento finito K C B(z1,1)U---U B(zn, 1) y haciendo

r = 1+ max{d(z,22) ...,d(z1,2n) },

se llega a K C B(z1,r), luego K es acotado.
Se deja como ejercicio la demostracién de que todo cerrado contenido en K es compacto. O
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Teorema 56. En (R", || ||«) todo subconjunto cerrado y acotado es compacto.
Si (V. ||-]|) es un espacio normado de dimension infinita, entones la bola B(0,1) no es compacta.

Demostracion. Sea K C R", cerrado y acotado, y {xj}]o.‘;l C K. Parai =1,...,n la sucesién
{:U; 521 de las i-ésimas coordenadas de los z; es acotada en R. La primera sucesion {$J1} tiene
una subsucesién {lek} convergente en R a un nimero z'. Dada ahora la sucesién {x?} de las
segundas coordenadas, consideramos la subsucesién {l‘?k} correspondiente a la misma sucesién

, . . . . e . . .z o0
de indices j; < j2 < j3 < --- utilizada para definir {x}k } Existe una sub-subsucesién { x?k } hel
h -
convergente en R a un ntimero 22 y la correspondiente sub-subsucesién { a:}k } de las primeras
h

coordenadas todavia converge a x!. Siguiendo asi, después de n pasos tenemos una sucesion

creciente de indices m; < mo < ms < --- y ntmeros z',...,2" € R tales que para cada
i =1,...,n la sucesién de nimeros { :U,"m }:il converge a x'. Entonces la sucesién de vectores
{ zm, }:Ozl converge al punto z = (z1,...,2") en (R™, || ||) vy ademds z € K por ser K cerrado.
Esto prueba que K tiene la propiedad de las sucesiones, luego es compacto.

El segundo enunciado se demuestra en otro documento. O

Teorema 57. Si f : X — Y es continua y K C X es compacto, entonces f(K) CY es
compacto.

Si K C X es compacto y f : K — R es continua (para la distancia usual en R), entonces f
alcanza su mdximo y su minimo. Es decir que existen x1,x2 € K tales que f(z1) < f(x) < f(x2)
para todo x € K.

Demostracion. La primera parte es por la caracterizacién de los compactos por sucesiones y la
propiedad f (lim $n) = lim f(z,) de las aplicaciones continuas.

Para la segunda parte definimos el conjunto de nimeros A = f(K) C R, del que sabemos que
es cerrado y acotado. Al ser acotado existen inf A,sup A y son valores finitos. Ademds son
limites de sucesiones en A y, como A también es cerrado, resulta inf A,sup A € A. Es decir que
existen x1,x2 € K tales que f(x1) =inf A y f(x2) = sup A4, luego f(x1) < f(z) < f(z2) para
todo x € K. O

1.8 Normas y distancias equivalentes

Teorema-definiciéon 58. Dos normas || - ||, || - ||' en un espacio vectorial V son equivalentes

st dan lugar a los mismos conjuntos abiertos en V.
Esto resulta ser equivalente a la existencia de constantes ¢, C > 0 tales que

cllvl| < |vl]' < C|lv|| paratodo ve V. (14)
Por lo tanto, dos normas equivalentes también definen los mismos conjuntos acotados.
Demostracion. Veamos que las dos condiciones siguientes son equivalentes:
1. Todo abierto para || - || es un abierto para || - ||.
2. Existe una C' > 0 tal que |[v||" < C'||v|| para todo v € V.

Sea id : V — V la identidad v — v. Expresando la condicién 1. asi:

Si U es un abierto en (V, || - ||') entonces id~*(U) es abierto en (V, || - ),
vemos que equivale a que id sea continua vista como (V,||-]|) = (V,||-]/') v, por lo tanto, lineal
acotada que es lo que expresa la condicién 2.

Intercambiando || - || con || - ||/, sabemos también que la existencia de una C’ > 0 tal que
lv]l < C"||v||" para todo v € V equivale a que todo abierto para || - || sea un abierto para || - ||'.
Poniendo ¢ = 1/C’, esto 1ltimo equivale a su vez a tener c¢||v]| < ||v|" para todo v € V. O
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Teorema-definicién 59. En R” todas las normas son equivalentes entre si.
Llamamos abiertos estandar de R"™ a los definidos por cualquier norma.

Demostracion. Basta con probar que toda norma es equivalente a la || - ||o. Denotaremos por
{e1,...,e,} la base estdndar de R™. Para cualquier norma || - || se tiene:
[zl = llzier + -+ zpenl| < |zilfler] + -+ |zalen] < Clzfloo

donde hemos tomado C' = ||le1|| + - - + ||e,|| > 0. Esto implica que para cualesquiera z,y € R"
es:
ezl =yl | < llz—yll < Clla—yle

luego si escribimos f(z) = ||z|| para todo x € R™ entonces:

e > 0= f(B(z,e/C)) C (f(z)—e¢, flx)+¢),

donde B denota bolas abiertas respecto de || - ||oo. Esto nos dice que f = || - || es una funcién
escalar continua respecto de || - ||co-
La cédscara K = {w : ||w|loc = 1} es un conjunto cerrado y acotado en (R",|| - |o), luego

compacto por el teorema 55. Por el teorema 57 existe un wp € K tal que ¢ = f(wp) es el minimo
de f en K. Entonces ¢ cumple las dos condiciones siguientes:

6> 0, Jollo = 1 = |l > e,

Por el truco habitual de la descomposicién polar, obtenemos ||z|| > ¢ ||z||c para todo z € R™.
En definitiva ¢ ||zl < ||z]] < C ||2||oo para todo x € R™, como se queria demostrar. O

Una consecuencia del teorema 59 es que las funciones y aplicaciones R" O E i) R™ que hemos
llamado elementales en el apartado 1.6 son continuas respecto de cualesquiera normas que
pongamos en R™ y en R™.

En particular, toda aplicacién lineal R™ — R™ es acotada respecto de cualesquiera normas que
pongamos en R"” y en R™. Dicho de otra manera, una vez elegidas normas en R y en R™ cada
matriz real m X n tiene una norma finita y bien definida respecto de ellas.

Definicion 60. Dos funciones distancia en un mismo conjunto X son distancias equivalentes
st dan lugar a los mismos abiertos.

Ahora sabemos que dos distancias equivalentes producen:

Los mismos cerrados.

Las mismas nociones de interior, exterior, cierre y frontera de cada subconjunto.

La misma clase de sucesiones convergentes y, para cada una de éstas, el mismo punto limite.
La misma clase de subconjuntos compactos.

De igual modo, si en X tenemos dos distancias equivalentes y en X’ otras dos distancias equiva-
lentes, entonces la clase de las aplicaciones continuas X — X’ es la misma para los cuatro pares
posibles de distancias (una en X y otra en X').

Hemos visto que dos normas equivalentes definen la misma clase de conjuntos acotados. Esto
yva no es verdad para distancias equivalentes, como muestra el siguiente ejempo en X = R:

d(l’,y) = ’1'—3/’ 9 d/(xay) = mln{l,]m—y[}
Corolario importante:

La clase de los abiertos no determina, ella sola, la clase de los subconjuntos acotados.
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1.9 Conexion

Definiciones 61. Un camino en un espacio métrico (X,d) es cualquier aplicacion continua
a: I — X cuyo dominio I es un intervalo de la recta real.

Un subconjunto no vacio E C X es conexo por caminos o conexo por arcos si cada par
de puntos p,q € E se puede unir por un camino en E: existe un camino a(t) : [0,1] — E
contenido en E, que empieza en p y termina en q: «(0) =p, a(l) = q.

Proposicion 62. 1. Los subconjuntos conexos por caminos de la recta real son los intervalos y
los conjuntos de un elemento {a}.

2. La imagen de un conexo por caminos por una aplicacion continua es conexa por caminos.

3. La union no disjunta de dos conexos por caminos es conexa por caminos.

El siguiente teorema viene a decir que un conjunto conexo por caminos “es de una sola pieza”.

Teorema 63. Un conjunto conexo por caminos nunca puede ser union disjunta de dos abiertos
relativos no vacios.

De hecho, si F es una unién disjunta E1 U Ey, con £y = ENU; v Ey = E N Uy abiertos
relativos disjuntos, entonces ningtin punto de £ puede unirse a ningtin punto de E5 por caminos
contenidos en F.

U
U, 2

Por supuesto, un conexo por caminos si puede ser unién disjunta de un abierto relativo con un
cerrado relativo: R es conexo por caminos y es la unién disjunta de (—o0,0) con [0, +00).

Corolario 64. Si E es conexo por caminos, entonces los unicos subconjunto de E que son a la
vez abiertos relativos y cerrados relativos son & y E.

Dado un punto p € E, el mas grande subconjunto de E conexo por caminos y conteniendo a p
es el conjunto:

{ g € E : p se une con ¢ por un camino contenido en F } .

Estos conjuntos se llaman componentes conexas por caminos de E. La propiedad 3. de la
proposicién 62 hace que estas componentes formen una particiéon: su unién es todo E y dos
cualesquiera que sean distintas son disjuntas.

Proposicion 65. Si U es un abierto de R™ entonces sus componentes conexas por caminos son
también abiertos, y a lo mds hay una cantidad numerable de ellas. De este modo, todo abierto
de R™ tiene una unica particion en abiertos conexos por caminos, en cantidad finita o numerable.

Aviso. Es importante no confundir las palabras “conexo” y “convexo”. Todo subconjunto
convexo C' C R"™ es conexo por caminos, pues si p,q € C' entonces

a:[0,1] — C , at)=(1—-1t)p+tq,

es un camino (rectilineo) en C' que une p con q. Pero la mayoria de los conexos por caminos no
son convexos. Un ejemplo muy sencillo es un abierto del plano con la forma de la letra C.
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