C no es un cuerpo ordenado

Un cuerpo ordenado es un conjunto no vacio C' con dos operaciones internas + y - tales que la terna
(C,+,+) cumple los axiomas de cuerpo conmutativo, y ademads, existe una relacién < de orden total
compatible con las operaciones + y - de C. Es decir, < es una relacién binaria en C reflexiva (z < z
para todo z € C), antisimétrica (si z1 < 22 y 22 < 21 entonces z; = z3) y transitiva (si 21 < 2z
y 29 < z3 entonces z1 < z3), ademds, todos los elementos son comparables (dados 21,29 € C se
verifica z; < 22 6 29 < z1) y verifica:

C1. Compatibilidad de < con la suma: Si 21 < 20 = 21 + 23 < 22 + 23 para todo z3 € C.

C2. Compatibilidad de < con el producto: Si z1 < 29 = 21 - 23 < 22 - 23 para todo z3 € C tal que
0<23y23#0.

Proposicién. En (C,+, ) no existe ningtin orden total compatible con su estructura de cuerpo.

Demostracion: Para probarlo se procede por reduccién al absurdo suponiendo que existe una rela-
cién de orden total < en C compatible con su estructura de cuerpo. Como todos los elementos de
C han de ser comparables, entonces 0 < ¢ 6 ¢ < 0. En el primer caso resulta

0<i=0-1<i-1=>0<-1=1<0=1-1<0-i=1<0,
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Por tanto, se tiene que i < 0 y 0 < ¢, de donde, por la antisimetria de <, se sigue que 0 = ¢, lo cual
es falso. En consecuencia, no puede ser 0 < i.

Tampoco puede ser ¢ < 0 pues en ese caso se tendria que 0 < —i y entonces

i<0 = i-(—i) <0-(—i) =1<0 = 1-(—=i) < 0-(—i)- = —i <0 = —i+i <0+t = 0<1
0<—i 0<—i '

Nuevamente se cumpliria a la vez ¢ < 0y 0 < 2. Luego, no puede ser i < 0.

En conclusién, C no puede tener estructura de cuerpo ordenado. O



