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VARIABLES DE ESTADO

5 |INTRODUCCION

El método de disefo por realimentacion de estados y observador, no
siempre es el método de disefio mas util por:

» El traslado de las especificaciones de disefio no siempre es directo,
particularmente para sistemas complejos, esto es, ¢ cual es la
configuracion de polos mejor para las especificaciones dadas?
Imaginense sistemas de orden superior a dos no reducibles.

+ En sistemas MIMO las ganancias de realimentacion de estados que
logran una configuracion dada, no es unica. ;Cual es la mejor K
para una configuracion de polos dada?

* Los autovalores del observador deberian escogerse mas rapidos
que los del sistema de lazo cerrado. ¢Hay algun otro criterio
disponible para ayudar a decidirse por una configuracion o por otra?

» El objetivo a conseguir con estas nuevas técnicas es tener en
cuenta criterios adicionales para la seleccion de los vectores de
ganancia mas idoneos que ponderen la realimentacion del estado
de una manera 6ptima.
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&  |INTRODUCCION

¢, Qué significa 6ptimo? Hacer un trabajo de la mejor forma posible.

No obstante, antes de comenzar la busqueda de una solucién 6ptima,
se debe:

» Definir el trabajo.

» Establecer una escala matematica para cuantificar lo que significamos
CcOmo mejor.

» Descartar otras alternativas posibles.

Consideraciones:

* A menos que los indices de cuantificacion sean claros vy
con|3|stentes, declarar que un sistema es 6ptimo no tiene sentido
real.

* Un sistema_simple, impreciso, barato, facil de implementar y con un
comportamiento ajustado a requisitos podria considerarse éptimo.

* Por el contrario, un sistema muy preciso podria considerarse no
optimo por ser muy costoso o complejo.

& PROBLEMA DE CONTROL

OPTIMO BASICO
]

Considerando la representacion en variables de estado del sistema:

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

De aqui en adelante asumiremos que el valor del estado es accesible,
bien porque las variables de estado son accesibles y pueden medirse,
bien porque el sistema sea observable y exista la posibilidad de
estimarlas (observador).
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5 PROBLEMA DE CONTROL

OPTIMO BASICO
]

Las limitaciones se centraran o bien en los valores permitidos de las
variables de estado o sobre el valor de las entradas de control

u(t) :fut), <M vt

Representacion de saturacién en los actuadores:

Ul(t) up(t) o L
U, @©)] = |u, @ +]u, O +|u Q) <M? vt
Uy ()

uz(t) ot / =

uz(t) o— e

& PROBLEMA DE CONTROL

OPTIMO BASICO
]

La tarea a realizar normalmente lleva implicitas unas condiciones de
frontera adicionales sobre las ecuaciones del espacio de estados. Por
ejemplo, se podria plantear transferir el estado x(t) desde un estado
inicial conocido a un estado final especificado, en un tiempo concreto,
0 en él minimo posible:

Xd

X0
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# PROBLEMA DE CONTROL
OPTIMO BASICO

La manera directa de optimizar un disefio es definir un indice de
funcionamiento o de coste J, que medira la calidad de la solucién de
diseno. Para cada u(t) posible se correspondera con una trayectoria de
la funcién de estado:

I X0 x(t) + ox(t)
I N .
u(t) — [ S h
I = - -
! L \//-1“7“—-4 t
0 T 0 X(t) * T

La entrada u(t) genera la trayectoria x(t). Una variacion v(t) en u(t)
genera una trayectoria diferente x(t)+x(t)

& PROBLEMA DE CONTROL

OPTIMO BASICO
]

Uno de los criterios comunes es el de tiempo minimo, en el cual se
busca el control u(t) que produce la trayectoria mas rapida para
obtener el estado final deseado.

En este caso el indice de coste a minimizar puede expresarse
simplemente por J=T
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s PROBLEMA DE CONTROL

OPTIMO BASICO
]

Otro criterio para la eleccion de la funcién de coste es el error final al
obtener el estado final en un tiempo especificado de antemano T:

& PROBLEMA DE CONTROL

OPTIMO BASICO
]

Otra posibilidad es establecer criterios de area minima bajo la curva
del médulo al cuadrado del estado, para seleccionar aquellas entradas
que producen transitorios mas pequefios sobre la trayectoria generada
entre el estado inicial y final:

u(t)]|? Ix()]]
J =[5 lult)]* dt J=[o Ix(t))* dt

Y : \(\.ﬁT ;

0 T 0

De la misma manera, si se actua sobre el area de la curva de modulos
cuadraticos correspondientes a la entrada, estariamos seleccionando
aquellos controles que requieren menos esfuerzo de actuacion.
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#  CONTROL OPTIMO

CUADRATICO
]

Aglutinando los casos anteriores, se plantea el control éptimo
cuadratico. Este criterio se puede plantear definiendo el indice de coste
J de la siguiente manera:

t

3= (t ) Sx(t, )+ [ ())Qx(t)+u' (t)Ru(t) Jat

to
Las matrices de ponderacion S, Q y R pueden definirse segun el
objetivo que se pretenda perseguir:

2
S=1 Q=0 R=0 J= “X(tf )” Consideracion de error final minimo
t

S=0 Q=0 R=1 J= J'."u (t)"2 dt  Energia minima en la entrada

Las matrices S y Q son simétricas y no definidas negativas, y R es
simétrica y definida positiva.

&  CONTROL OPTIMO

CUADRATICO
]

Una matriz simétrica M es definida positiva si:

XMx>0 Vxz#0 xeR" MeR™

Una matriz simétrica M es no definida negativa si:
XMx>0 vx=0 xeR" MeR™

30
M1:|: J [X1 Xz]Ml[f}:3xf+x§ Definida positiva

2

_|13 0 L P . »
M, = 0 -1 [X1 Xz]M1 X =3X% —X; No es signo definida
- 2
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&  CONTROL OPTIMO

CUADRATICO
]

Puesto que existen métodos complementarios para garantizar el error,
normalmente suele prescindirse de la matriz S, quedando el indice de
coste definido de la siguiente manera:

J =

[X () Qx(t)+u* (t) Ru(t) Jot

O'—:S

Las matrices de ponderacién S, Q y R pueden definirse segun el
objetivo que se pretenda perseguir:

O REALIMENTACION DE

emm= - ESTADOS OPTIMA :LQRz

Partiendo del modelo en variables de estado:
X(t) = Ax(t)+Bu(t) xeR" ueRP
y(t) = Cx(t)

Definiendo el indice de coste J, como:

J= j[ u' (t)Ru(t) Jdt

El control 6ptimo que minimiza J esta dado por la ley de realimentacion
del estado:

u(t)=—Kx(t) con K=R™'B'P
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O REALIMENTACION DE

ez ESTADOS OPTIMA :LQRz

Donde P es la unica solucion definida positiva de la Ecuacion
Algebraica de Riccati (EAR):

A'P +PA—PBR'B'/P+Q =0

Las matrices Q (definida no negativa) y R (definida positiva) contienen
los parametros de ponderacion del problema. Suele ser habitual elegir:

Q=C'C y R=4l con 1>0

Que corresponde a elegir un equilibrio entre las energias de la salida y
la entrada, con el indice:

O I o

J

O REALIMENTACION DE

emm= - ESTADOS OPTIMA :LQRz

=[O + 2 o) o

Si A es pequeia y(t) converge rapidamente a 0, pero se necesitan
actuaciones de control en u(t) grandes (grandes ganancias).

Si A es grande son necesarios valores de u(t) mas pequefios para
conseguir el estado final pero por el contrario la convergencia de y(t)
es mas lenta.
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EJEMPLO
.|
G(s)zs(lerl) Xlzéxz Xzziu o

o [o 1 0 . T2 o y? o 2 Q=
Gl o e

y=[1 0]x  EAR: A'P+PA-PBR'B'P+Q=0

el i el

(1
EJEMPLO

ol e e

P definida positiva y simétrica: P= [ P plZ}
p12 p22
2 _1_ ]
o120 roa] 2
2(Pa = P2) = P +1=0 NER 11

Pii = P + P2 P2y

02/12/2013



a EJEMPLO

Luego la accién de control 6ptima seria:
21
K=R'B'P= [O 1]{1 J :[1 1]

Por lo que el lazo cerrado quedaria:

w2 3

&  LIAPUNOV PARA SISTEMAS

LINEALES INVARIANTES

|
Estabilidad para sistemas invariantes.
X = AX
Unico estado de equilibrio x=0
Eligiendo la funcién de Liapunov:
V (x)=x'Px
Donde P es una matriz simétrica definida positiva

V (X) = X'Px+X'Px=(Ax)' Px+x'PAx=xA'Px+XPAx =X (A'P+PA)x
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#  LIAPUNOV PARA SISTEMAS
LINEALES INVARIANTES

.
V(%)= X'Px+ x'Px = (Ax)' Px+ x'PAx = X' A'Px+X'PAX = x' (A'P + PA) x
V(x)=-x'Qx donde Q=—(AP+PA)

Al ser V(x) definida positiva, para que exista estabilidad asintética la
derivada debe ser definida negativa, luego Q debe ser definida
positiva.

Para ello, una condicidon necesaria y suficiente, es que P sea definida
positiva.

Puesto que la igualdad debe cumplirse para todo caso, suele elegirse
Q-=l, y de ahi obtener P.

#  SOLUCION DEL CONTROL
OPTIMO LQR

El objetivo es encontrar una solucién que minimice el indice J y por

tanto sea una solucién 6ptima para el control LQR. Partiendo de la
funcién de coste:

3 = [[X (t)Qx(t)+u' (t)Ru(t) Jt
0
Suponiendo P simétrica definida positiva, solucién de la EAR:
A'P + PA- PBR_lB‘P+Q =0

Para ello vamos a partir de una funcion de Liapunov en su segunda

forma: V()= x (1) Px(t)
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5  SOLUCION DEL CONTROL

OPTIMO LQR
]

Siendo V(t) una forma cuadratica de Liapunov la derivamos:
V(x)=x"(t)Px(t)
V (x)= X' (t) Px(t)+x' (t) Px(t) = (Ax+ Bu) Px+x'P(Ax+Bu)
V (x)=x'(A'P+PA)x+u'B'Px+x'PBu
De la EAR:

A'P+PA—-PBR'B'P+Q=0 = AP+ PA=-Q+PBR'B'P

V (x)=x'(-Q+PBR™B'P)x-+u'B'Px+x'PBu

g SOLUCION DEL CONTROL

OPTIMO LQR
|

V (x)=x'(-Q+PBR™B'P)x+u'B'Px+x'PBu +u'Ru—u'Ru
V (x) == X'Qx-+u'Ru |+ x'PBR'B'Px+Uu'B'Px+X'PBu +u'Ru
V (x) =~ X'Qx+u‘Ru]+(B'Px+Ru) R*(B'Px+Ru)
j:\/' (x)=-J +Iow(B‘Px+ Ru)t R (B'Px+Ru)dt

3 =x'(0)Px(0)+["(B'Px+Ru) R™(B'Px+Ru)dt
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5  SOLUCION DEL CONTROL

OPTIMO LQR
]

3 =x'(0)Px(0)+["(B'Px+Ru) R™(B'Px+Ru)dt

Para que J sea minimo, siendo el término integral no negativo:

u=-R'B"Px=-Kx
K=R'B'P

El valor minimo de la funcién de coste sera:

J=x'(0)Px(0)

02/12/2013

13



