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TEMA 0

Introduccidén a la formulacién del modelo de
Maxwell

SECCION 0.1

Revision de elementos matematicos basicos

0.1.1

Definiciones de campo

Definimos un campo escalar i como:

p:DCR®—R
funcién escalar y de punto que asocia a cada punto Z en su dominio D un escalar .
Definimos un campo vectorial A como:

A:DCR?® —R?

funcién vectorial y de punto que asocia a cada punto & en su dominio D un vector A. Las versiones complejas
de los campos escalares y vectoriales se definen de manera anéloga.

0.1.2
Lineas de campo

Las lineas de campo son lineas tangentes al campo vectorial en cada punto. Indican direccién y sentido e
intensidad, para lo cual se dibujan de forma que hay mayor densidad de lineas en las zonas donde la intensidad
de campo es mayor. En dindmica de fluidos, una linea de campo es precisamente una trayectoria recorrida por
una particula de fluido.

0.1.3

Flujo de A a través de una superficie S

Dado un campo vectorial A decimos que su flujo a través de una superficie .S viene dado por:

//E-dg
S

En dinadmica de fluidos, donde A representa un campo de velocidades, el diferencial de flujo mide la cantidad
de fluido que pasa por el paralelogramo tangente por unidad de tiempo.
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0.1.4

Sistemas de coordenadas

Dependiendo del problema y de las simetrias que presente, es conveniente elegir el sistema de coordenadas.

- Coordenadas rectangulares (z, vy, z).
- Coordenadas cilindricas (p, ¢, 2).

- Coordenadas esféricas (7,6, ¢). Notar que el angulo 6 es de revolucién con respecto al eje z y varia entre
0 y 7 mientras que el ¢ se mide siempre en el plano zy y varia en un margen de 0 a 2.

0.15

Gradiente de una funcién escalar de punto ¢

Sea 9 (z,v, z) una funcién escalar y de punto. Se define el gradiente de 1 en coordenadas rectangulares como:

oY(z,y,z). OY(z,y,z). OY(z,vy,2).
V(2. 2) = 1/)(8;/ )iy ¢(6yy )g+ ¢(azy ),

0.1.6
Laplaciana de una funcién escalar de punto ¢

Sea 9(z,y, z) una funcién escalar y de punto. Se define la laplaciana de 9 en coordenadas rectangulares como:

02 02 02
B(e,9,2) = V(o,u,z) = TEmpE)  THEND) | TUE D)

0.1.7

Divergencia de una funcién vectorial de punto A

Sea A'(m, y,2) = Ag(z,y, 2)2+Ay(2,y,2)7+ A, (2, y, 2) 2 una funcién vectorial y de punto. Se define la divergencia
de A en coordenadas rectangulares como:
0A, 0A, O0A,

V-A=
Oz + Oy + 0z

0.1.8

Rotacional de una funcién vectorial de punto A

Sea A = A& + Ay§ + A,Z una funcién escalar y de punto. Se define el rotacional de A en coordenadas
rectangulares como:

o 0A 0A 0A 0A 0A 0A
v A= z Yy ) . z z ~ Yy T P
X <8y 6z>m+<8z 6m)y+<6m Gy)z

que simbélicamente puede expresarse como:
Z g z
VxA=|08/6z 8/8y 08/0z
A, Ay A,
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0.1.9

Laplaciana de una funcién vectorial de punto A

Sea ff(:c, y,2) = Ag(z,y,2)E+ Ay(z,y, 2)7+ A (z,y, 2) 2 una funcién vectorial y de punto. Se define la laplaciana
de A en coordenadas rectangulares como:

ANA = NAE + NAG+ NALE

0.1.10

Teorema de la divergencia de Gauss

Sea V una regién y S la superficie cerrada orientada que acota V. Sea A un campo vectorial definido en V.

Entonces:
/V~ffdv:#[f~d§’ (1)
v S

0.1.11

Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada definida por una funcién C?, z = f(z,y), (z,y) € D y sea Aun campo vectorial
C' en S. Entonces, si L denota una curva frontera orientada de S, tenemos:

//Vx/f-d§':9§[f~df
S L

Revisién de Electricidad y Magnetismo

En este apartado se revisan los conceptos més importantes de la electricidad y magnetismo clasicos hasta llegar
al planteamiento de las ecuaciones de Maxwell en un problema general de electrodinamica.

SECCION 0.2

Electrostatica

0.2.1
La carga

Electricidad deriva de nAexTpov que significa ambar en griego. Introducimos la funcién p(7) conocida como
denstdad de carga:
_ %

(M) =

La carga esta cuantizad de forma que la carga total de un cuerpo es un maultiplo entero de la carga de un
electron. Las distribuciones de carga que emplearemos son continuas. Por ello, consideraremos elementos de
volumen suficientemente grandes como para englobar un ntmero elevado de particulas cargadas, de forma que
deje de manifestarse su caracter discreto y veamos efectos de promedio.

Se entiende por carga puntual situada en 7; la definida como:

p(7) = g6(7 — 71)
!La unidad de carga en el sistema MKSA (SI) es el Coulombio (C). La carga de un electrén es de —1.602 x 10719C
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donde 4(-) es una funcién delta de Dirac. Una carga puntual tiene sentido al considerar distribuciones de carga
a distancias muy grandes respecto a su tamaifio.

0.2.2
Ley de Coulomb y principio de superposicion

Hay dos leyes fundamentales en la electrostatica: la Ley de Coulomb y el principio de superposicién. Supongamos
dos cargas puntuales de valor ¢ y ¢’ separadas una distancia r. La Ley de Coulomb establece que la fuerza
entre ellas responde a la expresién:

> 99 .

F = T—Qr

donde C es una constante que depende del medio. En un sistema racionalizado la ecuacién anterior resulta:

2 99" .
F = 7
47['67‘2

siendo € una constante conocida como permitividad o constante dieléctrica del medio.

Cuando las cargas se encuentran en el vacio, decimos que € = ¢,. El valor de esta constante en MKSA es (notar
que tiene dimensiones):

1
€ = glo_g(ﬁ'aradios/m) = 8.854 x 107'2(F/m)
T

Para medios lineales, homogéneos e isétropo{] distintos al vacio, la permitividad se expresa como:
€ = €6

siendo €, la permitividad relativa del medio, que cumple siempre €, > 1. Mas adelante comentaremos breve-
mente cémo se introducen los medios materiales en la descripcién del fenémeno electromagnético.

En cuanto al principio de superposicion, establece que la fuerza que experimenta una carga dada debida a
una distribucién de cargas es la suma vectorial de las fuerzas que producirian cada una de las cargas de la
distribucién si estuvieran aisladas del resto.

023

Definicién de &

Aunque las dos leyes anteriores son suficientes para resolver cualquier problema de la electrostética, es con-
vieniente por razones practicas y conceptuales introducir dos ideas secundarias que seran de gran utilidad: el
campo eléctrico y el potencial electrostatico.

Se define el campo eléctrico £ creado por ¢’ en la posicién de la carga ¢ como la fuerza que experimenta la
unidad de carga:

My
Il
Q|

de donde se sigue que:
!

Q

£

7 (2)

4mer?

Observamos que se trata de un campo de fuerzas centrales. Sus unidades mas habituales en MKSA son N/C 6
Voltio/m = V/m.

El principio de superposicién se expresa como:
/

o q
&= E —t 21%

c— Arer:

=1 ¢

2Un medio es homogéneo cuando sus caracteristicas no dependen de las coordenadas, e isétropo, cuando las propiedades del
mismo varian igual en todas las direcciones en torno a un punto dado.
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0.2.4

Definicién de D

Resulta de interés introducir un nuevo vector mas relacionado con las cargas que £. Definimos:
D =€ (3)

asumiendo una relacién lineal entre £ y D. Este nuevo campo se denomina vector desplazamiento eléctrico o
vector de densidad eléctrica de flujo. Para cargas puntuales, este vector tiene la propiedad de que es radial
e independiente del material en cuyo seno se encuentran las cargas. Ademaés su flujo a través de una superficie
cerrada que englobe a la carga es igual a la carga total:

#ﬁ~d§’:2qi
S

y esto es independiente de la superficie en cuestién.

Cuando se trabaja con medios materiales reales (no en el vacio), la presencia de un campo eléctrico en dichos
medios puede provocar que las cargas de las moléculas (neutra en un principio) se desplacen de forma que
dichas moléculas se polarizan. También puede ocurrir que la molécula inicialmente se encuentre polarizada (o
lo que es lo mismo, que tenga un momento dipolar permanente), por lo que el campo harad que se oriente de
determinada forma. Grosso modo, el campo final serd la suma del campo inicial més las contribuciones de los
distintos dipolos y la distribucién de campo en el interior del material sera dificil de determinar y presentara
grandes variaciones a nivel microscopico. De acuerdo con la evidencia experimental se verifica:

D =€, +Pe (4)
El vector P, es el vector adicional de polarizacién eléctrica

En medios lineales, homogéneos e isétropos se convierte en:
D = €,€ 4+ Pe = €€ + €oxe€ = €o(1 4 Xe)E = €€

donde . es una constante positiva que depende del material y se denomina susceptibilidad eléctrica

0.2.5

Propiedades integrales y diferenciales de EyD

Estudiamos las propiedades integrales y diferenciales de £a partir de la expresién utilizando resultados

conocidos del calculo vectorial. ff
# D.ds= / pdv
S 14

donde S es la superficie cerrada que encierra el volumen V.

Se demuestra que se verifica la ecuacién:

Esta expresion se conoce como Teorema de Gauss. Hsto significa que el flujo neto a través de una superficie
cerrada que no encierra ninguna carga es cero.

La versién diferencial de este teorema es:

V-D=p
Por otra parte, es facil demostrar que

VxE&E=0

y aplicando el teorema de Stokes a esta integral, resulta: E]

;5 £.di=0 (5)

3Recordamos que una distribucién con un momento dipolar Pe crea un campo externo equivalente al que produciria una
distribucién volumeétrica de carga pp = —V - 753 v una distribucién superficial ps = Pen

4Segiin el teorema de Helmholtz, un campo vectorial queda univocamente determinado si se conocen su divergencia y su
rotacional en todos los puntos del espacio

5Un campo que verifica se denomina conservativo.
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0.2.6

Potencial electrostatico

Esta propiedad permite una simplificacién. Sabemos que un campo que cumpla esta propiedad se puede calcular

como:
Q

siendo ¢ una funcién escalar y de punto denominada potencial electrostdtico que tiene una propiedad muy
util: la diferencia entre dos puntos es igual al trabajo que hay que realizar para trasladar una carga unidad entre
ellos.

En efecto, el trabajo que hay que realizar para transportar una carga del punto 1 al punto 2 contra el campo £
sera:

—

2
W12:—/ E-dl= &, — &,
1

Asi, la diferencia de potencial entre dos puntos es igual al trabajo que hay que realizar para trasladar una
carga unidad entre los dos puntos. La ecuacién $(7) = cte. define una superficie equipotencial, siendo el campo
perpendicular a estas superficies en todo punto.

Si ahora tomamos la divergencia de @, resulta:

Ad =P
€

se obtiene la conocida como Ecuacién de Poisson, que para puntos del espacio donde p = 0 se convierte en:

conocida como Ecuacién de Laplace.
Teniendo en cuenta que el potencial creado por una carga puntual es:

!

_ 9
4er

q

para un elemento de carga pdv’ serda d® = pdv'/|7 — 7| por lo que el potencial total sera, por superposicién:

o - o | G

= dv’
4re V! |'F— 7_'1|

que corresponde a la versién integral de la ecuacién de Poisson. Esta ecuacién plantea un problema de suma en
contraste con los problemas de condiciones de contorno, bastante méas complejos, en los que p(7) no se conoce
de antemano.

SECCION 0.3

Magnetostatica

0.3.1
Corriente y conceptos relacionados

La palabra magnetismo deriva de Magnesia, regién de Grecia donde se encontraron las primeras piedras iméan
con estas propiedades. Supongamos una distribucién de carga que se mueve con velocidad v constante. Definimos
un vector densidad superficial de corriente eléctrica J en cada punto como:

—

J = pv (7)

esto es, como la cantidad de carga que por unidad de tiempo atraviesa una unidad de area (A/m? en MKSA).
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Supongamos ahora una densidad de corriente dependiente del tiempo T (7,t) v una superficie infinitesimal ds
situada en el seno de la corriente y sea dI la carga que atraviesa la superficie por unidad de tiempo. Claramente
dl = J - ds por lo que se verificara:
I= / J-d§
s

I se denomina corriente a través de la superficie S.

Supongamos que la superficie S es cerrada y que admitimos el principio de que la carga no se crea ni se destruye.
Entonces, la carga total en el volumen V sera fv pdv y su tasa de variacién con el tiempo 8/0t fV pdv. Por
tanto, el principio de conservacién de la carga se expresa como:

> ., 0
#gj-ds—ka/vpdv—o

Si aplicamos el teorema de la divergencia al primer sumando podemos sustituirlo por fV V. Jds y dado que la
expresién anterior debe verificarse para cualquier volumen V, se sigue que:

Op
v- J+E 0 (8)

expresién matematica de la Ley de conservacién de la carga o ecuacion de continuidad de la carga.

Si la densidad de carga p es una funcién sélo de 7y no varia con el tiempo, la ecuacién anterior se convierte en:
V-J=0
que implica que las lineas de flujo de corriente se cierran sobre si mismas, esto es, forman lazos cerrados.

Cuando la corriente se produce dentro de un conductor y dentro del conocido como margen lineal, se verifica
experimentalmente la conocida Ley de Ohm (generalizada):

siendo o la conductividad del medio (27 'm~! en MKSA). El valor ¢ permite clasificar a su vez a los medios
como conductores, semiconductores y aislantes, si bien esta divisién es relativa, como veremos mas adelante.

A partir de la anterior se deriva la Ley de Joule:

dP ;g -
82
2o = J E=0l¢]

0.3.2

Fuerzas entre conductores

Supongamos dos lazos por los que discurren las corrientes I; y I5 respectivamente. Los experimentos de Ampére
mostraron que la fuerza total F; sobre el circuito 1 debida a su interaccién con el circuito 2 es proporcional a
las dos corrientes I; y I» y a una integral que depende sélo de la geometria (ver figura :

. dly x (diy x 7
7 :cmzyg 515 dh x (s X Tha)
ci1Jez Ti2

La constante de proporcionalidad C depende del medio. En un sistema racionalizado, la ecuacién anterior se

escribe:
7]1[2¢ ¢ dll X dlz X 7’12)
c1Jc2 7’12

siendo p una constante conocida como permeabilidad magnética del medio, cuyas unidades son (Henrio/m)=H/m
en MKSA. La permeabilidad del vacio en este sistema es

po = 4m x 1077 (H/m)
Para cualquier otro medio lineal, homogéneo e isétropo, podemos escribir:

K= Hrlo
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Figura 1: Ley de Ampére

033

Definicién del vector de induccién magnética B

Partimos de una situacién en la que tenemos corrientes eléctricas estacionarias, esto es 87 /9t = 0. Tal y como
hicimos en electrostatica, es conveniente definir un nuevo campo, imaginando que una de las corrientes produce
un campo que actia sobre la otra.

Definimos el vector de induccion magnética B producido por I, como:

B—o:LIQ dr2XFlg

4m rdy
Entonces, postulamos que este campo B ejerce una fuerza F; sobre la corriente I; dada por:
Fi=5 jﬁ diy x B
siendo las unidades de B, Web/m.

Es conveniente extender la definicién de /B asumiendo que cada elemento dI de corriente produce un campo dB
dado por:

LIdfo

dB =
4 73

siendo 7 el vector que une el elemento y el punto en el que se calcula el campo. Esta expresion recibe el nombre
de Ley de Biot y Savart. Notar que implicitamente estamos utilizando el principio de superposicién de fuerzas
magnéticas.

0.3.4

Definicién del vector de intensidad de campo magnético #

De la misma forma que hicimos con el campo eléctrico en electrostatica, es necesario introducir el efecto de
lo microscépico en nuestro planteamiento macroscépico. A efectos de calcular el campo magnético, los medios
materiales se caracterizan mediante momentos dipolares magnéticos. Introducimos el vector intensidad de campo
magnético H definido como:

X,
Il

p'B (9)

que puede expresarse como:
B = poH + Pm (10)

siendo P,, el vector adicional de magnetizacién. En medios lineales, homogéneos e isétropos se convierte
en:
B = poH + Pm = phoH + proXm™

donde x,, es una constante positiva o negativa que depende del material y se denomina susceptibilidad mag-
nética
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0.35

Propiedades diferenciales e integrales de By H
Operando a partir de las ecuaciones anteriores, se puede demostrar que:
VxH=J (11)
V-B=0 (12)

esto es, el campo B es rotacional puro. Empleando los teoremas de la divergencia y Stokes llegamos a las
versiones integrales: F’:I

/ H-dl=1

c

#é-dE:O
S

conocida como Ley de Ampére, junto con

0.3.6

El Potencial vector magnético

Dado que V x B es distinto de cero, no puede existir un potencial real para calcular el campo mediante una
diferenciacién. No obstante, podemos introducir un potencial generalizado de tipo vectorial que si cumple esta
propiedad. Ademas el resultado sera valido también para el interior de las corrientes.

Introducimos un vector A al que llamaremos potencial vector de forma que:
B=VxA

por lo que se cumplird automaticamente que:

Entonces, la ecuacién resulta:
Vx(VxA)=unJ

que corresponde a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas y que se puede expresar como:
V(V-A) - AA=pud

Por el teorema de Helmholtz, A queda determinado sélo cuando definamos V - A. Como tenemos libertad para
hacerlo como queramos, a la vista de la ecuacién anterior, interesa imponer V - A = 0 de forma que:

=3

AA=—uJ

Dado que esta ecuacién tiene la misma forma que la ecuacién de Poisson, su solucién serd andloga, de forma

que podemos decir que:
7 7 J)
= d
AP = 4 /V 7™

=
SNotar que el campo B no es conservativo
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SECCION 0.4

Energia en campos estaticos

041

Energia electrostatica

Suponemos una distribucién arbitraria de cargas. Se demuestra que la energia potencial del sistema conocida
como energia electrostdtica viene dada por:

Una variante de esta expresion es:

Aunque esta integral se extiende sélo a los puntos donde existe densidad de carga, puede ser extendida a todo
el volumen de espacio V; de la siguiente forma:

1 [ = =
WE:7/ - Ddv
2 Vi

Esta férmula expresa la energia inicamente en términos del campo electrostatico, concepto basico Maxwelliano
(la energia reside en el campo no en las fuentes).

0.4.2
Energia magnetostatica

Se demuestra que la energia necesaria para formar una distribucién de corriente viene dada por:

1 [ . -
WM:f/A-jdv
2 \4

Aunque la energia parece residir en las corrientes, esta expresién puede modificarse para que la energia se
exprese Unicamente en funcién del campo:

SECCION 0.5

Electrodinamica

0.5.1
El problema de la variacion temporal

La electrostatica trata distribuciones de cargas estaticas, esto es, inmédviles en promedio. Por tanto, los campos
eléctricos que se producen son independientes del tiempo. La magnetostatica estudia los campos creados por
cargas en movimiento, con la particularidad de que estas corrientes son estacionarias, esto es, independientes
del tiempo. Los campos eléctricos y magnéticos son, por tanto, independientes del tiempo. Ahora vamos a
calcular el efecto del movimiento de las cargas de manera arbitraria, por los que los campos seran variables con
el tiempo.
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En espacio libre, en presencia tinicamente de cargas y distribuciones de corriente pero no de materia, hay cuatro
ecuaciones basicas para los campos estaticos, dos para definir la divergencia y el rotacional de £ y otras dos para
B. Para el caso electrodinamico, las ecuaciones que definen los rotacionales deben completarse con términos que
dependen de la variacién temporal. Uno de ellos fue encontrado experimentalmente por Faraday. El otro, fue
postulado por Mazwell. Este conjunto de 4 ecuaciones completas se denomina ecuaciones de Mazwell para
espacio libre.

052
La Ley de Faraday

Faraday encontrd, empleando corrientes en lazos, que la integral curvilinea del campo eléctrico alrededor de
un lazo es proporcional a la variacién temporal del flujo magnético a través de ese lazo:

. - 8B
cdl = — — . ds 1
%e [ G (13)

La evidencia empirica indica que esta relacién entre un campo magnético variable y el campo eléctrico, es una
propiedad de los campos en el espacio: los cables y las corrientes que fluyen en ellos sirve inicamente para que

se manifieste .

Empleando el teorema de Stokes podemos escribir:

o8B

Vx€=——
X ot

que es la generalizacién de la ley V x £ = 0 de la electrostatica.

Si generalizamos lo anterior a lazos de forma variable se obtiene la conocida Ley de Lenz:
fem = —— (14)

siendo ¢ el flujo a través de la superficie que define el lazo y fem la fuerza electromotriz generada.

0.5.3
La corriente de desplazamiento y las ecuaciones de Maxwell

Discutimos ahora una generalizacién de las ecuaciones anteriores debida a James C. Mazwell. Esta generali-
zacién es un postulado que se entiende mejor si miramos al contexto de la época en que se introdujo.

Consideremos la ecuacién de la magnetostatica V x B = yj. Si tomamos la divergencia de esta ecuacién
obtenemos:
V.-J=0

Sabemos que el hecho de que la divergencia de un vector sea cero implica que las lineas de campo se cierran
sobre si mismas. Por lo tanto, la ecuacién anterior implica que la corriente fluye en lazos cerrados. Esto es lo
que ocurre con campos estaticos. Sin embargo ahora, nos encontramos ante una situacién diferente.

Si p. €j. consideramos un condensador que se carga conectando las dos placas a una bateria, podemos decir
que existe corriente en el cable pero no habra corriente entre las placas del condensador. Lia concepcidén de este
proceso por parte de Maxwell es diferente. Para entenderla acudimos a los descubrimientos de Faraday sobre el
fenémeno de la polarizacién o lo que es lo mismo, a la separacién de cargas en un medio material debido a la
presencia de un campo eléctrico. Las cargas deben moverse para separarse y, dado que las cargas en movimiento
constituyen una corriente, el proceso de polarizacién implica la existencia de una corriente que puede llamarse
corriente de polarizacion. En aquel momento se suponia que las acciones eléctromagnéticas no se transmitian
a través del vacio sino a través de un éter que no era distinto en nada a la materia dieléctrica. Por lo tanto,
no era raro que Maxwell extendiera el concepto de corriente de polarizacion al éter.

Maxwell consideré que, en el proceso de carga de un condensador, los cables del condensador y el éter entre
dichas placas formaban un circuito material continuo. Para ello, modificé las ecuaciones anteriores como se
indica a continuacién.
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A partir de V- D = p se sigue:
p O -
T _v.D
ot 0ot

Si introducimos esto en la ecuacién de continuidad de carga obtenemos:

. 0D
T+ —

v ot

=0 (15)

El segundo sumando 8'5/ Ot tiene las dimensiones de una corriente y fue denominado por Maxwell corriente de
desplazamiento. Si consideramos que la corriente total consiste en una densidad de corriente mas una corriente
de desplazamiento, vemos que la corriente total siempre fluye en lazos cerrados. Sin embargo, debemos recordar
que la corriente de desplazamiento no es una corriente en el sentido ordinario, ya que no estd asociada a un
flujo de carga.

A partir del resultado , Maxwell generalizé la Ley de Ampére diferencial V x H = J asumiendo que para
los campos variables con el tiempo, la corriente en esta féormula deberia ser la corriente total incluyendo la
corriente de desplazamiento, de forma que esta ecuacién resulta:

. ., 9D
\Y = — 16
xH=JT+— (16)
SECCION 0.6
Ejercicios

Sean los vectores d =32+ 27— Z2 y b= —4 + 32. Calcule:

A.G-b

Q

B.axb
C. Angulo que forman @ y b

D. Vector unitario en la perpendicular del plano que forman @ y b

Sol: A) —5; B) 52 — 99 — 32; C) 115°; D) iﬁ(si — 99 — 32)

@ Sean los vectores @ = 3j& + 20 —jZy b= —7 + (1+ 27)z. Calcule:

C. LReld x b*]

Sol: A) |@| = /14 ; |b| = V6; B) |@- b*| = 3; C) 1/2Re[d@ x b*] = 2 + 37

Indicar las coordenadas esféricas que definen:

A. La direccién 2

B. El plano bisector de los ejes zy



0.6. Ejercicios

C. La direcciébn 7= —& +§ + 2

Sol: A) 6 =0; B) ¢ = m/4; C) ¢ = 135° 6 = 54.73°

E Expresar la curva p = a(1 + cos @) en coordenadas cartesianas.

Sol: z? +y? = ay/z2 + y2 + azx

E] Calcule el gradiente de los campos escalares:

A =+ 22 +y% + 22

B. ¥ =322 + yz
Para el segundo caso, calcule un vector unitario que apunte a la direccién de maxima variacién de ¥ en el punto
P,(1,-1,0).

. z S y S z 5 _ & - Aos 1 (EaA
Soli A) bt o b i = 7 B) (624 y)E 4085 0 = (58 + )

@ Sea A = 3z2yi + (23 + y3)9. Verificar que A es irrotacional.
Sol: Vx A=0

Sea U(r,0.¢) = g—g sing. Calcular cuanto vale ¢ Uds.
Sol: 72U,

Demostrar que cualquier solucién de la ecuaciéon V x V x A— k2 A = 0 satisface automaticamente la ecuacién
vectorial de Helmholtz AA + k*A =0 y la condicién solenoidal V - A=0.

Sol: Apligando V- a la ecuacién y simplificando = V - 4 = 0; Desarrollando V x V y aplicando lo anterior =
AA+K*A=0
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TEMA 1

El modelo Electromagnético

SECCION 1.1

El campo electromagnético sobre el cuerpo real

111

Ecuaciones locales

Agrupando todo lo anterior, postulamos que las magnitudes que intervienen en el electromagnetismo estan
ligadas por las ecuaciones locales:

VXH:J+%—2: (1.1)
vw?:-% (1.2)
vj+6—':= (1.3)

V-D=p (1.4)
V-B=0 (1.5)
(1.6)

siendo:

Vector intensidad de campo eléctrico £(V/m)

Vector de intensidad de campo magnético H(A/m)
- Vector desplazamiento eléctrico D(C/m?)

Vector de induccién magnética B(W/m?)

Las dos primeras son igualdades vectoriales y se conocen habitualmente con la designacién de primera y segunda
ecuacion de Mazwell, respectivamente. La tercera, escalar, traduce el postulado de la conservacién de la carga
eléctrica y, unida a la cuarta y la quinta, también escalares, forma el bloque de las ecuaciones de la divergencia.

Estas ecuaciones se completan con las conocidas como relaciones constitutivas del medio, que dependen del
material en el cual estd presente en el campo electromagnético y que en el caso lineal se escriben como:

J =o€ (1.7)
D=ef 1.8)
B=uH (1.9)

siendo conocida la primera de ellas como LEy de Ohm generalizada, donde las constantes materiales o, € y

se denominan:

15
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- 0(S/m): conductividad del medio.
- €(F/m): permitividad o constante dieléctrica del medio.

- u(H/m): permeabilidad magnética del medio.

Ha de indicarse que, el sistema de ecuaciones asi establecido es compatible a pesar de no ser independiente. Se
puede demostrar que efectivamente no lo es ya que ([1.4]) es consecuencia de (1.1)) y (1.3)) y (1.5]) lo es de (1.2).
Hay que destacar lo siguiente:

A. Los campos vectoriales y escalares que aparecen en las ecuaciones anteriores son reales, por su propia
definicién.

B. En lo sucesivo, salvo indicacién expresa, consideraremos las tres constantes materiales o, € y u como
magnitudes escalares independientes del punto del espacio y del tiempo, consecuencia de admitir que el
medio es homogéneo e 1sétropo.

C. Todas las leyes integrales del electromagnetismo experimental se deducen con todo rigor de las ecuaciones
postuladas

I l?
dl = — . ds 1.1
yf £ B (1.10)

P

—»

ot

(1.11)

/
D-d / (1.12)
#S 5= (1.13)

Las ecuaciones de Maxwell permiten calcular los campos £ , 73, B y H a partir de fuentes arbitrarias. Para
calcular la accién (mecénica) del campo electromagnético sobre las cargas ello se utiliza la Ley de la densidad
de fuerza de Lorentz: dada una distribucién de carga arbitraria caracterizada por p(7) que se mueve a una
velocidad ¥(#) con respecto a un sistema de referencia inercial en el cual hay campos £ y l’;, la densidad de
fuerza (fuerza/unidad volumen) que actiia sobre la distribucién fes:

e

— — —

f=p(€+7xB)
Por ultimo, la energia almacenada (eléctrica y magnética) por el campo electromagnético vendra dada por:
1 -
Wg == / & - Ddv
2 Jvi

1 [ ~ =
Wsz/ B-Hdv
2 vt

y la potencia disipada (efecto Joule):
P = j Edv
vt
Como veremos a lo largo del curso, los conceptos clave del planteamiento, ampliamente validado por la expe-
riencia, son:

- la introduccién de D y H

- la inseparabilidad € < B: observamos como estan acoplados en las ecuaciones y que, aunque se verifique
J = 0 existiran fuentes de campo magnético si BD/Bt # 0, por lo que si existen campos eléctricos
variables, éstos se convierten en fuentes de campo magnético variable y lo mismo ocurre al contrario:
aunque no existan distribuciones de cargas, si existen campos magnéticos variables o8B /0t # 0, éstos se
convierten en fuentes de campo eléctrico.



1.2. Condiciones de contorno

Las definiciones pormenorizadas de los campos mencionados se encuentran en los siguientes apartados, en donde
se describe el modelo de Maxwell partiendo de la electrostatica y la electrodinamica tal y como se hace en los
cursos basicos de fisica.

SECCION 1.2

Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno relacionan los valores que toman las magnitudes del campo electromagnético en
dos puntos infinitamente préximos, situados a uno y otro lado de una superficie de discontinuidad del espacio
soporte del campo, superficie que serd la frontera de dos medios materiales eléctricamente distintos, que no
estan caracterizados por las mismas constantes o, € y u (habitualmente conocidos como medios 1 y 2).

Definimos en cada punto un vector unitario 72 normal a la superficie de separcién tal y como se muestra en la

figura

Medio 2 (o, &, 1,)

Iﬁ
S

Medio 1 (c‘,)\

g\ﬂ H\

Figura 1.1: Superficie de separacién entre materiales

Postulamos que las magnitudes que intervienen en cualquier problema de campo electromagnético satisfacen
las condiciones de contorno, sobre una superficie de separacién S de dos medios distintos:

’ﬁ 2 — 1):0
ﬁx(ﬁg—ﬁl): _;
fix (& —&)=0

en que 7 es un vector unitario normal a S y dirigido del medio 1 hacia el medio 2 tal y como se ha comentado
y hay que admitir la existencia de hojas de carga y corriente definidas como:

- ps, una densidad superficial de carga (C/m?)

- J,, una densidad lineal de corriente (A/m)

Veamos ahora qué ocurre en dos casos particulares.
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1.21

Medio material de conductividad infinita. Condiciones de contorno en la frontera de otro medio

En el seno de un medio de conductividad infinita (conductor perfecto) se verifica que el campo electromagnético
es nulo. Entonces, las condiciones generales se reducen a:

fi - Dy = ps (1.14)
fi-By =0 (1.15)
i x Hy = T (1.16)

fix& =0 (1.17)

Podemos expresar estos resultados de modo sencillo diciendo que en los puntos de un medio material de
conductividad finita inmediatos a una superficie frontera con otro de conductividad infinita, el campo eléctrico
debe ser normal y el campo magnético tangencial a dicha superficie. Ademas, la corriente sobre éste viene dada

por ([1.16)), en que 7 es un vector unitario normal dirigido en el sentido que va del medio conductor perfecto al
otro medio.

1.2.2

Medio material de conductividad nula

Si un medio material es un aislante perfecto, o es cero y nos dice que no hay corrientes de conduccién J en
ningun punto del medio. Pero entonces, establece que la densidad cibica de carga no depende del tiempo,
es decir, que se mantiene igual al valor inicial en todos los puntos del medio. Es un resultado que fisicamente
podiamos haber dado a priori, pues si el medio no es conductor, no permitirad el desplazamiento de cargas en
su interior y p se mantendré invariable.

En los problemas que trataremos a continuacién supondremos, salvo en casos excepcionales, que es un aislan-
te perfecto el medio para el que plantearemos y resolveremos las ecuaciones de Maxwell y, en consecuencia,
prescindiremos de J. A pesar de que esta hipoétesis sélo implica que p sea independiente del tiempo, pero no
idénticamente nula, postularemos también esta anulacién, apoyandonos en el resultado a que llegaremos en el
apartado siguiente. Las ecuaciones locales para estos medios aislantes seran pues:

1.23

Evolucion temporal de la densidad cibica de carga

Sea un medio material homogéneo e isétropo cualquiera con ¢ finita y no nula, para el que son validas las

ecuaciones (1.1)-(1.9). De (1.3) y (1.7), deducimos que:

por lo que



1.3. El campo electromagnético sobre el cuerpo complejo (dominio de la frecuencia)

y de (L4) y (L8):

se sigue que:
v.g="
€

Igualando los segundos miembros de estas ecuaciones, dado que el primer miembro es el mismo, llegamos a:

16p p
_—ZF_F S
o Ot €

op _ ¢

ot ep

ecuacién que da la dependencia temporal de p y cuya integracién inmediata es:

_c _t
p(2,9,2,) = po(2,Y, 2,t0)e™ <" = po(2, 9,2, t0)e "
siendo 7 = €/0 la constante de relajacion del medio, valor de ¢ que corresponde a una caida de 1/e (63 %).

En esta solucién, p,(z,y, 2,t) es el valor de la densidad ctibica de carga en el punto (z, y, z) en el instante inicial
t = 0. Pero este resultado nos dice que, salvo el caso extremo de un aislante rigurosamente perfecto, en que o
sea idénticamente nulo, la densidad ctibica de carga tiende a anularse en el transcurso del tiempo, siendo tanto
mas rapida esta tendencia cuanto menor sea la cte. 7. P. €j. para el Cobre (conductor), 7 = 1.5-10717 s y para
el cuarzo (aislante) 7 = 20 dias.

En consecuencia, salvo si en un instante determinado creamos voluntariamente una densidad ciibica de carga,
su evolucién temporal serd continuamente decreciente y esta disminucién serd un proceso que se habré iniciado
en el comienzo de los tiempos. Es pues natural suponer que, por pequeiio que sea o, la densidad ctbica de carga
es despreciable y admitir que esta densidad es cero.

SECCION 1.3

El campo electromagnético sobre el cuerpo complejo (dominio de
la frecuencia)

131

Soluciones estacionarias (régimen permanente)

De la misma forma que se hace en la teoria de circuitos, cuando se trabaja en régimen permanente (soluciones
estacionarias) es conveniente imponer variaciones de tipo arménico en el tiempo. En ese caso, tal y como ocurre
en cualquier sistema lineal, excitaciones de entrada con la forma:

z(t) = coswt

proporcionan salidas del tipo:

y(t) = Acos(wt + 9)

Dado que el seno o el coseno no son mas que combinaciones de las exponenciales complejas €/“? y e 7%, es mas
sencillo suponer que la sefial de entrada es directamente una de estas funciones:

X(w) = eIwt

a la que corresponde una salida ' '
Y(w) = Hw)X (w) = Ae?? - e7¥

quedando el problema caracterizado por un niimero complejo H = Ae’? que depende de w. Esta notacién se
conoce como fasorial. Entonces, para trasladar al dominio del tiempo cualquier fasor basta con multiplicar por
e’“! y tomar la parte real, p. €j. en el caso del fasor Y

y(t) = Re[H - 7]
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o la parte imaginaria si nuestra referencia es el seno. En cualquier caso, esto no es una limitacién de cara a
trabajar con sefiales de variacién arbitraria, ya que éstas se pueden expresar como suma de senos y cosenos en
wt (transformada de Fourier).

[

Todo lo visto hasta ahora para seflales de una dimensién, es directamente trasladable al calculo del campo EM
en régimen permanente, ya que las ecuaciones de Maxwell son un sistema lineal, con la particularidad de que
las magnitudes que manejamos son vectoriales, de forma que los fasores son también vectoriales. De esta forma
podemos trabajar con campos de componentes complejas E que se pueden trasladar al dominio del tiempo sin
mas que tomar:

£ = Re[E - &7 (1.18)

Una ventaja de este planteamiento es que la variable ¢ y las derivadas en ¢ desaparecen, quedando la frecuencia
w como parametro que se conoce de antemano (especificado en cada caso). P. ej. si imponemos este tipo de
solucién a la ecuacién del rotacional de & y trabajamos en el cuerpo complejo (o dominio de la frecuencia),
tendremos:

O (Re[Be)

V X Re[Ee*Y] = ~ 5

L 8 - . oL
Re[V x Eel“!] = Re[—a(BeJ“’t]) = Re[—jwtBe’*!]
que, de forma compacta, se enscribe en el cuerpo complejo como:
V x E= —jwé

y tenemos una ecuacién que relaciona directamente los fasores complejos E y Ba partir de los cuales se pueden
calcular los campos en el dominio del tiempo £ y B aplicando ecuaciones del tipo 1}

Entonces, el sistema de las ecuaciones de Maxwell junto con las relaciones costitutivas del medio y las condiciones
de contorno expresado en el cuerpo complejo es:

—

VxH=J+jwD (1.19)
V x B =—jwuH (1.20)
V-D=0 (1.21)
V-B=0 (1.22)
J=0E (1.23)
D=¢E (1.24)
B=puH (1.25)
(1.26)

junto con las condiciones de contorno:

#u+(Dy — D1) = ps (1.27)
A-(By—By)=0 (1.28)
A x (Hy — Hy) = Js (1.29)
i, — B (1.30)

y resuelto el problema planteado por estas ecuaciones, se obtienen las versiones de los campos en el dominio
del tiempo tomando la parte real o imagaria de cada vector multiplicado por e/“?.

Si existieran densidades de corrientes debidas a fuerzas no electromagnéticas (excitacién externa), y por tanto
independientes del campo, la ecuacién ((1.19) se escribiria:

V x H=Jugt+J+ jwD

1Las exponenciales e?“t son autofunciones de los sistemas lineales y los autovalores asociados son los H
2El planteamiento presentado es equivalente a trabajar directamente con las transformadas de Fourier de las ecuaciones y los
campos
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1.32

Medio conductor no perfecto. Permitividad compleja

Es interesante hacer observar que si para un medio conductor, pero no perfecto, hacemos en el sistema de
ecuaciones la sustitucién

0+ jwe = Jwe,

las nuevas ecuaciones con esta nueva permitividad son las correspondientes a un medio aislante. En consecuencia,
si el medio es conductor, podemos tratarlo como aislante de permitividad compleja €.(e. € C) mediante:

N
€c=€—J)—
w

que se suele expresar como:

.o
6526[1—_7&}

De esta forma, el sistema de las ecuaciones de Maxwell en medios homogéneos, lineales y con pérdidas se puede
escribir también como:

Vxﬁ:jwecﬁ
V x B =—jwuH

Como puede observarse, la parte imaginaria de la permitividad compleja esta relacionada con la conductividad
y por lo tanto, con las corrientes de conduccién y las pérdidas por efecto Joule.

A frecuencias altas, por encima de los GHz, existe otro mecanismo por el cual pueden aparecer pérdidas o lo que
es lo mismo, parte imaginaria en .. Este tiene que ver con calentamiento del material debido al amortiguamiento
de las vibraciones de los dipolos e iones de que estd constituido (microscépico). Esto equivale a decir que los
vectores D y € no son directamente proporcionales (es decir, estan en fase), sino que aparece un cierto retardo 6
desfasaje entre ellos que es més sencillo de expresar en el dominio de la frecuencia mediante una parte imaginaria
€'

— —

D= (e - je"E =[€(f) - ]ell(f)]Er’ =2 4 ¢ e IR
Para tener en cuenta este efecto se debe afiadir un nuevo sumando a €.:

. .0
GCZEI_JGH_]*
w

En la practica, las pérdidas debidas a o y las debidas a €¢” son indistinguibles. Por ello, una cantidad de interés
y ademas medible, relacionada con esta expresién, es la conocida como tangente de pérdidas eléctricas del
material que se define como:
"
tand = M
we
E] de forma que se verifica:

€. = €(1 — jtand)

que en funcién de la permitividad relativa €, resulta:

’ec = €,.6,(1 — jtand) ‘

donde ¢, es la permitividad del vacio. Finalmente, hay que destacar que D = (¢ — 7€" )E" # e.B.

Por dltimo, hay que seflalar que aunque con campos estaticos se pueden dividir los materiales en conductores
y aislantes dependiendo de la cte. de relajacién 7, no ocurre lo mismo en la electrodinamica. No obstante, es
posible establecer un criterio, que dependeré de la frecuencia, segtn el cual se considera (analizando el término
jwe E en la ecuacién del rotacional de ﬁ)

3Notar que la parte imaginaria de €. es negativa
4Un material con pérdidas es aquel en el que tan§ # 0
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- Conductor: aquel medio en el cual predomina la corriente de conduccién sobre la de desplazamiento
(predomina la parte imaginaria en €.):

o +we'(f) >> we'(f)

- Aislante (dieléctrico): aquel medio en el cual predomina la corriente de desplazamiento sobre la de con-
duccién (predomina la parte real en €.):

we'(f) >> o + we'(f)

SECCION 1.4
Energia y potencia en los campos electromagnéticos reales y
complejos. Vector de Poynting

141

Introduccién

El estudio electromagnético se inicia con la electrostatica y sus definiciones de carga eléctrica y campo eléctrico,
ligadas entre si por el concepto mecanico de fuerza. Dada una distribucién estatica de cargas sobre conductores,
puede obtenerse energia mecanica de esta distribucién por alteracién de la misma o por desplazamiento de
los conductores. En consecuencia, a la configuracién estatica en cuestién le corresponde una energia mecanica
potencial, de origen eléctrico, denominada energia electrostdtica.

Para evaluarla se extiende el principio de conservacién de la energia, que incluia ya las energia mecéanica y
calorifica, a este nuevo tipo y se calcula la correspondiente a una distribucion estatica de cargas, partiendo de
la base de que serd igual a la energia mecénica que hay que gastar para llegar a esa configuracién desde otra
energia nula, siempre que no hayan aparecido energias de los tipos ya conocidos, mecanica y calorifica.

Para hacer este célculo se elige arbitrariamente como configuracién de energia nula la que presenta ausencia
total de cargas eléctricas a distancia finita de los conductores, estando tales cargas a distancia infinita. Para
evitar la aparicién de energias de otro tipo hay que traer las cargas en cantidades infinitamente pequeiias,
desplazandolas ademas de modo que pasen por una sucesién indefinida de estados de equilibrio, lo que requiere
un tiempo infinitamente grande y Se demuestra que esta energia es igual a una integral de volumen extendida
a todos los puntos del espacio en que existan los vectores E,?y D

/Udv
%

en la que aparece una denstdad cubica de energia U que vale
_£.D

U
2

(1.31)

si el medio es homogéneo e isétropo.

La idea general de Maxwell consistié en postular que este resultado matematico era la traduccién de una realidad
fisica, la del almacenamiento de la energia en el medio asilante exterior a los conductores, en los puntos del
espacio donde existan £ y '5, en lugar de estar concentrada en donde era légico suponer, en las cargas llevadas
a los conductores.

Razonamiento analogo se aplica para afirmar que la energia magnetostdtica esta almacenada en el medio con
una densidad:

&,

W = HT (1.32)

si el medio es homogéneo e isétropo.

Ademas, establecemos que la densidad de energia por unidad de tiempo que se disipa en forma calorifica en un
medio material conductor recorrido por una corriente estacionaria caracterizada por una densidad de corriente

J

—

A (1.33)
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1.42

Energia y potencia en el campo electromagnético real. Vector de Poynting

Postulamos que, cualquiera que sean el campo existente y su variaciéon temporal, la energia electromagnéti-
ca estd almacenada en el medio, parte en forma de energia electrostatica, con densidad q1.31) y el resto en
magnetostatica, con densidad (1.32)), teniendo ademaés lugar la disipacién calorifica local ([1.33)) si el medio es
conductor.

Con estos postulados previos, pasaremos a presentar la interpretacion energética de una ecuacién local y de
su correspondiente forma integral, ambas deducidas por Poynting a partir de las ecuaciones de Maxwell.

Operando sobre estas ecuaciones llegamos a:

e o =~ 20D _ 0B

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por el elemento de volumen de dv e integrando el resultado
para un volumen cualquiera V, se sigue que:

/v-(fx'ﬂ')dv+/§-idv:—/ —dv—/?-[ —dv
14 14

Si el volumen V y su superficie exterior ¥ cumplen las condiciones que permiten aplicar el teorema de Gauss,
podemos transformar la primera integral de volumen de la igualdad anterior en la integral sobre ¥ del flujo del
vector (€ x H). Con esta transformacién:

jﬁ(g‘xﬁ)dsw/ g”-jdv:—/ —dv /'H —dv (1.35)
z 14

siendo d§ el vector normal a ¥ correspondiente al area elemental ds y dirigido hacia el exterior de V.

La energia electromagnética W,,, contenida en el interior de V' en un instante cualquiera valdra, de acuerdo
con la postulacién hecha:

’H-de

Wem =

y, asumiendo un medio homogéneo e isétropo, su incremento en un intervalo de tiempo infinitamente pequefio
At sera:

At =

AW, — Wem p, 0 /5 de+/7-l B
ot at | [,

/3 €D dv+/6 Hde+
s ot \ 2 at \ 2

si suponemos que V no varia en el transcurso del tiempo. Finalmente resulta:

emzl/é’d +/’H—dv

En consecuencia, el segundo miembro de (1.35) multiplicado por At, es igual a la variacién en dicho intervalo de
tiempo, cambiada de signo, de la energia electromagnética almacenada en el interior de V. Teniendo en cuenta
el signo, sera igual a la energia que ha desaparecido del interior de V en el mencionado intervalo de tiempo.

At

Por otra parte, el segundo término del primer miembro, también multiplicado por At, da la energia disipada
en forma de calor en el volumen V' durante el intervalo At:

n= [ & i (139
\4

Entonces, si postulamos que en el caso de medios materiales en reposo las tnicas formas posibles de energia
son la electromagnética y la calorifica, la diferencia entre la desaparecida en la segunda serd una energia que ha
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debido salir de V' hacia otras regiones del espacio, dado que aceptamos la validez del principio de conservacién
de la misma, extendido al campo electromagnético:

AWemz—{Atﬁlg(gxﬁ)-dé'—kAt/
=

g-jdv}
v

Entonces, lo mas natural e intuitivo es suponer que tal energia haya salido a través de la superficie 2 que limita
V' y como ([1.35) nos dice que la diferencia en cuestién vale

At?é(fx'ﬁ)-ds“
z

es decir, viene dada por una integral de superficie, es 16gico suponer que esta integral nos da el flujo de la energia
electromagnética a través de ¥ por unidad de tiempo (notar que esta expresién es tanto més aproximada a la
verdad cuanto menor sea la unidad de tiempo elegida).

Puesto que la energia que fluye a través de & por unidad de tiempo es una integral de superficie, parece natural
que el elemento ds de ella contribuya al flujo total con el valor de la cantidad superficial

(€ xH)-d§
que es el flujo a tavés de ds del vector

S=ExH (1.37)
llamado Vector de Poynting (instantdneo).

Aunque todo lo anterior se demuestra para superficies cerradas, postularemos que el flujo de S = £ X H a través
de cualquier superficie, abierta o cerrada, es igual al flujo de potencia electromagnética a través de la misma,
apoyandonos en la evidencia experimental.

1.4.3
Energia y potencia en el campo electromagnético complejo. Vector de Poynting complejo

Aceptado el postulado anterior, si empleamos la formulacién compleja, el flujo instantaneo de potencia a través
de una superficie X valdra:

55 [Re(Ee’™t) x Re(He'?)] - ds
z

cantidad que varia periédicamente con el tiempo.

En el estudio de las seflales alternas (régimen permanente sinusoidal) se demuestra que no tiene interés practico,
en general, el conocimiento del valor instantaneo de la potencia, siendo suficiente determinar su valor medio.

Se puede demostrar que el valor medio del vector de Poynting real, correspondiente a una solucién compleja
E., H. de las ecuaciones de Maxwell, valdra:

~ o S 1 = = ; 1 .
< S >= Re(Ee’") x Re(He'"") = §Re(EeJ“'t x H*e %) = iRe(E x H*) (1.38)

El valor medio 1} es la parte real del llamado vector de Poynting complejo S

§=_ExH" (1.39)

N | =

Postulamos entonces que la potencia que pasa a través de una superficie abierta es igual al flujo a través de
ella del vector de Poynting real. Si queremos calcular la citada potencia, cuando se ha planteado y resuelto un
problema en el campo complejo, tendremos que utilizar:

~ 1 - .
<P>=Re[/$-d§i|ZARe{/EXH*-dg]
5 2 5




1.5. Ejercicios

Podemos resumir este resultado diciendo que, en el campo complejo, el valor medio de la potencia electromag-
nética que pasa a través de una superficie X, abierta o cerrada, es igual a la parte real del flujo del vector de
Poynting complejo, S, a través de dicha superficie.

Si realizamos un desarrollo paralelo al que hemos efectuado en el dominio del tiempo, pero esta vez en el dominio
de la frecuencia, se puede llegar a las siguientes ecuaciones (relacionadas con la parte real e imaginaria del vector
de Poynting complejo):

Re{ég-tﬁ]z—/v<q>dv (1.40)

Imbié‘-ds‘]=2w[/V<U>dv—/V<W>dv} (1.41)

donde:
- g=£&-J =o€ - €= Densidad de disipacién de potencia en el medio
- U=1/26 -D =1/2¢€ - €= Densidad de energia eléctrica almacenada en el medio
-w=1/ 2H-B=1 / 2¢H - H= Densidad de energia magnética almacenada en el medio

y en este caso la interpretacién es un poco mas complicada que en la versién equivalente en el dominio del
tiempo. Estas ecuaciones indican que:

A. La parte real, cambiada de signo, del flujo de S a través de una superficie cerrada ¥ cualquiera y hacia su
exterior es igual al valor medio de la potencia disipada en efecto Joule dentro de ¥. Si no existen fuentes
de campo, la potencia neta que entra en V se disipa en el medio material.

B. La parte imaginaria del flujo de S a través de una superficie cerrada & cualquiera y hacia su exterior es
igual al doble del producto de la pulsacién del campo por la diferencia entre los valores medios de las
energias eléctrica y magnética almacenadas en el interior de %

Por dltimo, y se puede demostrar que, en caso de que €’ # 0 (pérdidas en los materiales dentro del volumen
V), todo lo anterior sigue siendo valido sin més que reemplazar € por €' siendo la energia perdida en forma de
calor:

Pl:/ﬁfdv+g/ ¢"|E|?dv (1.42)
14 2 \4

SECCION 1.5

Ejercicios

@ Expresar fasorialmente el campo £ = 2 cos(wt + 7/4)Z.
Sol: A =2eI"/%3

Calcule el médulo de los siguientes vectores:
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B, =jz:-3%
By =(1+ )2 + (1 +)9
By =’™/*6 + cos 0

R —jkr
E, =

(0 + 2¢)

Calcule el campo en el dominio del tiempo que corresponde a los siguientes fasores:

E, =%
By =8+7
By =—j2

B, =3j2+ (1+7)3
Es =e™**(& + §)
efjkr R

Eg = . (8 + 2¢)

Calcular el vector D en el seno de un medio material con €, = 10 y €/ = 0.1 sabiendo que E=3z

Sol: D = 10, cos(wt — 9.9 - 1073)z

Calcula el vector densidad de corriente lineal en la superficie de un conductor perfecto sobre la que incide

de forma normal un campo electromagnético tal que H= H, (% + 7).
Sol: J, = Ho(—# + )

Calcular el vector de Poynting real y complejo del campo:

= E,cos(wt — kz)&

H= fE cos(wt — kz)§

y la potencia que atravesara una superficie cuadrada de 1m de lado situada en el plano z = 0.
3 € 5. g e B2 ;. & _ e B2 ;. _ e B2
Sol: A) S = \/;Eg[% + % cos2(wt — kz)]2; B) < § >= \/;72, C)S= \/;72, D) P= \/;7

Calcular el vector de Poynting correspondiente al campo:

E=8S"4§
'8

. —jkr

H="%"3
Mo T

asi como la potencia que fluye a través de una superficie de radio R centrada en el origen de coordenadas.

Sol: &) § =

7“27' B) = %|E0|2



TEMA 2

Propagacion en medio indefinido: ondas
planas

SECCION 2.1

Ondas planas

Buscamos soluciones de las ecuaciones de Maxwell para campo complejo en medios sin fuentes, homogéneos,
isétropos, sin pérdidas y con variaciones del tipo:

B,H = f(r)e’*
Tomando rotacionales sobre las ecuaciones de Maxwell y simplificando, se llega a:
AE+KE=0, AH+KH=0
donde k = w,/eu se conoce como numero de ondas 6 constante de propagacidn.

Simplificamos el problema para el caso unidimensional (suponiendo que los campos sélo varian con z y no con
z e y). Tomamos arbitrariamente el eje  paralelo a F:

E = BE,i
aplicando la ecuacién V x E= —jwf se llega a:
H=H,j

esto es, los campos estdn en cuadratura espacial. También se verifica que si E, = 0, entonces H, = 0 y se
cumple que:

ExHxzZ=0
Busquemos ahora soluciones de esta ecuacién de ondas, ecuacién que se convierte en
d*E .
- t k*E =0
dz

cuya solucién es de la forma:
E = [Eieijkz + EreJrjkz].’fJ
H = [Hie % 1 H,et7*)g
siendo E;, E,, H; y H, constantes complejas por determinar dependientes de las condiciones iniciales y de
contorno.
Si expresamos la solucién anterior en el dominio del tiempo resulta:
€ = [B; cos(wt — kz) + B, cos(wt + kz))&
H = [H, cos(wt — kz) + H, cos(wt + kz)]§

27
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donde hemos considerado que E;, E,, H; y H, son constantes reales.

El término F; cos(wt — kz) corresponde a una onda viajera (travelling wave) que viaja hacia z*. El término
E, cos(wt + kz) es una onda viajera hacia z~. La combinacién de las dos ondas viajeras se denomina onda
estacionaria. En el dominio de la frecuencia podemos identificar:

- e~7%2= Onda viajera positiva

- e7¥2= Onda viajera negativa

Recordamos que la solucién obtenida incluye todos los posibles términos. Hasta que no fijemos las condiciones
de contorno e iniciales, no quedara completamente determinada. Esto es equivalente a fijar el valor del campo
ent, y 2, (0 lo que es lo mismo, el argumento absoluto de los cosenos).

2.1.1
Velocidad de fase

Tomemos un solo sentido de propagacién. Un plano de fase constante es un plano mévil perpendicular a la
direccién de propagacién:
wt —kz =cte. »1 2

La velocidad a la cual se mueve un punto de fase fija se denomina velocidad de fase, v y viene dada por:

- k

_dz d [wt— cte w 1
T T @

k e

En el espacio libre:
1

NG

donde ¢, es la velocidad de la luz en el vacio y en cualquier otro medio:

Uf:Co:

Co
\/ Erlr

Se define la longitud de onda A como la distancia entre dos méximos o minimos consecutivos. Para calcularla
imponemos la condicién:

’Uf:

(wt — kz) — [wt — k(z + A)] =27

de donde se sigue que:

212

Impedancia intrinseca

Buscamos ahora una relacién entre las soluciones obtenidas para £ y H. Aplicando la ecuacién del rotacional

obtenemos: oF
—1kE, = — Bzx = —jwuHy

de donde se sigue que:

siendo

1La velocidad de fase en un medio material es siempre inferior a la velocidad de la luz en el vacio



2.2. Ondas planas en medios con pérdidas

que se conoce como tmpedancia tntrinseca del medio (tiene unidades de Q) y en el vacio es:

o = 122 ~120m (Q)
€o

y en cualquier otro medio homogéneo y sin pérdidas se escribe:

77:7701/&% 120%1/& (Q)
67‘ E'I‘

Notar que el sumando que corresponde a e’*? en 1} lleva el signo cambiado con respecto a la solucién de E.

SECCION 2.2

Ondas planas en medios con pérdidas

Cuando trabajemos en medios con pérdidas, debemos emplear la permitividad y la permeabilidad compleja con
lo que la ecuacién de ondas resulta:

—

AE—yQE; Aﬁ—72

—

T

=0
donde
Y = Jwy/peEe
se denomina constante de propagacién compleja que normalmente se escribe:
Y=oa+ib
En este caso, la solucién del campo tiene la forma:
E= [EB;e "% + E.e™*)2
H =[H;e "* + Hyet"?)g
La onda viajera positiva tiene un factor de propagacion:
eV = " . gTIP?
que en el dominio del tiempo tiene la forma:
e %% cos(wt — Bz)

y observamos como, debido a las pérdidas, aparece un factor de amortiguamiento exponencial que afecta al
moédulo de la solucién. Por todo ello, denominamos:

- a= constante de atenuacién (m~1)

- B= constante de fase (m 1)
Las unidades mas frecuentes de o son Nep/m 6 db/m y las de §, rad/m. Un neperio es equivalente a 8.68 dB.
Por dltimo, el campo H expresado en términos de E sera:

L1
H = B = By

siendo:

Be  JWhe
’]7 = _——=
€c Y

la tmpedancia intrinseca compleja del medio con pérdidas que podemos escribir como:
Y = JW/thc€c = JW+/lhr ho€r€oy/1 — jtané (2.2)

Estudiamos ahora dos casos particulares:

- Medio real con bajas pérdidas (buen dieléctrico)

- Medio real buen conductor
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221

Ondas planas en medio buen dieléctrico

Supongamos un medio buen dieléctrico (aislante) con bajas pérdidas. Si hacemos un desarrollo en serie de
Taylor de (2.2) para el caso tand << llegamos a:

: 1.
VR Jw/hEr€q 1—5_1 tand + ...
de forma que:

B ~ w\/ueq€,
ktané
2

~
resultado que podemos resumir diciendo que:

- La constante de propagacion es aproximadamente la de un medio sin pérdidas con la misma permitividad
y permeabilidad relativa.

- La constante de atenuacién depende directamente de las pérdidas (de tan§).

222
Ondas planas en medio buen conductor

Un medio buen conductor es aquel en el que ¢ >> we esto es aquel en el que las corrientes de conduccién son
mucho mayores que las corrientes de desplazamiento.

En este caso, despreciando el término de la corriente de desplazamiento, podemos escribir:

. [ o L Jwuo
~ et — = (1 =
YR Jw/puEr€ T (1+7) 5

wuo
a=F=y"3

Definimos 6;= profundidad de penetracion o espesor de piel como:

B

de forma que se cumple:

a wpo

La impedancia intrinseca compleja en el seno de un buen conductor sera:

Jwi N Wi L1
=E gy
n== (L+5)4/5, =( +J)05$

Notar que la fase de 77 es 45°, lo cual es caracteristico de los buenos conductores.

285 es la distancia que hay que recorrer para que la amplitud del campo caiga 1/e — 36.8 %



2.4. Ondas planas. Planteamiento general

SECCION 2.3

Vector de Poynting

Resulta sencillo comprobar que el valor medio del vector de Poynting para una onda viajera positiva es:

g |Eo|2
S >=-—"
<o 2n*

6—20122

siendo |E,| el médulo del fasor del campo eléctrico. Se observa que:

- < S > apunta segtn la direccién de propagacién, como era de esperar

- < S > se atentia segin un factor exponencial e 2%

En el caso de un medio sin pérdidas (con 7 € R) esta expresién se convierte en:

- E,?
< §>=BL,
2n

vector que tiene sélo parte real.

SECCION 2.4

Ondas planas. Planteamiento general

Generalizamos los resultados obtenidos para una direccién de propagacién cualquiera 7. La ecuacién de ondas

se escribe: - - -
o = 0°E O0°E 0O°FE =
AE+K'E=0 k*E =0
+ =5 T o Tan

cuya solucién es:

siendo:

el conocido como vector de propagacion

cumpliéndose ademas que:

E-E, =0
Exﬁxk:O
=lixB=laxs

n

2n
etc.

Para simplificar el planteamiento de un problema con direccién de propagacién arbitraria, suele ser recomendable
cambiar previamente el sistema de referencia para asociar el campo electromagnético al plano transversal XY
que hemos estado manejando.
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SECCION 2.5

Dispersion

251
Velocidad de grupo

Tal y como hemos visto, la velocidad de fase viene dada por:

dz

w
vf= — = —
=4t "k

Supongamos una sefial muy simple ¥ = ¥; + ¥, donde:

¥, = cos(kz — wt)
¥, = cos[(k + Ak)z — (w + Aw)t]

zNAk — tAw Ak Aw
\P:2cosfcos k+7 z— w+7 t

Entonces:

Observamos que la amplitud de la sefial A es variable y que tenemos una constante de propagacién efectiva de
valor k + Ak/2 y una pulsacién efectiva de valor w + Aw/2.

Entonces, los puntos en los que tenemos una amplitud constante cumplen zAk — tAw = cte. Podemos definir
entonces una velocidad de grupo como:

Aw
Y = A%
que en el limite se expresa:
dw
v =

Distinguimos dos tipos de medio:

A. Medio no dispersivo: cuando vy = vg, o lo que es lo mismo, 8 = k = w,/ue€, esto es, la dependiencia es
lineal. En este caso, las componentes de distintas frecuencias viajaran a la misma velocidad por lo que se
conservara la forma de onda y por lo tanto no existira distorsién.

B. Medio dispersivo: cuando vf # vg, y por lo tanto, exista distorsién.

252

Diagrama de Brillouin

Para representar la dispersiéon de un medio se utiliza el Diagrama de Brillouin, que no es mas que una
representacién de w vs. § (figura [3.2).

w

Figura 2.1: Diagrama de Brioullin




2.6. Polarizacién

En un medio dispersivo general tendremos que v¢ # vg, siendo:

vy =tan ¢
vy = tan ¢,
SECCION 2.6
Polarizaciéon

La polarizacién de una onda plana se refiere a la orientacién del campo eléctrico, que puede seguir una direccién
fija o cambiar con el tiempo.

Si suponemos que la direccién de propagacién es Z y fijamos un instante ¢ tendremos:
£=6d+E7
siendo

Er = &1 coswit
&y = & cos(wt + 96)

Si fijamos un plano z=cte. y observamos lo que ocurre a lo largo del tiempo, en el caso mas general, el extremo
del vector £ describira una elipse (z,y) como la de la figura

y

Figura 2.2: Elipse de polarizacién

Buscamos la ecuacién de esta elipse. Si en el sistema de ecuaciones anterior eliminamos wt se llega a:
2,2 2.2 202 1 25 _
Eiy® + E5z° — 2E1E5 cosdzy — E£ESsin" 8 =0

ecuacién de la elipse de polarizacion.

Veamos varios casos particulares:

A. Si é = 0 (componentes en fase):

&
="z
Y &
la polarizacién es lineal (rectilinea). Si 6 = 7 entonces y = —%:c.

B. Si § = +7/2 (componentes en cuadratura) y £, = & = &:
v® +2° = €2

la polarizacién es circular.
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C. En el resto de los casos, la polarizacion es eliptica.

Notar que las polarizaciones elipticas y circulares pueden girar a derechas o a izquierdas, dependiendo del
sentido del giro del extremo del vector £. Si el vector de propagacién apunta segtin la perpendicular del plano
del papel hacia arriba, hablaremos de:

- Polarizacién a derechas o positiva: cuando el sentido de giro es antihorario

- Polarizacién a izquierdas o negativa: cuando el sentido de giro es el horario

En lo visto hasta ahora, hemos expresado cualquier polarizacién como una combinacién de dos polarizaciones
lineales segun los ejes ¢ e y. Dos polarizaciones lineales ortogonales forman una base para expresar cualquier
otra polarizacién. De la misma forma, dos polarizaciones circulares de signos contrarios también son base (ver

figura . de forma que a:

L E

T

es]

Figura 2.3: Base de polarizaciones circulares

E; = &1 coswt
&y = & cos(wt + 9)

corresponde:
1

= E
1
Ey = —=[~& sinwt + &, sin(wt + §')]

V2

Ex [€; coswt + &, cos(wt + &')]

siendo &' el desfasaje existente entre las dos polarizaciones circulares.

2.6.1
Representacion de estados de polarizacion

Supongamos que elegimos un sistema de coordenadas de forma que el campo E se expresa Como:
& = &1 cos(wt)
&y = & cos(wt + )

campo al que corresponde la elipse de polarizacién es la de la figura [2.4

Definimos:

R = Razén axial, siendo |R| = OA/OB, tomando R > 0 para la polarizacién a derechas y R < 0 para la
polarizacién a izquerdas

3La razén axial cumple |R| > 1



2.6. Polarizacién

y
Elipse de E,
polarizacion B, _+— Eje mayor
s A
1/
0 EI X
Eje menor

Figura 2.4: Elipse de polarizacién

€ = Angulo de elipticidad (—7/4 < e < 7/4)
7 = Angulo de inclinacién (0 < 7 < )

v = Angulo de aspecto (0 < v < 7/2)

Las representaciones mas habituales de los estados de polarizacién y sus principales ventajas son:

Elipse de polarizacién: parametros (¢, 7) 6 (v, ). La elipse es facilmente construible.
- Vector complejo de polarizacién: Facil de calcular. Preserva la fase en la interaccién onda-antena.

Coeficiente (ratio) de polarizacién: p;, (complejo). Util para representar medios depolarizantes.

Esfera de Poincaré. Todos los estados de polarizaciéon se representan en una tnica esfera.

- Parametros de Stokes: s;, sz, s3 (reales). Facilita la evaluacién de la interaccién onda-antena.

Nos centraremos en los cuatro primeros.

Parametros de la elipse de polarizacion

Para las representaciones basadas en la elipse de polarizacién, las relaciones entre los distintos parametros sorﬁ

1 . .
€ = — arcsin(sin 27y sin d) _r <e< il
2 4 4
1
T=3 arctan(tan 2-y cos ) o<r<mw
junto con:
1 m
7= garc cos(cos 2€ cos 27) 0<v< 5
tan2e
d = arctan | —
sin 27

4En las expresiones que relacionan (e, 7) v (-7, §) aparecen funciones trigonomeétricas inversas en las cuales hay que respetar el
signo del cuadrante de la solucién
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Vector de polarizacion
Supongamos un campo de la forma:
£ = & coswti + & cos(wt + 8)§
que en el dominio de la frecuencia tiene como fasor complejo:
E =62+ &€

Definimos el vector de polarizacién como un vector unitario é que tiene la direccién de E. Como ademas se
cumple:

t &2
an = —
1=

resultara:

é = cos Y& + sinye’®§

Notar que é es un vector complejo unitario y que incluye toda la informacién de la polarizacién de la onda.

Coeficiente (ratio) de polarizacion p;,
Es un ntmero complejo que se define como:

PL = E —ae

En la figura se muestra la representacién de py, en el plano complejo indicando el estado de polarizacién
correspondiente a cada punto.

Ilu[lu,r,]

Eliptica Izq.
Circ. Izq. 4 1

Lineal
-
il -

Re[pr]

Circ. Dchas. 4 -]
Eliptica Dchas.

Figura 2.5: Interpretacién de pr,

SECCION 2.7

Ondas planas en cambios de medio

Suponemos dos medios homogéneos e isétropos caracterizados por (€1, 41,01) ¥ (€2, 2, 02) que tienen como
superficie de separacién el plano S (dioptrio). Podemos plantear dos casos:

A. La superficie de separacién es infinita (o muy grande en comparacién con A). Postulamos una solucién
que consiste en tres ondas planas: incidente, reflejada y transmitida

B. La superficie de separacién es del orden de A: ocurre un fenémeno de difraccién. Este fenémeno se estudiara
posteriormente.



2.7. Ondas planas en cambios de medio

En este apartado estudiaremos el primero de los casos analizando dos situaciones:

A. El campo E incide normalmente a S (direccién de propagacién k perpendicular a S)

B. El campo E incide de forma oblicua a S (direccién de propagacién k oblicua a S))

El procedimiento en ambos casos consiste en postular unas soluciones que relacionamos mediante las condiciones
de contorno en la superficie de discontinuidad.

27.1

Incidencia normal

Suponemos, sin pérdida de generalidad, que el campo eléctrico incide sobre S orientado segin &. Postulamos
la existencia de:

- Una onda reflejada en el medio 1 (z < 0)

- Una onda transmitida (o refractada) en el medio 2 (z > 0)

o (2)

l

e

v

v

E,

g Y, G, & W, G,

Figura 2.6: Incidencia normal

La onda que excitamos en el medio 1 sera:

y definimos las ondas reflejada:
E, = E,le"*3

= —%I"e”lzg
Ui

T

y transmitida:

B, = E,Te "**§

7 Ea ~

H, = —Te 7*j
M

donde falta por encontrar los nimeros complejos I' y T' conocidos como:
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- I'= coeficiente de reflexion del campo eléctrico en la discontinuidad

- T= coefictente de transmision del campo eléctrico en la discontinuidad

Notar que podiamos haber definido unos coeficientes de reflexién y transmisién analogos para el campo mag-
nético. I' y T relacionan los fasores de las ondas reflejadas y transmitidas con el de la onda incidente en la
discontinuidad.

— —

Si ahora aplicamos las condiciones de contorno en dicha discontinuidad: 7 x (B, — By) =0y i x (Hy — Hy) =0
obtendremos:

F'+1=T

1-T' T

M M2

de donde se sigue que:

I = M2—™ (2.3)

N2+ M

2

R (2.4)

M2 + M

Los campos en el medio 1 seran:

El = -’i =+ E-r = Eoei’ylz(]. + ]_-162’)'12)56
. - - E
Hy = H; + H, = —2e M*(1 - Te*M*)g

m
Podemos introducir un coefictente de reflexién generalizado para cualquier punto z, definido por:
['(z) = ['e?* = I'(0)e?"?
de forma que resulta:

By = E,e™"?[1 +T'(2)2

. B
= 22 1 T(2)]g
T

expresiones correspondientes a una onda estacionari Pasamos a estudiar dos casos particulares.

Medios 1 y 2 sin pérdidas
Suponemos que 0; = 03 = 0. Entonces tendremos:

11 =3P = jko\/ Hr1€r1
Y2 = ]ﬂ2 = jko\/ Hr2€ra

siendo ademéas 7; y 172 € R, por lo que I'(0) serd también un nimero real (con signo). El médulo del campo
eléctrico sera:

|E1| = |E,||1 4 T'(0)e**1%| = |E,|\/1 + ['(0)2 + 2I'(0) cos 2k; z (2.5)
La figura representa esta ecuacién, en lo que se conoce como diagrama de onda estacionariaﬁ
Es interesante introducir un nuevo pardmetro s, conocido como relacién de onda estacionaria 6 ROE, dado
por el cociente entre el maximo y el minimo valor del campo eléctrico:

Brmaw 14T

ROE =5 = =
Epin 1—|T]

58e pueden definir unos coeficientes de reflexién y transmisién en potencia equivalentes a los definidos para el campo eléctrico
6Notar que la distancia entre maximos (o minimos) consecutivos es de )\1/2 y entre un maximo y un minimo consecutivo, A1 /4
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[E|

A

<~ E,
QVaviih

A4 A2
Figura 2.7: Diagrama de onda estacionaria

que se puede obtener facilmente a partir de (2.5) y que toma valores en el intervalo 1 < s < 0.
La ROE es un parametro facilmente medible (basta un medidor de campo) que proporciona directamente el
moédulo del coeficiente de reflexién en la discontinuidad:

s—1

ro =3

En el caso particular en que 7, = 72, obtendremos I'(0) = 0, s = 1 y |E(z)| = E,=cte. como corresponde a una
onda viajera positiva en el medio 1 (no existe onda viajera negativa ni, por tanto, onda estacionaria).

Calculamos ahora el vector de Poynting en los dos medios:

U Eol2, . : . ,
§ =SB x Hi = 1Eol” 2;' (e 7¥1% 4 T(0)e 7¥1%)(e %1% 4 ['(0)e 7F12)*2
1
_ |E0|2 2 . . 5
= on (1 —|T(0)|* + 25T'(0) sin 2k4 2) 2
1
I Eol?2 .
8, =SB x Hj = |2:7)2||T|2z (2.6)

Observamos como S tiene parte real (energia que se propaga) y parte imaginaria (elergia reactiva almacenada)
mientras que S; tiene sblo parte real. Se puede demostrar facilmente que las partes reales de los dos vectores
calculados coinciden (lo cual es légico, ya que la energia que se propaga en la direccién Z desde el medio 1 pasa
al medio 2).

Medios 1 sin pérdidas, medio 2 con pérdidas

En este caso, el diagrama de onda estacionaria vendra dado por:

|B1| = | Eol|1 + T(0)e**%| = | Eo|\/1 + [T(0)[? + 2IT(0)| cos(2k1 2 + ¢)
donde se ha tomado un I'(0) complejo, dado por:

I(0) = |T(0)]e’®

Se observa como aparece un desfasaje adicional ¢ en el coseno dado por la fase del coeficiente de reflexién en la
discontinuidad. Sefialar que el concepto de ROFE sigue siendo perfectamente aplicable.
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Medio 1 sin pérdidas, medio 2 conductor perfecto
En este caso, no existe onda transmitida por lo que tendremos:

T=0
'=-1

El médulo del campo tiene la forma:

|E1| = |E,|\/1+ (—1)2 — 2cos 2kyz = 2| E,|| sin k1 2|

que corresponde a una onda estacionaria pura. En este caso los valores minimos del campo eléctrico son nulos,
por lo que tendremos s — oo. Notar que el campo se debe anular en la discontinuidad (ver figura [2.8)). En

, |E|
/2
2|E|
Nulo
=0
WA N2 -

Figura 2.8: Reflexién sobre conductor perfecto

este caso, la parte real del vector de Poynting S; es cero, como corresponde a una situacién en la cual no hay
propagacién de energia segtn Z.
Caso general: Medios 1 y 2 con pérdidas
En este caso I'(z) es un nimero complejo cuyo médulo depende también de z:
['(z) = ['(0)e?? = I'(0)e?*17 %P2

y tanto la onda incidente como la reflejada se ven atenuadas. En la figura se representa el "diagrama de
onda estacionaria'que corresponde a esta situacién. Se observa como ya no se puede hablar de una ROFE ya
que los valores maximos y minimo de campo eléctrico no se mantienen constantes al variar z.

[E|

A

v

z=0 z

Figura 2.9: Reflexién (caso general)
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272

Incidencia normal con cambio de medio

Suponemos una situacién en la cual tenemos presentes multiples medios, cuyas superficies de separacién son
planos perpendiculares a la direccién de propagacién 2.

n-1 n n+1 n+2

-, .1 .| —.

N
N> Y

Figura 2.10: Incidencia normal con multiples cambios de medio

Si tomamos la superficie que corresponde al cambio entre los medios n y n + 1 (donde ahora existird onda
transmitida y reflejada procedente del interfaz con el medio n + 2), podemos calcular el coeficiente de reflexién
I'»(2,) aplicando las condiciones de contorno, de forma que se cumple:

Nn+1—"Mn
Fn—i—l(zn)
n+1+7n
Tp(zy) = ™0

L+ D T (en)

Como se puede ver, el planteamiento del problema es complicado cuando se usan coeficientes de reflexién y que
en cada discontinuidad hay que recalcular dicho coeficiente segin la férmula anterior.

Para tratar este problema, es conveniente introducir una tmpedancia definida como:

2 x By (2)

=g @

conocida como impedancia en un plano de z constante que tiene dimensiones de 2, siendo E,(2) y H,(z) los
campos totales (incidente+reflejado). E] En la ecuacién anterior tomamos un signo positivo para la impedancia
(que relacionamos con la direccién 7). Un signo negativo también hubiera sido valido.

La ventaja de esta nueva impedancia estriba en que relaciona los Er y Hr, campos que son continuos (incluido
en las discontinuidades), por lo que cualquier relacién entre ellos, también lo sera.

Operando en la definicién de la impedancia se sigue que:

_ Zn(z) —n
Fn(z) - Zn(z)+77n

Observamos que si I', = 0 (ausencia de onda reflejada), entonces Z,(z) = 7,. Sustituyendo el valor de los
coeficientes de reflexién,
/)e2'yn(z7z’)

/)ez'yn (z—2")

1+T(2
Zn(2) =
n(2) == e

"La definiciéon de Z,(z) no es un cociente de vectores, sino de sus medidas (complejas) ya que numerador y denominador son
dos vectores paralelos
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que puede expresarse como:

Zn(z) = Zn(2")chyn(z — 2') — Mpshya(z — 2')
M T ety (z — 2) — D& )shyn(z — 2')

y en el caso de un medio sin pérdidas:

_ Zn(2') cos Pn(z — 2') — Jmmsin fn(z — 2')
Zn(z) = nnnn cos fn(z — 2') — 7 Z,(2") sin Bn(z — 2')

Por ejemplo, para una incidencia normal con dos cambios de medio, tal y como se indica en la figura [2.11] y
aplicando la continuidad de Z(z), tendriamos:

@ (2) ®

x
z=0 z=d
& W 0o & |1 © € L, Oy
-

Figura 2.11: Incidencia normal con dos cambios de medio

Z5(d) cos fad + 7m2 sin fad
Z1(0) =12 - -

N2 cos fzd + j Z2(d) sin fad
Zz(d) = Zg(d) =13

2.7.3

Incidencia oblicua

Suponemos ahora un caso en el cual la direccién de propagacién de la onda plana incidente no coincide con
la perpendicular a la superficie S. Situamos el origen de coordenadas en cualquier punto de dicha superficie,

cuya normal viene dada por el vector 7. Al igual que hicimos en el caso de la incidencia normal, postulamos la
existencia de tres ondas:

- Una onda inidente: E; segtn la direccién 7i;
- Una onda reflejada: E, segun la direccién 7,

- Una onda transmitida: E; segun la direccién 7y

cuyas expresiones son:

B = Eoe—71ﬁz~F

. 1. —

Hi = —n; X Ei
M

-
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Plano de incidencia

|

gl G ‘ g, U, o,
|/
)

Figura 2.12: Incidencia oblicua

y definimos las ondas reflejadas:

ﬁ
Il
[V

I
Il
3>

3

X

3

y transmitida:

Leyes de Snell

Imponemos que los exponentes de las ondas sean los mismos en la superficie S, definida por la ecuacién 7-7 = 0.
Dado que podemos expresar 7 como (ver Stratton)

F=@R -F)R—7Ax (R XT)

sobre la superficie S sera:

F=—fX(AXT)
con lo que podremos escribir:
s A x (B X ) = afag - B X (7 X )
117 - X (R X T) = YRy -7 X (A X T)
y dado que:
A A X (A XT)=(f; xA)- (A XT)
resulta:

(fi; Xt —Mp XA)-AXT=0
X

('Ylﬁi X —’)’g’ﬁt X ’fL) -7
de donde podemos extraer las siguientes conclusiones:

- Los vectores 7 ’l“Li ’IALT ’I”Lt estan en el mismo plano ue denominaremos plano de incidencia ue €s
) ) ) )
perpendicular as.
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- Primera Ley de Snell:

|sinf, =sinb; = 0, = 6;

- Segunda Ley de Snell:

"yl sinf; = yysinb; ‘

que en un caso sin pérdidas resulta:

V€1 sind; = \/uses sin 6y

Ecuaciones de Fresnel

Aplicamos ahora las condiciones de contorno para determinar la relacién entre los campos en cualquier punto
de la superficie S:
x (B; + E,) = 2t X Ey; A x (H; + H) =7 x Hy

En los visto hasta ahora, la orientacién de E; era arbitraria. Distinguimos dos casos:
A. EB; es perpendicular al plano de incidencia, E,=E,
B. E; es paralelo al plano de incidencia, E; = EII

de forma, que cualquier campo puede descomponerse en esta nueva base como:

E:E||+EL

Caso 1: E; perpendwular al plano de incidencia (E EJ_) En este caso se verifica#-F, = 0. Tendremos
ademaés que 7 - E,=#%-E.=0.8i aplicamos las condiciones de contorno llegamos a:

B’ mpcosf; —mycosty

' = — =
+ By Mg cos 8; + my cos b,

Bt 215 cos b;
E%  mzcosf; + m cosby

Si aplicamos la segunda Ley de Snell, obtenemos que para el angulo 6; se cumple:

2
cos by = \/1 - (;l) sin? 6,
p)

que en un caso sin pérdidas se convierte en:

o\ 2
cosf; =4/1— <k1> sin? 6,
2

y vemos que este valor puede llegar a ser complejo, incluso aunque tratemos con medios dieléctricos sin pérdidas.
No obstante, si sustituimos este valor en las ecuaciones anteriores utilizando la segunda Ley de Snell, solventamos
de momento el problema y obtenemos una versién mas practica en funcién tnicamente del d&ngulo de incidencia
91;2

2
B 72 cos0; — My ¢1 — (%) sin? 6;
B 2
i 2 C039i+771\/1_ <%) sin? 0;

T, = Ei— _ 215 cos b;

By 2 .
Macosf; +miq/1— (%) sin” 6;

y podemos decir que los coeficientes complejos que multiplican a Ei en cada caso indican que E" y E* no
estan en fase con E7 .

r, =
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Caso 2: E; para]e]o al plano de incidencia (E E’”) En este caso H sera normal al plano de incidencia,
estoes fi - H; =# - H, = i - H, = 0 y procediendo analogamente llegamos a:

Eﬁ —n1 cos 8; + nz cos b

' = =
= Eﬁ 71 cos 8; + 75 cos Oy

ﬁ 21, cos 6;
= E’ﬁ 71 cos 8; + 1o cos b,

con el mismo problema de antes, de forma que es conveniente escribir:

2
Eﬁ —ny cosB; + 7]2\/1 — (7—;) sin® 6,

E 2
[ 7)1 COS 0; +7]2\/1 — (%) sin2 0;
Eﬁ 21, cos 6;

E? 2
I nlcosei—{—nQ\/l—('Yl) sin 6,

[

y observamos que E_"ﬁ y E"ﬁ no estan en fase con E_”H y que (I'L,T1) # (T, 7))

Iy =

Comentarios sobre los resultados obtenidos: A la vista de los resultados anteriores, podemos afirmar
que una polarizacién lineal cualquiera (incidente) dara lugar a ondas reflejadas y transmitidas con polarizacién
eliptica salvo en el caso de incidencia normal (6; = 0) en el cual no se distingue E, y E_"H y resultan las
expresiones conocidas:

M — M

I'n=I =T = = -
' - Nn2+m
2m2

Tn=T =T0) = ———
! (©) n2+m

Medios dieléctricos

Particularizamos los resultados obtenidos para el caso 0; = 0, = 0. Suponemos, ademaés, que U3 = Uy = Uo.
Entonces, la segunda Ley de Snell se escribe:
sinf;  sinf;  (/er1  m

sinf; siné, V€2 Mo

donde hemos introducido el valor
n=,/¢

conocido como indice de refraccion del medio junto con:

Na1 = —
2

indice de refraccién relativo de 1 con respecto a 2
Observamos que:
- Si ey > €; entonces 6; < 6;, esto es, el rayo se acerca a la normal a S
- 3i €1 > €5 hay dos posibilidades:
- V6, < arcsin(ng/ny) serad 6; > 0;

- V6, > arcsin(ns/ny), 6; serd complejo. Excluimos, de momento esta posibilidad

Para valores de 6; reales las féormulas de Fresnel proporcionan coeficientes de reflexién y transmisién también
reales, por lo que las ondas transmitidas y reflejadas estardn en fase (0°) é contrafase (180°) con respecto a la
onda incidente.
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Angulo de Brewster: Veamos ahora si existe algin angulo para el cual no existe onda reflejada. Es facil
comprobar que para la polarizacién perpendicular al plano de incidencia no es posible anular el fasor B . Sin
embargo la ecuacién de I'| se anula cuando se verifique:

—n1cosb; +mycosf; =0

que combinado con la primera la Ley de Snell conduce a un angulo de incidencia:

€2 €2
= arctan,/—
€1 + €2 €1

valor que se denomina dngulo polarizante 6 de Brewster y que existe sélo para la polarizacién paralela al
plano de incidencia.

8, = 8, = arcsin

Reflexién total: Volvemos ahora al caso en el cual obtenemos angulos 6; complejos. Esto ocurre a partir de
un cierto dngulo conocido como dngulo critico dado por:

. N2 . €2
0. = arcsin — = arcsin 4/ —
n €1

para el cual 8; = 7/2, esto es, la onda transmitida sigue una direccién paralela a la superficie S (y los planos
de fase constante ya no progresan hacia la direccién z7).

El problema para angulos mayores al critico estriba en que los angulos obtenidos en el medio 2 pierden su
significado fisico, si bien la solucién matematica sigue siendo valida. El problema estd en la suposicién de
onda plana que postulamos al principio del apartado. Veamos esto con detenimiento y estudiemos qué tipo de
soluciones obtenemos.

Cuando 6; sea complejo tendremos:

sin6; = lsinei = M

—— sin 4,
Y2 oy + 102 ’

y en el caso de medios sin pérdidas, a; = ay = 0 por lo que sera:

cos By = —jngyy/sin? 6; — n2, (2.7)

ecuacién en la cual la raiz lleva el signo que corresponde a la condicién de que el campo nunca puede hacerse
00.

Supongamos que 72 = & de forma que todos los puntos del medio 2 tienen valores positivos de z (ver figura

2.13). Entonces:

Figura 2.13: Reflexién total en una superficie coincidente con el plano zy

Yot - 7 = jwy/€aphz(z cos By + zsinb;) =

= jw./erpi(—jz\/sin® 6; — n3, + zsiné;)
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y por tanto, el campo transmitido sera:
Et = E’toei’hﬁlf = E_;toeiazxij/sz (28)

donde Ej, se obtiene de la Férmula de Fresnel correspondiente y:

.2 w .92
ay =w/e1p1y/sin’ §; — n2, = v—\/sm 6; — n?,
f1

B =w\/e1p151in0; = isinﬁi

Vf1

y observamos cémo el campo definido por ([2.8) incluye dos términos:

- Un factor e *** que depende de z y que decae exponencialmente segin z — oo lo cual confirma la
eleccién del signo negativo de la raiz de (2.7)), y que define un conjunto de superficies equiamplitud en
planos paralelos a la discontinuidad (ver figura [2.14))

- Un factor e 7% que depende de z y tiene aspecto de onda, a pesar de que su velocidad de fase:

_ Un
sin 6;

depende del angulo 6; y que define un conjunto de superficies equifase perpendicular a las superficies
equiamplitud y a la discontinuidad

Planos
Planos equifase

equiamplitud

Figura 2.14: Onda de superficie en medios sin pérdidas para reflexion total

Mediante las ecuaciones de Fresnel se puede llegar a las expresiones de los campos en los medios 1 y 2 y
analizando el vector de Poynting en los dos medios se puede llegar a las siguientes conclusiones:

A. El flujo de energia de la onda reflejada coincide con el de la onda incidente
B. El vector de campo B, no es nulo

C. No existe flujo medio de energia en el medio 2 (el de menor indice de refraccién) segin la componente
normal a la discontinuidad, si bien existe una componente normal instantanea de flujo de energia no nula,
dado que los campos no son nulos

D. Existe un flujo medio de energia en el medio 2 en la direccién paralela a la discontinuidad que cae muy
rapidamente cuando nos alejamos de ella.

Por lo tanto, podemos decir que la excitacién en el medio 2, en el caso de reflexién total, es una onda no
transversal (no plana) confinada en la vecindad de la superficie de discontinuidad. Las soluciones de este tipo
se conocen como ondas de superficie. Estas soluciones van a tener componentes transversales y longitudinales
con respecto a la direccién de propagacién (a lo largo de la discontinuidad). Por todo ello, podemos decir que:

8El origen del problema de los dngulos complejos esta en que la suposicién de ondas planas (excepto para el caso de incidencia
normal) es incompatible con la presencia del dioptrio
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- Los angulos complejos corresponden a ondas no planas, que presentan componentes longitudinales de
campo

- Las componentes longitudinales estan relacionadas con la energia reactiva almacenada en el medio

- Existe propagacién por onda de superficie lo que da lugar a superficies equiamplitud y superficies equifase.
Los angulos complejos estan relacionados con ondas no transversales (no planas).

Medios con pérdidas

En este caso, las leyes de Snell y Fresnel siguen siendo formalmente validas, pero nuevamente, el hecho de que
0: sea compleja, conduce a una interpretacién distinta. Supongamos que el medio 2 es conductor. De acuerdo
con la Ley de Snell, tendremos:

sinf; = (a — 7b)sin b,

de donde se sigue que:

cos 0y = \/1 — (a2 — b2 — 2jab) sin® 6; = pe’”

por lo que el campo sera:
Er’t — E':'toefprj(chwralzsinﬁi)

siendo:

p = p(Bzcosy + azsiny)
g = p(az cosy — B siny)

y ahora:

- Las superficies de amplitud constante son los planos pz = cte

- Las superficies de fase constante son los planos —gqz + a3z sin8; = cte.

y observamos como las dos familias de planos no coinciden y nuevamente la solucién no es una onda plana (ver

figura [2.15)).

Planos equiamplitud
y equifase

Planos

Figura 2.15: Refraccién en un medio con pérdidas

Podemos definir una Ley de Snell modificada, que ahora depende del angulo de incidencia:

sin 6, 1 /.,
n(ez) = sin\Ij = a—l a% sin” 6; + ¢2

con lo cual la velocidad de fase sera:

w v
v(6;) = =1

\/a?sin? @; + ¢2 n(6:)
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Se puede demostrar que en este caso, existe un angulo analogo al de Brewster para el cual el coeficiente de
reflexién para la polarizacién de la onda paralela al plano de incidencia alcanza un minimo (no un nulo). Como
caso particular, si el medio 2 es un buen conductor (s >>), tendremos:

woz 2
2

az = f2 &
que implica:
pRgxa =¥ =0 n(d;) >00 vp—0

por lo que al aumentar o, (6 disminuir f), los planos de fase constante se alinean con los de amplitud constante y
la propagacién en el seno del conductor ocurre practicamente segiin la direccién a la normal a la discontinuidad

(figura [2.16]).

Dieléctrico

Conductor

Figura 2.16: Refraccién en medio buen conductor

SECCION 2.8

Ejercicios

Una onda plana con una frecuencia de f=3 GHz se propaga en un medio material infinito cone, =7y
tr = 3. Calcular A, vy y 7.

Sol: A = 0.0218m; v, = 6.55 - 107 m/s; n = 246.8Q

Calcular la profundidad de penetracién, d;, en el Aluminio (o = 3.86 - 107 S/m) a f = 10 GHz.
Sol: 6,(Al) =8.14-10""m

Calcular la constante de atenuacién en tierra seca (¢/ = 4, 0 = 1072 S/m) y en mar (¢’ = 80, 0 = 4
S/m).

Sol:
f | o (dB/m) Tierra | o (dB/m) Mar
15 KHz 0.06 4.22
150 KHz 0.20 13.37
1.5 MHz 0.56 42.24
15 MHz 0.80 132.6
150 MHz 16.83 389.1 M

Determinar la polarizacién de una onda plana en los siguientes casos:
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A. E =B, (& + §)e7ke?
B. E = B, (& + jj)e ko=

Sol: A) Lineal; B) Circular a izquierdas

Describir el estado de polarizacién de las siguientes ondas:

>

E = Eycos(kz — wt)i — Eqsin(kz — wt)j

—

E = Egcos(kz —wt — w/2)& — Epsin(kz — wt)y

w

C. E = Eycos(kz — wt) — Eqcos(kz — wt)§

y determinar sus componentes magnéticas y la energia media transportada en un periodo por unidad de super-
ficie.

Sol:

A. Circular a derechas. H = 128 _[cos(wt — kz)j) — sen(wt — kz)E] ; < S >= 67 | Bo | 2

B. Lineal con direccién: @ = %a“c - %g H=:Z[i+glcos(wt —kz+1); < §>= - | Eo |? 2
C. Lineal con direccién: 4 = %aﬁ - %Q H= 20 (% + lcos(wt — kz); < S>= o | Bo | 2

La amplitud compleja del campo eléctrico de una onda plana monocromatica que se propaga en el vacio
estd dada por:

E = ((V3+)2 +27gle 75

Determinar la frecuencia de la onda, el vector unitario en la direccién de propagacién, la polarizacién, la
expresion del campo magnético, la razén axial y la densidad de potencia media.

Sol: f=1 GHz; k = 2; Eliptica a izquierdas; H = o (278 + (V34 7)9)e 72°7/3% A/m; ra = V/3; so-2 W/m?

@] Dado el campo eléctrico:

., 20 x . 20
E = /3% cos(wt — %Z)e_%z — (& + 29) sin(wt — Twz)e

_ 20m
3 z

que se propaga en un medio conductor, describa su polarizacién y calcule la constante de atenuacién en dB/m.
Sol: Eliptica a izquierdas; a = 57,867dB/m

El campo magnético en una cierta regién del espacio responde a la siguiente expresion:
H = Hy(& + j9)e 7%

Calcular el campo eléctrico instanténeo, la curva descrita por el vector campo eléctrico en un punto fijo del
espacio y la densidad de potencia media e instantanea.

Sol: B = —120m Hy|cos(wt — kz)§ + sen(wt — kz)&]; Polarizacién circular a izquierdas; < § >= 60mH22
Una onda plana monocromatica se propaga en el vacio segin z y estd constituida por la superposicién
de dos componentes linealmente polarizadas cuyos valores instantaneos en z = 0 estan dados por:

E(0,t) =3 cos wt
E(0,t) =2cos(wt + 7/2)



2.8. Ejercicios

Determinar la relaciéon entre los valores maximo y minimo del campo total, la polarizacién y el vector de
Poynting medio asociado a la onda y a cada una de sus componentes por separado.

Sol: RA = 3/2: Eliptica a izquierdas; P,, = EW/m? Py = 22 W/m?P, = 22

2407r 2407r 2407r

@] Determinar la amplitud compleja del campo eléctrico de una onda plana monocromaética con polarizacién
eliptica a izquierdas sabiendo que se propaga en el vacio segiin una direccién que se considera como eje z; la
relacién entre el valor maximo y el valor minimo del campo eléctrico es N; la direccion segtin la cual se mide el
maximo valor del campo eléctrico se toma como eje y; el valor medio de la densidad de potencia que transmite
la onda es P(W/m?) y el campo eléctrico en el plano z = 6 tiene direccién Z en el instante ¢ = 0.

Sol: E = |25 (2 + Njg)e P2

Encontrar el vector de polarizacién de una onda plana si € = 30° y 7 = 135°.
Sol: &= L3 + LeIFg

Calcular el vector de polarizacién de un campo con polarizacién eliptica a derechas cuya razén axial es
3 dB y su semieje mayor corresponde al eje z.

Sol: &= 0.8162 — j0.577§

Calcula el coeficiente de reflexién de una onda plana sobre un plano conductor infinito de Cu (o =
5.813 - 107 S/m) para f=1 GHz.

Sol: T~ 1 /179.9°; T ~ 6.181 - 1075 /45°

Una onda plana que se propaga en un medio de €, = 4, y, = 1 y cuyo fasor de campo eléctrico es

B =2.10"3%e7 29V /m incide normalmente sobre un medio igual al vacio. Determinar el campo magnético
incidente, el coeficiente de reflexién y la ROE, los campos reflejados y transmitidos (eléctricos y magnéticos) y
las densidades de potencia media incidente, reflejada y transmitida.

Sol:

—

A. Hi — 0682_2 —7kz ”(A/m) 06802 e—ijOZ:% (A/rn)

B. I';(z) = Les*o* ROE=2
C. B = 10.002¢72k07g(V/m); Bt = £0.002¢ %02 §(V /m);
2(A/m)

Tr _ 10.002 _j2koz 5 . It — __40.002 —
H" = 3%6x € E(A/m); H = =375+

. —6 - 6 .10~ 6 A
D. P2, = . 5(W/m?) Py, = — 1" 2(W/m?) i, = 58" 2(W/m?)

307 2707r 270w

Una onda plana que se propaga en el espacio libre incide normalmente sobre un material dieléctrico sin
pérdidas. La reflexién producida origina en el espacio libre una onda estacionaria, y por medio de mediciones
se determina que: la relacién de ondas estacionaria (ROE) es 2; la distancia entre dos méaximos consecutivos de
campo eléctrico es 6 cm y el primer maximo del campo eléctrico esta situado a 3 cm del dieléctrico. Calcular:

A. La frecuencia
B. La constante dieléctrica relativa de la lamina

C. El porcentaje de energia incidente que atraviesa la lamina

Sol: f = 2.5 GHz; ¢, = 4; 88.9%



Tema 2

Una onda plana de frecuencia 3 GHz se propaga en el vacio e incide normalmente sobre una superficie
dieléctrica de permitividad 16ey y espesor 5/8cm, a la que sigue otra de permitividad g y 5cm de espesor, tras
la que se halla una nueva lamina de 4¢g y 5/4cm de grosor a continuacién de la cual se tiene de nuevo el vacio.

A. ;Cuadl es el porcentaje de la potencia incidente en el primer medio que se transmite al altimo?

B. ;Qué medio o medios podrian eliminarse de la estructura dada manteniéndose el mismo porcentaje de
potencia transmitida?

Sol: 64%;2y 3

Una onda plana incide oblicuamente desde el vacio sobre un conductor perfecto como se indica en la
figura. La amplitud compleja del campo incidente es:

-E_;i — 5526*]'\/5”(14-‘-2)

Y
A
M &)

A. Calctlese la expresién de los campos totales en funcién del tiempo.

B. ;Existe algiin punto en el cual se anule el campo eléctrico para cualquier valor del tiempo?

Sol: E(t) = 10sen(v/2nz)sen(wt — v/2my)Z; Los planos z = %
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Propagacién guiada

SECCION 3.1

Introduccion

Planteamos el problema de la transmisién de energia electromagnética entre dos puntos cumpliendo dos exi-
gencias:

- Debe llegar la totalidad o la mayor parte de la energia enviada desde el primer medio

- El sistema debe permitir el paso de las potencias que sea necesario transmitir en la practica

En el caso de las bajas frecuencias, el problema se resuelve empleando dos conductores paralelos separados entre
si una distancia pequefia comparada con A. Por este motivo, no se producen pérdidas por radiacién.

Si se quiere mantener esta situacién al elevar la frecuencia, es necesario disminuir dicha distancia, lo que limita
la potencia méxima transmisible por la formacién de arcos eléctricos. Todo ello, limita la transmisién por lineas
bifilares hasta frecuencias del orden de los MHz, lo que obliga a recurrir a otros artificios para suprimir la
radiacién de los conductores paralelos.

Una primera solucién es el cable coaxial en el cual uno de los conductores engloba completamente al otro. Para
soportar el conductor central se puede utilizar un medio dieléctrico que rellene el espacio entre los conductores
o simplemente rodajas de dicho material aislante.

Generalizando lo anterior, introducimos unos elementos nuevos, las guias de ondas 6 guiaondas que, en general,
consisten en un tubo cilindrico de paredes metalicas y lleno de aislante, aire o el vacio en las cuales el soporte
de la energia que se transmite es el campo electromagnético que, para una determinada frecuencia, se propagara
a lo largo del tubo si se han elegido adecuadamente las dimensiones de la seccién recta de este altimo.

Las guias se conocen segun la forma de la pared que constituye su seccién. Si en el interior de la guia no hay
mas que un aislante homogéneo e isétropo, se dice que la primera es homogénea. En caso contrario, se especifica
la geometria con un calificativo especial como p. €j. guia parcialmente rellena de dieléctrico.

SECCION 3.2
Guias cilindricas homogéneas. Planteamiento teérico de la
propagacion

Suponemos que los conductores que forman la guia son perfectos. Inicialmente, suponemos que el dieléctrico no
tiene pérdidas, por lo que se trata de un aislante perfecto. Asumimos también que existe simetria de traslacién
a lo largo del eje z (cilindro recto) y trabajamos con unas coordenadas (£, &z, 2). Asi p. €j. para el caso de las
coordenadas cartesianas serd {1 =z y € = ¥.

53
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Se trata entonces de resolver las ecuaciones de ondas:

AE —~y2E =0
AH —4?H =0
siendo 72 = —w?ue = —k? afiadiendo las condiciones de contorno que impone la guia a los campos E y H.

Podemos escribir el campo E como (para el campo H el desarrollo es anélogo):
E=FE;+ B,
donde E; es la componente tangencial y E, la componente longitudinal, con respecto al eje de la guia, por lo

que resultara:
AE;+ AE, —y2E; —y2E, =0

En sistemas que presenten simetria de traslacién, AE}, es un vector transversal a 2 mientras que AE, tiene la
direccién de Z, por lo que:
AEt — ’)’gEt =0
AE, —y:E, =0
Ademés se verificara:
_ . 8%E,\ .
AEZ = (AEZ)Z = AtEZ + ? z
z

siendo A; la parte de A que no contiene derivadas con respecto a z, luego:

8°E,
azz - ’YOEZ

ecuacidén a la que se le puede aplicar la técnica de separacién de variables para escribir:

E, = Fe(gly 62)143(2)

AE, = AE; +

obteniéndose:
N+ F,

Fe

AII 2
fe _ 2
A,

lo que supone que:

donde 72 es una constante de separacién y la solucién para E, es de la forma:
E, = Fe(&1,£2)(Ae™ + Be™?)
Siendo F.(&1,&2) la solucién de la ecuacién:
A¢F, —2F. =0
con:
Ve =% =7
Si se elige una de las dos exponenciales, tendremos:
B, = Fe(é1,6)e 72
y operando de la misma manera para H,:

H, = Fy(é1,&)e "2

donde, como hemos dicho anteriormente, F, y F} son dos soluciones independientes de la ecuacién:
AtF — ’)’EF =0

cuyas constantes de separacién pueden ser distitintas y dependeran de las condiciones de contorno que aplique-
mos a cada campo.

Atendiendo a las expresiones de los campos, podremos clasificar las soluciones en:
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- Modos Transversales electromagnéticos 6 TEM: E_"Z =0y I-_L =0
- Modos Transversales Magnéticos 6 TM: H,=0

- Modos Transversales Eléctricos 6 TH: E_"Z =0

Pasamos a estudiar cada uno de los casos introduciendo una impedancia que relacione los campos transversales
E y H de cada modo de la misma forma que hicimos con las ondas planas.

Modos TEM

Este caso corresponde a la solucién trivial de las ecuaciones para F, y Fj. Los campos tnicamente tienen
componentes transversales, por lo que la ecuacién a resolver es:

8%E,

25 _
8z2 ~ 7B =0

cuya solucién se puede expresar como:
Lo s
E = Fe(§1v£2)e e
siendo la funcién F, la solucién de:
Vt X Fe =0

—

junto con las condiciones de contorno correspondientes. Observamos como F, nos proporciona la variacién
transversal del campo en cualquier seccién recta de la guia.

Se demuestra, ademas, que se verifica:

L1 .
H=—2xFE
Mo
3 x B
TrEm = —=— =1,

que coincide con la impedancia intrinseca del medio material para una onda plana.

Modos TM

En este caso, H estd contenido en planos perpendiculares a 2. Los campos son:
- rs
B, = Fe(&1,82)e7 772

donde F, cumple la ecuacién:

A¢F. —y2F. = 0; V=7-7

B, = Xv.E,
C
¢ x B
ZTMZQ_ 7

H — jwe
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Modos TE

En este caso, E esta contenido en planos perpendiculares a Z. Los campos son:
_ Cra
H, = Fp(&1,8)e 7%2

donde F} cumple la ecuacién:

A¢Fy —y2F, =0, V=9-9

iR )
B =-1Ev.H, xz
[s4

H = Lv,.H,

3 x B, _ Jwp
ﬁt Y

Zrg =

Notar que como E, y H, son independientes, las soluciones con E, #0y H, # 0 también lo serdn y podran
obtenerse como superposicién de las anteriores, esto es, no se trata de una familia separada de soluciones
distitintas de las que ya se han descrito.

Comentarios sobre las soluciones

La solucién general del problema es combinacién lineal de las soluciones TEM, TE y TM, siendo las con-
diciones de contorno las que determinan las constantes de separacién v y los coeficientes de la combinacién
correspondientes a cada caso. De esta forma:

- Las condiciones de contorno laterales definen la forma especifica de variacién de los modos con las coor-
denadas &1, &1 ¥ %, esto es, las Fe, Fj, y 7, cuya determinacién es un problema bidimensional en (&1, £2)

- Las condiciones en los planos z = cte. correspondientes al generador y la carga determinan cudntos y
cuales son los modo que se propagan

Para cada geometria de guia, existe un sistema de coordenadas que facilita su solucién, y que viene determinado
por las simetrias existentes en las condiciones de contorno. Asi, para el caso de una guia con seccién rectangular,
es apropiado emplear las coordenadas cartesianas.

321

Analisis de la variacién con z

La constante de propagaciéon que hemos obtenido viene dada por:

Y =/2 =72

dependiendo . de las condiciones de contorno que gobiernan F, y Fj. De la misma manera que hicimos con
las ondas planas, denominamos a y constante de propagacién, que dependerd también de la frecuencia y que
normalmente expresaremos como:

V(w) = a(w) + jB(w)

siendo a la constante de atenuacion y B la constante de fase. De la misma forma, podemos definir la longitud
de onda A(w), la velocidad de fase v¢(w), la velocidad de grupo v,(w) = df/dw, etc.

Lo novedoso con respecto al planteamiento de las ondas planas es que sélo el conocimiento de las condiciones
de contorno que corresponden al modo cuya solucién calculamos fija el valor de la constante de propagacién .
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Condiciones de contorno laterales

Las condiciones de contorno en z=cte. determinan los modos que es necesario considerar para obtener la solucién
completa del problema. Las condiciones de contorno laterales en ({1, £>) determinan las caracteristicas de cada
modo (a través de 7,.) y la forma de los campos.

Las ecuaciones de F, y F} s6lo tienen solucién sencilla cuando se pueda aplicar la técnica de separacién de
variables y esto se puede hacer cuando las condiciones de contornop se den sobre planos de §; = cte.

Los tipos de condicién de contorno maéas habituales son el conductor perfecto (¢ — o0), el conductor real (no
perfecto o buen conductor) y por ultimo, los problemas abiertos (Ej. la linea bifilar). Unicamente el primero
admite una solucién analitica sencilla.

3.2.3

Condiciones de contorno de conductor perfecto

Supongamos una situacién como la de la figura En este caso, el conductor perfecto impone:

oc—> Q0

Figura 3.1: Condicién de contorno de conductor perfecto

n X Et =0
E, =0
Modos TE
Aplicando las condiciones anteriores se llega a:
dFy |
dn |,

c
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Modos TM

En este caso directamente:
Fe|C’ =0

Modos TEM
En este caso tendremos:
X E=0=>nXFg =0

Como ademas se verifica:
Vt X FEt =0

podremos decir que:
Fpy = —V;¢

siendo ¢ = ¢(&1,€2) una funcién escalar que verifica la ecuacién de Laplace bidimensional:
Dp=0

por lo que el problema coincide con el planteamiento de un problema electrostatico bidimensional, esto es, una
vez encontrado ¢, el campo eléctrico vendra dado por:

Et = —th& - Yo

Por ello, y dado que F'g; es normal a C, esta curva debe ser una linea de ¢ constante, asi que en los conductores
podremos imponer ¢|. = cte.

Una primera conclusién importante es la siguiente. Si la frontera del conductor es simplemente conexa la tnica
solucién posible es ¢ = cte. en toda la region y por tanto Fg: = 0. Por tanto, en una regién limitada por un
conductor perfecto simplemente conexo no puede existir modo TEM.
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Caracteristicas de los modos

Se puede demostrar que cuando las condiciones de contorno son las de un conductor perfecto, se cumple que
7 <0

Por tanto, la expresién v? = 72 — 2 sera positiva o negativa dependiendo de la frecuencia, siempre y cuando
el medio material no presente pérdidas.

El valor de la pulsacién para el cual la expresién anterior cambia de signo se conoce como pulsacién (frecuencia)

de corte y viene dado por:
1 27
we=——+/-72 ; fe=—=V-7
/1€

y las dos posibilidades son:

-Siw<w (f<f) = v%>0yportantoy = a por lo que el modo no se propaga, esto es esta al
corte.

-Siw>w. (f>f.) =9%<0yportantoy = ;8 por lo que el modo se propagara.

En funcién de la frecuencia de corte, podemos escribir: E]

12
i

1Si f < fo las impedancias de modo son imaginarias puras por lo que el flujo medio de potencia es nulo

Y =E%4/1-
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n
1—

[ 2
Zry = 11 —%

correspondiendo el signo '+’ al caso f > f.yel’-"a f < f.

Zrgp =+

SN

R

Podemos representar esta situacién en un diagrama de Brillouin (figura donde las curvas de o y § vienen

O a
TEM
p
O, = o=p/Nue
- O
a.p

Figura 3.2: Diagrama de Brillouin para un modo

definidas por las ecuaciones:

w2 ﬂ2
2 2)2 1
—? (V=72
JHe
w? o?
3t =1

Observamos que:

- El modo TEM no posee frecuencia de corte

- El diagrama representado corresponde a un tnico modo. El diagrama completo debe incluir todos los
posibles modos que se pueden excitar (fig.

Figura 3.3: Diagrama de Brillouin para todos los modos

A partir de este diagrama podemos calcular la velocidad de fase y de grupo que corresponde a cada modo en
cualquier frecuencia. Notar que la velocidad de fase es siempre superior a la velocidad de grupo (salvo en el
caso TEM) motivo por el que se conoce a estas ondas como ondas rdpidas.

Algunos comentarios sobre las soluciones encontradas:

- Si la frecuencia de trabajo es inferior a la frecuencia de corte del modo con menor y/—y2 ningn modo se
propagara.
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- El modo con menor f. se denomina modo dominante y el resto modos superiores.
- En los sistemas capaces de soportar modos TEM, no existe frecuencia de corte absoluta.
- Se puede demostrar que el modo de frecuencia de corte menor es siempre un TE.

- Se puede demostrar que en un sistema capaz de soportar modos TEM, el primer modo superior es siempre
un TE.

- El ancho de banda en el cual tenemos un tinico modo propagéndose se denomina ancho de banda mo-
nomodo B (ver figura [3.4)

\4

Figura 3.4: Ancho de banda monomodo B

3.25

Flujo medio de potencia a través de una seccion recta de la guia

El flujo medio de potencia sera igual a la parte real del flujo del vector de Poynting complejo:
~ 1= .
S = EE x H

a través de tal seccion recta. Designandola como ¥ y tomando en ella como sentido positivo de su normal el del
vector unitario 2, el flujo de S valdra:

/§’~d&’:/(§'~2)da:1/[E_”xﬁ*]da
b by 2 /s

desarrollando los campos en sus componentes tangenciales y longitudinales, se llega a:

Ademas hay que destacar que:

- En el vector de Poynting sélo influyen las componentes transversales de los campos

- Sélo existe propagacién de energia cuando el modo no esta al corte. En caso contrario, existird energia
reactiva (energia electromagnética almacenada en la guia).

- Cuando varios modos se propagan simultaneamente, no existe trasvase de energia entre ellos. Esto se debe
a las propiedades de ortogonalidad.
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3.2.6

Estudio de la guia rectangular

Se trata de un sistema invariante con 2z cuya seccién e

l W.e
AN

aN
VA X

Figura 3.5: Guia rectangular
Dado que las condiciones de contorno se dan en planos 2 = cte y = cte es apropiado utilizar las coordenadas
cartesianas. Entonces, en la resolucién de las ecuaciones de F, y Fj:

0°F  9%F

2,
527 T agz el =0

podremos aplicarle la técnica de separacién de variables:
F(z.y) = X(2)Y(y)

que sustituida en la ecuacién da:
X"Y + XY" —42XY =0

que descomponemos en:

XII
= — k2
X T
'Y'// 5
v =k
junto con:
Ve =—ks — K

siendo k; y ky constantes de separacién. Las soluciones de esta ecuacién son:

X(z) = Asink,z + Bceosk,z
Y (y) = Csinkyy + Dcoskyy

Ahora aplicamos las condiciones de contorno obtenidas en el apartado para cada modo.

2El convenio habitual es llamar a al lado largo, que se coloca en el eje =
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Modos TE en una guia rectangular

La condicién es:

dFn|
dn | N
que en este caso se traduce en:
dXy
=0
dz y=0.b
dXY
hatelaliell =0
dy z=0,a
De la primera de ellas se extrae que:
C=0
sinkyb =0 = ky = %
y de la segunda:
A=0
sink;a =0— k, = mr
a

por lo que la solucién para el campo magnético longitudinal sera:
7 mm nmw
Hz(mn) = PCOS ——22 + COS 7y . e_’Ymnlé‘
a b

siendo la constante de propagacién:

mT 2 nm\ 2
7= s (4 )
a b
Notar que:

- Para cada pareja de valores m y n existe un modo T E,,,, solucién.

- La solucién con n = m = 0 no estd permitida

La solucién completa es entonces:

H, =P,,,, cos ( ( ) TYmnZ

H, —%YZ;mWP sin ( . :r) cos (L:y) g Ymn?
Hy :7";;;:” Ppr cos (m;ra:) sin (L;ry) e Tmn?
E, ]u;c;:zw P, cos (m;r:r) sin (%) e~ Ymn?

<

E :7—]wum7r P, sin (me) cos (—mry) g~ Tmn?
k2a a b

donde:

=)+ () ey (5 () - v

Notar que la relacién entre las componentes transversales de £ y H es la impedancia de modo.
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Modos TM en una guia rectangular

La condicién es:
Fe|C =0

que en este caso se traduce en:
XYI:O,a;y:O,b =0

De donde podemos extraer la solucién
_ . mm . nT _ .
B, (mn) = @sin —z - sin Ty e TmnZz
a

siendo la constante de propagacién:

5 m 2 nm\ 2
= Fomnee () ()
a b
Notar que:

- Para cada pareja de valores m y n existe un modo T'M,,,, solucidén.

- Los indices m y n deben ser ambos distintos de 0.

La solucién completa es entonces:

E, =Pp,sin (mﬂ'w) sin <7n7bry> e Ymn®
a

E, — ZYmn T P, cos (mmc) sin (ﬂ) e~ Ymn?
ak? a b

Ey :7—7;,;;# Prn sin (m;r:v) cos (%) g Ymn?

o =L P (1) cos (77 ) e

H, Z_jf;’:;nw P, cos (m;rx> sin (?) e TmnZ

donde:

=) ()5 o= () + () = v

b a
Notar que la relacién entre las componentes transversales de £ y H es la impedancia de modo.

La tabla siguiente representa los modos TE y TM con frecuencias de corte mas bajas para el caso a = 2b. Notar
que existen modos degenerados, esto es, con la misma frecuencia de corte.

TElO TEOla TEQO TEll; TMll TEzl, TM21
fe/ fermig 1 2 2.24 2.82

Cuadro 3.1: Frecuancias de corte para a = 2b

En general, si a > b, tal y como venimos haciendo, el modo fundamental es el T Eq para el cual
11
fC |TE10 - /#e %
o, en funcién de las longitudes de onda de corte:

f>f. = A<

siendo A.:
2
Ae =

o
m"—‘

1
L+
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que para el modo fundamental resulta:
Aelp B, = 24

Esta ecuacién podemos interpretarla en términos de semilongitudes de onda que caben en a. Asi, para saber
si el modo fundamental se propaga, hay que comprobar si una semilongitud de onda es inferior a a. Esto es
aplicable a otros modos que tengan un indice 0.

La expresién completa de los campos para el modo fundamental T Fyq sera:

H, =P cos (E> e ?
a

By =Y psin (E) e 1?

E, =0

H, :EP in (L) e ?

a

H, =0

siendo:
ﬂ' 2
e ()

3.2.7

Soluciones para medios dieléctricos con pérdidas

Cuando trabajamos con un dieléctrico con pérdidas, la constante de propagacién va a ser compleja a cualquier
frecuencia. En efeto:

V=7 =7 = e —je') = 77) = (e +5B)
Esto significa que ya no existen modos completamente al corte. Ademas las impedancias de modo van a tener

parte real e imaginaria a todas las frecuencias. En este caso se define la frecuencia de corte como aquella para
la cual a = B (ver figura [3.6) Se demuestra que la frecuencia de corte obtenida de esta manera coincide con la

v

a.p

Figura 3.6: Guia rellena con dieléctrico con pérdidas

que resultaria de analizar la guia rellena de un dieléctrico con el mismo € y sin pérdidas.
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Soluciones para medios dieléctricos con bajas pérdidas
La constante de propagacién puede escribirse como:
Y=V =72 = V- pocoe, (1 - jtand) — 42 (3.1)

Sitané <<, podemos emplear el desarrollo en serie de Taylor:

72
vat+zlxa+ —

2a
de forma que (3.1)) resulta:

y = /=RZ(1 - jvand) — 72 = \/=kZ — 72 + jk2 van

jk2tand k2tand .
R/ k-2 + 2 2 +
o e T g W7 2P 1B

siendo [ la constante de fase correspondiente al caso sin pérdidas. Por lo tanto podremos escribir:

kZtané
=2 TE TM
ag 2ﬂ ( ) )
oy = o t2‘m5 (TEM)

donde k, = w,/L€r€,

3.2.8

Condiciones de contorno para conductor con pérdidas

Cuando la guia esté delimitada por un medio conductor real, existirdn campos en el seno de ese conductor (o
al menos en una distancia tanto menor cuanto mejor conductor sea). En cualquier caso, los campos estaran
confinados en una regién pequeiia que dependerad de § (profundidad de penetracién). Esta situacién se indica
en la siguiente figura para una guia de seccién rectangular.

Campo en el
/ conductor

Figura 3.7: Guia rectangular con pérdidas en el conductor

Dado que la resolucién analitica de este problema es muy compleja, se suele hacer una aproximacién de medio
buen conductor para que sea tratable, de forma que tomamos:

a=ag+ Qe
ﬂ:ﬂg

siendo a4 y B, las que corresponden a una guia con conductores perfectos y . una constante de atenuacién
relacionada con las pérdidas por efecto Joule en los conductores que se calcula en cada caso en funcién de la
geometria. Se puede demostrar, que para un buen conductor, una aproximacién aceptable viene dada por:

We _ 3¢ 25H(0) H(0)dl
2WT Re ffs Et(O) X Ht(O)* -ds

e =
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que depende del modo que estemos analizando. Asi, para el modo T E;y de una guia rectangular, esta expresion
se convierte en:

R,
e = ——(2bm? 3k2
a a3bﬁgkn( T+ a’k®)
siendo
Rs= |2
20

la resistencia superficial del conductor.

SECCION 3.3

Los modos TEM

Los modos TEM tienen dos propiedades interesantes:

A. Se propagan a cualquier frecuencia

B. La velocidad de fase es constante y coincide con la velocidad de grupo (si no hay pérdidas)
Para este tipo de modos tendremos:
B = —Vtgbe*”"z

donde:
Agy =0

junto con:

$c1 = P15 Po2 = P2; -

Figura 3.8: Analisis de los modos TEM

Si integramos F; a lo largo de una linea cualquiera contenida en un plano z = cte que una los dos conductores,
obtendremos:

2 2
—/ B, -dl = —/ —Vipe % - dl = Ve 1%
1 1
donde: )
Vo=¢2—¢1:/ Vi - dl
1

que no dependera del camino elegido.

Por lo tanto, la expresion:
V(z) = Voe 77

define de forma univoca la diferencia de potencial entre conductores en cualquier seccién recta de la guia (notar
que depende de z).
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Por otra parte, la corriente total que recorre el conductor 2 en una seccién recta vale:

o o o AeB o
515 Jc2~dl:§1§ ﬁth~dl:29§ L TS e
Cc2 Cc2 c2 M

I, :55 Vit n
c2 n

Ademas, si aplicamos la Ley de Ampere al un contorno que envuelva al conductor exterior:

%ﬁ-di:yﬁ fcldl+§£ fcgdl+//a—D-d§’
c c1 c2 s Ot

dado que el altimo sumando es nulo, se verificara que la corriente en los dos conductores es la misma pero con
sentidos opuestos. Entonces

donde

I(z) = I,e 7°*
define de manera univoca la corriente en cualquier seccién recta de la guia.

La relacién entre la tensién y la corriente calculadas sobre una misma seccién recta vale:

2 g

v [2Veg-di
Z = — = _J1r "t — . t
T g, Vg T E

donde cte., factor adimensional, depende de la geometria del problema. Z, se denomina mpedancia caracte-
risticall

Los parametros 7, y Z, se demominan pardmetros primarios de una linea de transmision ya que a una guia
capaz de soportar un modo TEM se le denomina linea de transmaision. Como hemos visto, podemos utilizar el
formalismo de tensiones y corrienes que se usa en teoria de circuitos. La representacién grafica mas frecuente,
independientemente del tipo de linea de transmisién es: Notar que la teoria clasica de circuitos a partir de

I
e

Figura 3.9: Linea de transmisién

elementos concentrados deja de ser valida cuando el tamafio de los elementos empieza a ser comparable a la
longitud de onda.

La potencia media transmitida por el modo TEM viene dada por:
1 S o L
Wr = —Re Ey x Hf -ds=
2 b

1 1 5 o . 1 - o R
iRe (WK)//EEt'E:'dSZ2Re(77)//EHt'H:'ds

1 A% 1 II*
= — I* = _ = ZO
Wr = S Re(VI*) = — Re<Z;> 5 Re(Z))

que usaremos cuando utilicemos el modelo circuital y que depende de la impedancia caracteristica.

expresién equivalente a:

3Observamos que las formas V = V(0)e~7? y I = I(0)e~ 7% corresponden a ondas de tensién y corriente que se propagan a lo
largo de la estructura
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Estudio de la guia coaxial

El modo TEM se calcula mediante la solucién electrostatica de A® = 0 (coordenadas cilindricas):

A

y
u,e
a »
X
b
Figura 3.10: Linea coaxial
10 (08 18°%
pop\Pop) " 2862 ~
junto con la condicién de contorno:
®(a,¢) = Vo; ®(b,¢) =0
cuya solucién es:
Inbd/p
®(p,0) =V,
(p7 ) 111 b/a

De aqui se sigue que:
n b
Zo=—In| -
2m a

B = w\/pere,

caracterizan completamente a la linea sin pérdidas.

que junto con

Se demuestra que el primer modo superior es el T'F;; cuya frecuencia de corte viene dada, de forma aproximada

por:
c 2

fc:27r\/aa+b

3.3.2

La linea como elemento circuital

La linea de transmisién describe rigurosamente el comportamiento del modo TEM independientemente de
las dimensiones del sistema y la frecuencia. Pero la linea es también un elemento circuital. En este apartado
caracterizaremos la linea de transmisién como cuadripolo simétrico con pérdidas (ver figura |3.11)

Se puede demostrar que una linea de transmisién de longitud mucho menor que la longitud de onda del modo
TEM ), se puede representar mediante el siguiente circuito equivalente de elementos concentrados (suponiendo
conductores ideales y un dieléctrico de relleno con pérdidas):

por lo que para lineas de pequefio tamaiio si es factible utilizar un modelo de elementos concentrados como el
representado en la figura [3.12

Los parametros:
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v, 1, Zo v,

Figura 3.11: La linea de transmisién como cuadripolo simétrico

Le/2 L2
C/ G/

Ir

Figura 3.12: Circuito equivalente de una linea de transmision (I << A)

- L= inductancia por unidad de longitud
- G= conductancia por unidad de longitud

- C= capacidad por unidad de longitud

dados por:
L=uK=p=>2
6” ,'7
G — I n_r
w we Z
¢ n
C = — = r_L
K~ ‘1z,

se denominan pardmetros secundarios de la linea de transmaisién y la relacién con los pardmetros primarios

de la linea viene dada por:
g, =, vl _ %
G+ jwC Y,

Yo = VJWL(G + jwC) = \/ZY,

siendo Z; e Y, la impedancia serie y la admitancia paralelo por unidad de longitud, respectivamente. En el caso
de bajas pérdidas estas expresiones resultan:

Z, =

Ql

Zy .
Yo = G7 + jwv LC
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3.33

Linea de transmision con conductor no perfecto

En este caso introducimos en el modelo circuital una resistencia serie por unidad de longitud R, que esta
relacionada con las perdidas en los conductores.

R/2 LR LR R/2
W

TT

Figura 3.13: Linea de transmisién con pérdidas en dieléctrico y conductores

Trabajando con las componentes transversales de campo, podemos definir los parametros primarios como:

Yo = /(R + jwL)(G + jwC) = \/Z,Y,
7 _ R+jwl _ [Zs
T\ GHjwC Y,
3.34

Cierre de la linea con una impedancia terminal. Impedancia transformada

De momento no hemos especificado los valores de las tensiones V., V,~ y de las corrientes I, I, que corres-
ponden a las ondas de tensién y corriente.

Para determinarlas habra que anadir dos condiciones de contorno complejas, p. €j. los datos referentes a los dos
extremos de la linea.

Desde el punto de vista del empleo préactico de una linea de transmisién, en uno de sus extremos estara colocado
el generador, con la misién de enviar potencia eléctrica (modulada por informacién o no) hacia el otro extremo,
donde se captard en una impedancia terminal. Los valores de esta dltima y de la fuerza electromotriz y resistencia
interna del primero, determinaran las constantes anteriores.

Como se desprende de las deducciones posteriores, no estaremos, en general, interesados en obtener tanta
precisién y nos bastaran las consecuencias que implican la consideracién exclusiva de la condicién de contorno
relativa a la impedancia terminal. Vamos pues a limitarnos a ella.

Supongamos que en OO’ (figura termina la linea y que hemos conectado entre sus extremos OO’ una
impedancia terminal Z,. Si tomamos el origen de la coordenada z en OO’, las de los puntos de la linea seran
negativos. Para evitar errores, vamos a introducir en lugar de la coordenada z otra que llamaremos [, igual
a la z cambiada de signo, que sera siempre positiva y nos daré la distancia de un punto de la linea hasta su
terminacién.

Podemos decir que V" da lugar a una onda incidente sobre dicha terminacién y que V,~ produce onda reflejada
en la misma, con lo que se justifica introduzcamos una nueva notacién A; y A, en vez de la anterior. Fijar la
impedancia de carga es equivalente a imponer el cociente V(0)/I(0) en z =0

En el caso sin pérdidas el voltaje total en la linea seréa:
V(Z) — ‘/C)Jre*jﬁz + Vo*eJr.‘iﬁZ

y la corriente total
+ V- .
o e—]ﬁz 1By ej,Bz

I(z) =
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Y, Zo Z,

A
v

Figura 3.14: Linea terminada

y en z = 0 tendremos:
V() V"4V
10) Vet - Ve

Introducimos un coefictente de reflexién en tensién I' dado por:

ZL: Zo

Vo Zy— 7,
F: = ——
‘/a+ ZL+Zo

a partir del cual podemos escribir: , ,
V(z) = Va+ [efjﬁz + I\eﬂﬁz]

/AR :
V(z) = Zi[e*mz _ I‘e“ﬁz]
o

Notar que si Z;, = Z, sera I' = 0 por lo que no existira onda reflejada. En este caso se dice que hay adaptacion
de 1mpedancias.

La potencia media transmitida a lo largo de la linea sera:

1 1
:71 *:*1—1—12
Wr = SIV" = (1 - |I)

potencia que se entregara totalmente a la carga puesto que no hay pérdidas. Observamos que:

- 3i I' = 0 = hay adaptacién, no existe potencia reflejada y toda la potencia incidente se transfiere a la
carga.

- Si|'| =1 = no tendremos potencia transmitida a la carga (tendremos emergia electromagnética almace-
nada en la linea pero no habra energia viajera). Esto ocurre en dos casos:

- I' = —1 = cortocircuito

- I' = 1 = circuito abierto

Es frecuente trabajar con el valor conocido como pérdidas de retorno dado por:

RL = —201og T

En cuanto a la variacién del médulo de la tensién a lo largo de la linea tendremos:
[V(2)| = |V;||1 + Te?P?| = |V;F||1 + |T|e?(6—2AD))

de forma que podemos definir una relacién de onda estacionaria (ROE) de la misma forma que lo hicimos
en las ondas planas:

Vinaz _ 1+ |T

Vmin 1- |1—‘|

ROE =

y tendremos dos casos extremos:
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- ROE = 1: carga adaptada

- ROE = oo: carga completamente desadaptada
El coeficiente de reflexién en cualquier punto de la linea sera:
I'(l) = T(0)e~ P = 1'(0)e?P* =
y la impedancia de entrada en cualquier punto de la linea:

V(=l) Vie iPz LV etiPz

Lin = = : .
I(=1) Vite—iBz _ YV etibz
que operando, resulta:

Zy cos Bl + 3Z,sin Pl
7. (—1) = 3.2
in(=1) °Z,cos Bl + 721 sin fl (3.2)

Y, Zo Z,
‘ |
., teeeeeeeees > 1

Figura 3.15: Impedancia de entrada Z;, en cualquier punto de la linea

Es de especial interés detallar los valores que toma Z;, en los casos particulares de Z; correspondientes a
cortocircuito, circuito abierto y Z,:

-7, =0= Z;, = jZ,tan(pl)

- 71 = 00 = Zip = —JZ,cot(Bl)

-4 =24y = Zin = 2
Este dltimo resultado nos dice que si una linea de transmisién se remata con su impedancia caracteristica, la
impedancia transformada por cualquier longitud de linea es igual a dicha impedancia caracteristica. Observamos

ademas, que las situaciones de impedancia 0 6 oo se alternan con una periodicidad de A/4 para los casos en que
Pl =1

L VI V]

A2 A2
2|V, 2V

A

» » » »
»- » > »

AMA N2 A A2

CORTO ABIERTO

Figura 3.16: Linea terminada en corto o abierto
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Para completar este apartado, en el caso en que existan pérdidas, la expresion ({3.2)) se convierte en:

_ Zrchyl+ Z,shyl

Zin =)= o
(=0) Zochyl + Zpshyl

SECCION 3.4

Ejercicios

Sea una guia rectangular rellena de aire en banda X cuyas dimensiones son a=2.286 cm y b =1.016 cm:

A. Calcular las frecuencias de corte de los cuatro primeros modos propagantes.

B. ;Cuadl es la atenuacién en dB que corresponde a 1m de guia cuando trabajamos a una frecuencia f=10
GHz? (suponga que las paredes son de cobre)

Sol:
] Modo \ m \ n \ fe (GHz) ‘
THE 1]0 6.562
TH 2|0 13.123
TH 0 1 14.764
TE, T™M | 1 1 16.156

A. a.,=0.11 dB/m; az= 1.2 dB/m
siendo a@ = a. + ag

Sea una guia de seccién cuadrada de lado a:

A. Calcular las frecuencias de corte de los modos

B. Comprobar que existen dos modos dominantes

Sol:

m2+4n?2
A f.= Y

B. TE]_O y TEOl

2 2
C. Wrgio = “48% P22 para H, = Pcosm/az

Se pretende transmitir un tono puro de frecuencia 11875 MHz por una guia rectangular de conductor
perfecto y dimensiones 10x6mm rellena de un determinado dieléctrico. Calcular la permitividad relativa de este
dieléctrico para que nuestra frecuencia de trabajo esté un 5% por debajo de la frecuencia de corte del primer
modo superior.

Sol:

A e =4

Sea una guia rectangular de dimensiones a x b:
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A. Calcular los valores de x para los que las amplitudes de H, y H, del modo dominante son iguales.

B. Calcular para qué frecuencias dicho valor de z es a/4

Sol:
A. z = Zarctan /sla y cualquier valor de y siendo f = \/w?ue — (7/a)?
B. f = \/Efc

Considere un cable coaxial de tipo RG-142 con a = 0.035” y b=0.116" y dieléctrico con ¢, = 2.2. ;A
partir de qué frecuencia aparece el primer modo superior T'F117

Sol:

A. f.=17 GHz

Sea un cable coaxial de radios a y b (a < b). Calcular:

A. La impedancia caracteristica

B. La potencia transmitida

Sol:
_ b
A Z,=3-In;
_ 7z ..
B. Wy = 7Tt/ Para una onda incidente

Calcular:

A. Las frecuencias de corte de los dos primeros modos propagantes en una guia circular con a=0.5 cm y
€,=2.25

B. Si la guia es de plata y el dieléctrico tiene pérdidas (tand = 0.001) calcular la atenuacién en dB corres-
pondiente a un tramo de linea de 50cm operando a f=13.0 GHz.

R k2
.= S k2 —1
%= aknp ( °+p’121—1> (m™)

Nota: Para el modo dominante:

Sol:

B. a4y = 0.47 Nep/m; o, = 0.066 Nep/m; o = 2.38 dB

Sea una guia rectangular de plata (0 = 6.17107S/m) de dimensiones a=0.86 mm y b=0.43 mm. Calcular
la potencia méxima que se puede transmitir trabajando dentro del ancho de banda monomodo si el méximo
campo admisible es 30 KV/m

Sol:

A. Prap = 2.08 KW
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Una linea de transmisién de Zg = 5012 se termina con una impedancia de valor Z;, =50 — 107

Sol:

= oo

= m U aQ w »

o a w »

Calcular el coeficiente de reflexién en el plano de la carga

Calcular la ROE

Calcular el coeficiente de reflexién en cualquier punto de la linea

Calcular la impedancia vista en cualquier punto de la linea.

Calcular la potencia que fluye por la linea.

Calcular cuanto hay que desplazar la impedancia de carga hacia el generador para conseguir una situacién

de adaptacién de impedancias

I['(0)|=0.0995; /I'(0) = —84,2°; RL= 20 dB
ROE=1.22
I'(l) = I'(0)e780m

) _ Zr+3Z,tan Bl
Z'L‘ﬂ(l) - ZO Zo+3Z1, tan Bl

P =

(1 - 0(0)?)

No es posible

Una impedancia de carga de valor Z; = 130+ 790
Calcular:

A.
B
C.
D
E

Sol:

= U a w »

El coeficiente de reflexién en la carga

. Bl coeficiente de reflexién a la entrada de la linea

La impedancia de entrada

. La ROE de la linea

. Las pérdidas de retorno

I'(0) = 0.598|21.8°
T'(1) = 0.598|165.8°
Zin(l) = 12.7 + j5.82Q
ROE=3.9

RL= 4.46 dB

Q termina una linea de transmisién de 5092 de 0.3).

Una linea de transmisiéon sin pérdidas estd teminada por una carga de 100f2. Si la ROE de la linea es
1.5, determinar los dos posibles valores de la impedancia caracteristica de la linea.

Sol:

A.

Z,=66.70 6 Z, = 1500
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Una linea de transmisién de impedancia caracteristica Z. = 502 esta terminada en una carga de
impedancia Z; = 257Q. Calcular a qué distancias I; y I el coeficiente de reflexién vale:

A T() =1
B. I'(ly) = -1

Sol:

A. 13 =0.1251 +n3

B. I = 0.3751 + n3

Una impedancia de carga de valor Z; = 80 + 720 debe adaptarse a una linea con Z, = 1002 usando un
tramo de linea sin pérdidas de tamaifio [ e impedancia caracteristica Z;. Calcular Z; (real) y I.

Sol:

A. Z; = /60Q; | = arctany/60
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Radiacién Electromagnética

SECCION 4.1

Introduccion

El problema baésico consiste en determinar el campo electromagnético producido (radiado) por una estructura
(antena) en cualquier punto del espacio partiendo de los pardmetros geométricos de la antena y de las condiciones
radioeléctricas de emisién y recepcién (potencia y frecuencia).

Basicamente, se utilizan dos procedimientos:

- Se calculan los potenciales electrodinamicos a partir de la distribucién de corrientes en la antena emisora
(conocida o postulada).

- Se calcula el campo a partir de la distribucién de campo em conocida de antemano sobre una superficie
cerrada S que encierra en su interior a todo el sistema radiante (no lo consideramos en este curso).

SECCION 4.2

Campo radiado en funcién de las corrientes

Supongamos una distribucién conocida de cargas p y corrientes J en un volumen V' tal y como se indica en la

figura

z
\%A P
R=r-r’
dv'
- r
r
0

Figura 4.1: Distribucion de cargas y corrientes

Deseamos calcular los campos E = E(7) y H = H(7). Para ello es conveniente introducir unas funciones
vectoriales nuevas que nos serviran para simplificar estos célculos.

7
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De la misma forma que se hace en magnetostatica, dado que V - B=0 podemos introducir un nuevo vector A
conocido como potencial vector (potencial vector generalizado, potencial vector retardado o potencial de
Lorenz) de forma que se cumpla:
B=VxA

Dado que Ano queda determinado de forma tnica, poseemos un grado de libertad, de manera que el A’ definido
como:

A =A+Vy
también verificara la ecuacién. Este grado de libertad lo emplearemos cuando nos convenga.

Sustituyendo en la ecuacién del rotacional de E se obtiene:
VxE:—jwé:—jw(VxE)iVx (E_"-I-]wz‘_l’) =

Por lo tanto, podremos escribir:

— —

E+jwh=-V®

Al valor ® se le conoce como potencial electrodindmaico (o potenczal generalizado 6 retardado). Notar que
las cantidades A y ® son funciones del tiempo. Entonces, E y H pueden obtenerse facilmente mediante una
diferenciacién por lo que los campos buscados se calcularlan como:
—Vé — jwA

B =
B=VxA

(4.1)

El siguiente paso es relacionar los potenciales electrodinamicos con las fuentes de los campos p y J. Operando
sobre las ecuaciones de Maxwell, se llega a:

ALt wpek = —pi+v (,uejw<I> V. A’) (4.2)
A&+ V- jwk = —g (4.3)

ecuaciones diferenciales locales que relacionan los potenciales electrodindmicos con las fuentes de los campos,
pero son enormemente complicadas. Ademas, en ellas aparecen los dos potenciales entremezclados. Para simpli-
ficarlas, podemos imponer una condicién de separabilidad aprovechando que A no estd univocamente definido:

jw,u,e@ﬁ—V-fsz

Esta condicién se conoce como condicién de Lorentz. Aplicdndola se llega a:

=

AA+ wPped = —pJ (4.4)

A® + wiued = —S (4.5)

de manera que basta con solucionar la ecuacién correspondiente a A ya que se puede despejar ¢ de la condicién
de Lorentz, calculdndose entonces el campo eléctrico como:

E=—jwA— jm (4.6)
we

Por lo tanto, hemos llegado a un conjunto de ecuaciones que relacionan de forma implicita, Ay ® con J y p
(ecuaciones diferenciales). Buscamos ahora una relacién explicita entre estas cantidades, esto es, dos expresiones
que nos proporcionen A y @ en funcién de J y p (ecuaciones integrales).

La ecuacién vectorial || se puede resolver formando tres ecuaciones escalares. Para ello, descomponemos A
en componentes rectangulares:
ANA = NAZ+ NA G+ ANAZ (4.7)
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Por consiguiente, tendremos que resolver:

ANAy + k2 Ay = —pJ,
DAy + KAy = —pdy (4.8)
NA, +k2A, = —ud,

donde k = w./ue.

Las ecuaciones anteriores son idénticas en su forma. Si resolvemos una de ellas las otras se pueden resolver de
forma muy sencilla. En primer lugar buscamos la solucién correspondiente al impulso unidad para, posterior-
mente, buscar la solucién correspondiente a una fuente arbitraria formada por una coleccién de infinitas fuentes
puntuales.

La ecuacién diferencial para una fuente puntual se convierte en:
AV + k2T = —§(2)6(y)d(2) (4.9)

donde ¥ es la respuesta a una excitacién puntual en el origen de coordenadas. Notar que, a pesar de que la
corriente tiene un caracter puntual, tiene cardcter vectorial, por lo que lleva asociados una cierta direccién y
sentido. Si suponemos que la corriente esta dirigida segin el eje z, esto es:

v=A, (4.10)
para los puntos que no sean el origen de coordenadas, la ecuacién diferencial resultara:
AT + k2T =0 (4.11)

Esta ecuacién se conoce como Ecuacién Escalar Homogénea de Helmholtz y corresponde a la ecuacién escalar

de ondas. Dado que nos encontramos ante un problema de simetria esférica, ¥ tendra iinicamente dependencia
. . . Eikr . L. ., .
radial y las soluciones tendran la forma € . 51 nos quedamos Unicamente con la solucién que se aleja del

origen de coordenadas (la interpretacién en el dominio del tiempo se realizard mas adelante) sera:

efjkr
v=- (4.12)
wr

Si la fuente se encuentra localizada en otro punto distinto al origen de coordenadas, la ecuacién anterior se
transforma en: _
e—]kR
¥ = 4.13
4R ( )

siendo R = |7 —7'| la distancia entre el punto donde se localiza la fuente, 7', y el punto de observacién P, 7, tal
y como se muestra en la figura 4.1

Para una corriente arbitraria que tenga direccién segin z, el potencial vector estara también dirigido segin z.
Si consideramos que la fuente como una coleccién de fuentes puntuales en un volumen V' ponderadas por la
distribucién J,, la respuesta A, sera la suma de las respuestas puntuales dadas por (4.13):

e—JikR

M
Az = - Jz
47 v! R

dv’ (4.14)

que junto con las ecuaciones analogas asociadas a las coordenadas z € y, dan la solucién total:

- . —jkR
A=2 | jme
47 v

dv’ (4.15)

Resumiendo, para calcular los campos generados por una distribucién de corriente J se debe calcular A a partir
de (4.14) y posteriormente aplicar:

L1 .
H=-VxA (4.16)
w

y calcular E mediante 1) aunque suele ser mas simple emplear:

), 1 il ad
B (VxH-J) (4.17)
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en la region de las fuentes, y:
.1 .
E=—VxH (4.18)
Jwe

en cualquier otro punto.

Es habitual introducir un planteamiento paralelo utilizando corrientes magnéticas (sin existencia fisica) como
fuentes del campo radiado. Esto es asi ya que en algunas situaciones simplificadas pueden encontrarse corrientes
magnéticas ficticias que sirven para modelar un problema de una forma mas sencilla. En el anexo A se indica
el planteamiento completo del campo electromagnético radiado por una antena con corrientes eléctricas y
magnéticas.
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Campo radiado por un dipolo infinitesimal

Supongamos un dipolo infinitesimal de tamafio ! muy pequefio comparado con A recorrido por una corriente
I, (fasor) y de grosor despreciable (ver figura . En este caso no existen corrientes magnéticas por lo que el
problema se simplifica. Calculamos el campo em radiado segtn el procedimiento expuesto. En primer lugar el

P(1,6,0)

Figura 4.2: Dipolo infinitesimal

potencial vector vendra dado por:

N _e—JER _e—JkR I /2 I '
A= +F Jeidvl — ﬁ/ ]eidl' — 2;1 ° / dz' = 2'“706—J7W
ar [ R 4m |0 R anr J_i/0 4dmr

Ahora calculamos el campo em a partir de las férmulas vistas en el apartado anterior. Es conveniente realizar
previamente un cambio a coordenadas esféricas. Entonces:

I.1 —7kr
ArzAzcosez%cose
mr
L1 —jkr
Ay =—A,sinf = —% sin @
Ay =0

y observamos que no existe dependencia con ¢ por lo que también se verificard que 8/8¢ = 0 esto es, tendre-

mos simetria de revolucién con respecto a ®. Se dice entonces que el campo obtenido es omnidireccional u
omniacimutal. Entonces:

& ()l

H=0¢—

ur

o]
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de donde se sigue que:

H.=Hyg=0
kI,lsin@ 1 ,
Hy=7-—"2"" |1+ —|e 7%
¢ I gy { +jkr]e
y aplicando ahora (4.18)):
I,lcosf 1 ;
Br=n"—— |1+ ——|e ¥
Y { +]kr] ¢
kl,lsinf 1 1 .
By = jn—""" |14+ — _ —jkr
* I gy { Jkr (kr)z] ¢
Eg =0

Notar que en la solucién completa existen componentes longitudinales de E.

Estudiemos ahora dos casos particulares en funcién del valor del producto kr.

- 8i7 << A (campo cercano) despreciamos los términos en r/A:

B = I,lcos@e7kr

2mkrs
. Ile 7% sing
B, = —qp0° = 7
o 4mkrs
Es;=0
H, = Hy=0
Ile=7%" gin @
Hy=——
¢ 4gr2

Observamos que los campos no incluyen el factor de propagacién (la solucién del campo magnético coincide
con el creado por una corriente rectilinea)

- Sir >> X (campo lejano) predomina 1/r frente al resto:

E.=0
. kI,lsinfe7k"
By = jn—o"
4mr
Ey=0
H.=0
Hy =0
kI,lsin@e 7k
Hy=9—m——
$ =7 4mr

y vemos que:

A. El campo es transversal a la direccién de propagacién

B. E est4 en fase con H

C. Ees perpendicular a H

D. Localmente la onda esférica es asimilable a una onda plana. Ademas se verifica que:
7 X FE

U

H=
donde 7 es la impedancia intrinseca del medio.

Por dltimo, la densidad de potencia radiada se calculara a partir del vector de Poynting:

1 A7 ‘kl,,l % sin® @

W=

S 1
“Re(E x H*) =#—|E|? =
2 2n 2| 4w r2
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SECCION 4.3

Parametros caracteristicos de una antena

Introducimos una serie de pardmetros que se emplean para caracterizar las antenas como elementos radiantes.

43.1
Centro de fase

Es el centro de las superficies equifase (esferas) a que pueden ser asimiladas a gran distancia los frentes de ondas
de la radiacién emitida por la antena.

4.3.2
Intensidad de radiacién

Es la potencia radiada por una antena en una determinada direccién por unidad de dngulo sélido:
U= T‘QWTad

siendo:

Para campo lejano se cumple:

La potencia total radiada por la antena sera:

27 L
Prod = ?é UdQ :/ / U(6, ¢) sin0dode
Q o Jo
y para una fuente puntual isotrépica (que radia igual en todas direcciones):
Prad = ¢ Uodw = U047T
Q

de donde se sigue que:
_ Prad

°7 4g

2m T
P = 515 UdQ = / / U sin8d@d¢
Q 0 0

Se conoce como diagrama de radiacion (en potencia) a la versién normalizada de la intensidad de radiacién:

U
Uma:v

r(6,¢) =
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433
Directividad

Se define la funcion directividad como el cociente entre la intensidad de radiacién en una direccién con respecto
a la intensidad de radiacién de una antena de referencia:
U

Dg:?o

siendo U, la intensidad de radiacién de una antena de diferencia que suele ser una fuente isotrépica, si bien en

ocasiones es comun utilizar un dipolo 6 una antena tipo bocina. |'| Para una antena isotrépica resulta:

U
D, =4mr——
¢ -Prad

Al valor méaximo de esta funcién se le conoce como directividad:

Umaa: Umam
D= =4
Uo 4 Prad

Es frecuente expresar este valor como:
4m

D=
Q4

siendo:
2m T
Qp = / / r(0, ¢) sin dfd¢
o Jo
en funcién del diagrama de radiacién normalizado.
Cuando el haz es suficientemente estrecho, el dngulo sélido 24 se puede expresar de forma aproximada:

_4i~ 41 N 25000
T Qs 016 6:1(°)62(°)

donde 0, y 8, son angulos planos que corresponden a la anchura del haz principal a -3 dB.

Notar que:

- La directividad da informacién de cémo se distribuye la energia radiada por el espacio (en cada direccién)

- La directividad no aporta informacién sobre la potencia real que esta entrando a la antena

434

Ganancia

La directividad sélo tiene en cuenta la distribucién espacial de la energia radiada pero no aporta informacién
sobre la energia que entra en la antena. Definimos la funcién ganancia como:

U

G =4r—

Pin

siendo P;, la potencia en bornas de la antena (concepto circuital). Al valor maximo de esta funcién se le
denomina ganancia.

!Cuando la antena de referencia es isotropica, los decibelios empleados se denominan dB:
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Eficiencia de radiacion de una antena
Podemos relacionar P;, con P,,; mediante una eficiencia de radiacién de la antena:
Prad = etPin
Esta eficiencia debe incluir pérdidas éhmicas y desadaptaciones:
e: = eceqer = ecq(1— |T)°)
siendo:

- e.= pérdidas debidas a los conductores

eq= pérdidas debidas a los dieléctricos
- (1 —|T|*)= Pérdidas debidas a desadaptaciones

- e.g= pérdidas debidas a los dieléctricos y los conductores (globalmente)

donde I' es el coeficiente de reflexién que se calcula segun:

Zin_Zo
= —
Zin+Zo

siendo Z;, la impedancia equivalente a la antena (vista circuitalmente):
Zin = Ra+jXa

con
Rs=R.+Rg

suma de:

- R4: Resistencia de radiacion.

- Ry: Resitencia asociada a las pérdidas

La potencia que se disipa (de forma ficticia) en R4 es la potencia que se radia.

Si consideramos que la antena esta recorrida por una corriente I, tendremos:

P, =I’R,
P; =1I?Ry
por lo que:
P, R,
€cd = -
P.+P; Rp+R,
43.6

Polarizacién

Son aplicables directamente los conceptos vistos en ondas planas.
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Figura 4.3: Circuito equivalente a una antena

4.3.7
Teorema de reciprocidad

En lo visto anteriormente considerabamos la antena tnicamente como transmisor de energia. Sin embargo, la
antena también puede captar energia em. La relacién entre las propiedades de una antena receptora con las de
una emisora vienen dadas por el teorema de reciprocidad.

Supongamos una camara anecoica (sin eco) en la cual situamos dos antenas que pueden transmitir y recibir
y que operan a la misma frecuencia (ver figura |4.4). Suponemos también que cada uno de los sistemas esta
adpatado.

- - mm owm ow
--= -
- -

. . - ~ ~ .
4 ~
P -~
. A A .
I} ! ‘
1 i 1
A T I ]
. | | ’
L4
. . S Ss ’
~ .,
.. e’ Camara
-~ .
S~ .= anecoica

Figura 4.4: Teorema de reciprocidad

En estas condiciones:

- Si A emite Py, A’ recibe p;.

- Si A’ emite P, A’ recibe p,.

El sistema formado por ambos conjuntos equivale a un cuadripolo (determinado por los planos de referencia S
y S’). Como el cuadripolo es reciproco, el coeficiente de transmisién de A a A’ es el mismo que de A’ a A:

Bopp=2

2 =)

Entonces, si las antenas estan ligadas a sistemas respectivamente adaptados en los que no existe mas que un
tipo de ondas, la relacién entre la potencia recibida por el receptor y la emitida por el transmisor es constante
e independiente de cuél sea el sistema emisor o receptor.

Por tanto, se pueden intercambiar en todo momento los papeles de emisor y receptor manteniéndose sus ca-
racteristicas con independencia de la operacién que esté realizando. Asi, p. €j., los diagramas de radiacién en
transmisién y recepcién coinciden.
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43.8

Apertura efectiva (6 Area equivalente de absorcién)

Una antena se utiliza en recepcidén para capturar energia electromagnética de una onda.

Se puede definir una apertura equivalente a la antena independientemente de la forma de esta:

4 Potencia entregada a la carga Pr  |Ir|?Rp/2
ef = = o

~ Densidad de potencia incidente ~ W; wW;

La apertura efectiva no tiene por qué coincidir con la apertura (superficie) fisica.

Cuando la antena es plana, la relacién entre la apertura fisica (Af) y la apertura efectiva (A.s) se conoce como
eficiencia de apertura €,p, verificindose que:

Aey = €apAy

Se demuestra que:
0<ep<1

dependiendo €, de cémo sea la distribucién de campo (en amplitud y fase) en la apertura que define la antena.

439

Relacion entre directividad y apertura efectiva maxima

Supongamos una situacién como la de la figura |4.5

Tx Rx
=, A
At, Dt ¢ > Ar, Dr

Figura 4.5: Directividad y apertura efectiva maxima

Para la antena 1, a una distancia una distancia r tendriamos:

P, D,
Wy =W,Dy = P
La potencia entregada a la carga en el receptor sera:
P.D;A
P, = W,A, = titgr
4mr

entonces:

Pr
DA, = E(47rr2)

Si usamos 1 como transmisor y 2 como receptor y el medio es lineal, pasivo e isétropico:

P
D, A; = ?(471'7‘2)
t

de donde se sigue que:

Dy D,

A A,
y para los valores maximos sera:

-Dt Dr

Atm Arm
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y esto es valido para cualquier par de antenas que consideremos. Se demuestra que, para un dipolo infinitesimal
se verifica:

3\2
Aern =
8
de donde se sigue que:
}\2
Aem = —D
em 47]' o

ecuacién que liga los parametros D, (caracteristico de la transmisiéon) y Aen, (de la recepcién).

Si hay pérdidas asociadas a la antena, la apertura efectiva méaxima sera:

A2 A2 A2
Aem = 7Do =eq(1l — r 2 7Do = 7Ga
et47r eed T )47r 4
4.3.10

Ecuacién de Friis

Supongamos dos antenas separadas una distancia 7:

- Antena transmisora con potencia P y ganancia Gy

- Antena receptora con ganancia G;

A la distancia 7, la densidad de potencia sera:

_ BG;
T 4nr?

La potencia capturada por la antena receptora sera:

22 BG.G?
P.=WA, =W>@G, = BGiG A
4w (47mr)?

conocida como Férmula de Frus. Esta ecuacidén puede expresarse como:

Pe_ eossenn (1= D)L= 10P) () DuDijes - 2P
Pt — CcdtCedr t r ATR tL/r|Ct r
siendo:
PLF = |& - &|?

el conocido como factor de pérdidas de polarizacién que tiene en cuenta el desacoplo debido a la diferencia
de polarizaciones entre las antenas transmisora y receptora (se demuestra por reciprocidad) obtenida a partir
de los vectores de polarizacién de las antenas emisora y receptora.

En términos de ganancias, esta ecuacién se escribe:

PT A 2 =~ 2% |2
Ft = (47‘[‘_R> GtGT|et 'e,,,|
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SECCION 4.4

Principio de superposicion (arrays)

CALCULO DEL DIAGRAMA DE RADIACION DE UN ARRAY LINEAL DE ELEMENTOS ISOTROPICOS

Sea un radiador isotrépico centrado en el origen de coordenadas cuyo campo radiado es:

—7kr —7kr
E-BS" —cL°
T

donde C=cte., e I, es la corriente de excitacién del elemento (fasor complejo). Supongamos que desplazamos
el elemento a una nueva posicién 7;

Entonces tendriamos: _ _
e—]kR e—]kR
E=E, 7= CI, 7
Si trabajamos en condiciones de campo lejano, podemos aproximar el factor de la onda esférica de la siguiente

manera:

~ _ e €

R r r
Esto equivale decir que consideramos R = r para el término de amplitud (ya que 1/R 2 1/r) y R = r — 77;
para los de fase, ya que la diferencia de caminos (proyeccién en la direccién del punto P bajo estudio) puede
ser comparable a A:

e—JkR  o—jk(r—7%)

Como caso particular, si desplazamos el elemento radiante a la posicién z = d (a lo largo del eje z) tendriamos:

—jkR —jkr
€ ~ ejkd cosf | €
R r
Entonces para un array lineal de N elementos isotrépicos separados una distancia d a lo largo del eje z (super-

posicién):

N-—-1 N—1
0 0 -~ E= ZEn:C' Z[nejkndcosa‘
L L L L L, n=0 n=0

e*jk?"

r
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que corresponde a un diagrama de radiacién (sin normalizar):

r(9) =

N-1
I ejkndcose
§ n
n=0

expresién que, normalizada, debemos representar en funcién de 6

SECCION 4.5

Ejercicios

Calcular la directividad, la potencia radiada y la resistencia de radiacién de un dipolo infinitesimal
(I>>A)

Sol:
A. U= A,sin’6
B. P,oq = Ag87/3
C. R, = 80(nl/)\)?%;, D, = 3/2

Calcular la directividad de una antena cuya intensidad de radiacién viene dada por:

U=U,sinb

Sol: D=4/ =1.27

Encontrar la ganancia de una antena resonante cuya impedancia de entrada es 73Q2 cuando se alimenta
con una linea de transmisién de impedancia caracteristica 50 Q suponiendo que el diagrama de radiacién de la

antena es:
U(6,$) = B,sin® 6

Sol: G =2.14dB

Estimar la directividad de una antena cuyos anchos de banda a -3dB en dos planos perpendiculares son
61 = 15° y , = 20°. Calcular la eficiencia de apertura si la antena tiene un érea fisica de 0.1m? si f = 3GHz.

Sol: D ~ 19dB; €,p = 0.6

El campo eléctrico de una onda incidente viene dado por el fasor:
E; = iB,e™ 7%
y se recibe con una antena cuya polarizacion es lineal en esa direccién segun:

E,=(2+9)E(r,6,9)

Calcular las pérdidas por desacoplo de polarizacién (en unidades naturales y dB)
Sol:1=10.5 (L = 3dB)

Calcular la potencia recibida por un dipolo A/2 cuando se transmiten P=10 W a f=150 MHz con otro
dipolo A/2 si R= 1Km en los siguientes casos:
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A. Cuando ambos estan alineados
B. Cuando el dipolo receptor esta girado 45°

C. Cuando son perpendiculares

Sol:
A. P, =6.83-1077 W (-31.6 dBm)
B. P, =3.41-107" W (-34.6 dBm)
C.P=0W

Calcular el diagrama de radiacién correspondiente a los siguientes arrays:

A. Dos fuentes isotrépicas con amplitud idéntica y misma fase, separadas d = A\/2

B. Dos fuentes isotrépicas con amplitud idéntica y fase opuesta, separadas d = A/2
C. Dos fuentes isotrépicas con amplitud idéntica y desfase 90°, separadas d = A/4
D. Dos fuentes isotrépicas con amplitud idéntica y en fase separadas, d = A
Sol:
A.
T
f1(8) = cos (5 cos 9)
B.
LT
f2(6) = sin (5 cos 0)
C. r
f3(8) = cos [Z(cose - 1)]
D.

fa(8) = cos(m cos )
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