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Tema8 Int. Num. Int. Imp.

Integracion numérica: Regla del Punto Medio

b
Cilculo aproximado de / f(x)dx

[a, b] se divide en n subintervalos de longitud & = (b — a)/n,
[xi—1,x] (=1,...,n),conx; =a+ ih.
Denotamos por X; = %(x,-, 1 + x;), el punto medio del intervalo [x;—1, x;].

Regla del Punto Medio

My = hf (%)) + -+ + hf (%) = hZf(??i)-

Férmula del error: Suponiendo que |f” (x)| < K para x € [a, b]:

b
‘/a f(x)dx —M,| = Ey < %hz(b—a)
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Tema8 Int. Num. Int. Imp.

Integracion numérica: Regla del Trapecio

b
Cilculo aproximado de / f(x)dx

[a, b] se divide en n subintervalos de longitud & = (b — a)/n,
[)C,;],x,'] (l = 1, RN ,n), conx; = a -+ ih.

Regla del Trapecio

&

[
SRS
IR
+

| =
\

5 (F(0) +f)) + S(F0r) +£()) + -+ 4+ S(F (1) +£(xm))

n—1
h
T =5(fla) +f(b)) +h ;f(xi)
Férmula del error: Suponiendo que |f” (x)| < K para x € [a, b]:

|/f s~ T,| = Er < S (b~ a)
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Tema8 Int. Num. Int. Imp.

Integracion numérica: Regla de Simpson

b
Cilculo aproximado de [ f(x)dx

[a, b] se divide en n, ndmero par, subintervalos de longitud 4 = (b — a) /n,
[X,'_],x,'] (l = 1, NN ,}’l), conx; = a+ ih.

Regla de Simpson
Siendo i par se hace la siguiente aproximacién de la integral entre x; y xi42:
Xit2 h
f(x) dx ~ 5 (f (i) + 4f (xig1) + f(xi42))
que se basa en la interpolacion cuadrética. La férmula para el intervalo [a, b] es:
h
Su =3 (F(x) +4f () +2f (x2) + 4 () + -+ + 2f (n—2) + 4 (n—1) + £ (n))

Férmula del error: Suponiendo que [ (x)| < K para x € [a, b]:

180

|/bf<x>dx—sn\ —Es < S (b —a)
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Tema8 Int. Num. Int. Imp.

Integrales impropias: intervalos no acotados

Definicion

@ Sif es continua en [a, 00) entonces si el limite existe (niimero real):

| rwax= i [ o

© Sif es continua en (—oo, b] entonces si el limite existe (niimero real):

’ x)dx = lim ’ x) dx.
| s@ds= i [ s

Si existen los limites las integrales faoo f(x)dxe [ foof (x) dx se dicen convergentes y en
caso contrario divergentes.

© Si [ f(x)dxe [ f(x)dx son convergentes para algiin a € R se define:

/,o:of(x)dx:/joof(x)dx"'/aoof(x)dx.

Rafael Bravo de la Parra Cilculo I, Bloque ITT



Tema8 Int. Num. Int. Imp.

Integrales impropias: funciones no acotadas

icién (Integrales impropias: funciones no acotadas.)

@ Seaf continuaen[a,b)y lim |f(x)| = oco. Si existe el limite (niimero real) se define:
x—=b—

/a ) de = lim / ) .

t—b—

© Seaf continua en (a,b]y lim+ [f(x)| = oo. Si existe el limite (niimero real) se define:
X—ra

b b
/Hf(x)dx:tﬁlza/,f(x)dx.

Si existen los limites la integral se dice convergente y en caso contrario divergente.

© Seaftal que lim |f(x)| =000 lim |f(x)| = oo paraalgin c € (a,b), f es continua
x—ct x—>c

enfa,c)U(c,ble [ff(x)dxe fcb f(x) dx son ambas convergentes. Entonces se define:

/abf(x)dx: /acf(x)dx-l—/rbf(x)dx.

Rafael Bravo de la Parra Cilculo I, Bloque ITT




Tema8 Int. Num. Int. Imp.

Integrales impropias: Criterio de comparacién

Teorema

Sean f y g dos funciones continuas en |a, 00) tales que

0 < g(x) < f(x) para todo x € |a, o)

Se tiene entonces:

Q Si [ f(x)dx es convergente entonces [~ g(x) dx es
convergente.

Q Si [ g(x) dx es divergente entonces [ f(x) dx es divergente.

Teoremas andlogos se pueden enunciar para los demds tipos de
integrales impropias.
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Tema9 Sucesiones Se

Sucesiones

Definicion

Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los
enteros positivos.

Notacion: La sucesion de términos a1, a;, az, da,..., Qy,...

se denota {a,} o {a,};2 ;.

Definicién (Sucesioén convergente)

Se dice que una sucesion {a,} converge a un niimero real L si
podemos acercar tanto como queramos los términos a, a L sin mds
que coger n suficientemente grande. El niimero L se denomina limite
de la sucesion. Si la sucesion {a,} no es convergente se dice que es
divergente.
Notacion: lim a, = L.

n—0o0
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Tema9 Sucesiones Series

Limites de sucesiones y operaciones.

Teorema

Supongamos que existen los limites lim a, = Ly y llm b, = L,. Se tiene entonces
n— oo

@ [lim (an £ b,) =L £ L.

n— oo

@ lim (an-by) =L - Ly
n— oo

@ SiLl, #0, lim @—E.

n—oo Dy L2

Teorema

Sea {an} una sucesion y f una funcion tal que f (n) = a, para todon > 1. Si

lim f(x)=1L entonces lim a, = L.
x—+oo n——4oo

Teorema (Compresion.)

Sean {an}, {bn} y {ca} sucesiones tales que a, < ¢, < b, para todos los n mayores

que algin indice N. Si  lim a, = lim b, = L entonces lamblen llm c, = L.
xX—4o0 xX—4o0
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Tema9 Sucesiones Series

Limites de sucesiones

Definicion (Limites infinitos)
La sucesion {a,} diverge a co (—oo) si podemos hacer tan grandes (grandes
negativos) como queramos los términos a, sin mds que coger n suficientemente

grande.
Notacion: lim a, = co (—o0).
n— oo

Teorema

Sea {an} una sucesion y f una sucesion tal que f(n) = a, para todon > 1. Si

lim f(x) = oo (—o0) entonces lim a, = 00 (—00).
x— 400 n——4oo

Teorema

Sean {an} y {ba} dos sucesiones tales que a, < b, para todos los n mayores que
algiin indice N.

© Si lim a, = ‘oo entonces también lim b, = +oo.

x—+o0 X—+00
©Q Si lim b, = —oc entonces también lim a, = —o0.
x—+o0 Xx—+o00
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Tema9 Sucesiones Se

Sucesiones mondtonas.

Defin Sucesién mondétona)

Una sucesion {a, } se denomina

creciente sia, < a,y| para todon > 1.
decreciente sia, > ay4) para todon > 1.

Una sucesion se denomina monotona si es creciente o decreciente.

Definicién (Sucesion acotada)

Una sucesion {a, } se denomina acotada superiormente, acotada
inferiormente y acotada si lo es, respectivamente, el conjunto
formado por todos sus términos, S = {ay,az, ..., ay, ...}

Toda sucesion monotona y acotada es convergente.
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Tema9 Sucesiones Series

Series numéricas.

q
Dada una sucesién {a, },,=; utilizamos la notacién E n=ap +apy1+ -+ +aq
n=p
conp < g.

n
A {a,} le asociamos la sucesion {s, } donde s, = E ar=a,+a+ -+ ap.
k=1

Definicion (Serie)

@ Para la sucesion {s,} se utiliza también la expresion simbolica
a + ar + as + - - - o abreviadamente

(o)
> an oY an

n=1

que se denomina serie infinita o simplemente serie.

@ A los niimeros a\,az,as,... se les denomina términos de la serie y a a, término
general.

@ Al niimero s, se le denomina suma parcial n-ésima de la serie.
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Tema9 Sucesiones Series

Series numéricas: convergencia.

Definicién (Convergencia de una serie)
oo
Se dice que la serie Z a, converge si existe el limite de la sucesion de sus sumas
n=1
parciales, s, = a1 + ax + - - - + an, lim s, = sy, en este caso, a s se le denomina
o n— oo
suma de la serie y se escribe Z ap = s.

n=1
Si {su} no tiene un limite finito se dice que la serie diverge.

Series geométricas

Una serie geométrica de razon r y primer elemento a # 0 es de la forma:

Zar":a—i—ar—&—arz—&—---—i—ar"—i—-u

n=0
Teorema (Convergencia de las series geométricas)
oo

Si |r| > 1 entonces la serie geométrica E ar" diverge.

n=0
o0
Si |r| < 1 entonces la serie geométrica converge siendo su suma E ar' = ] .
—r
n=0

V.
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Tema9 Sucesiones Series

Series numéricas: convergencia.

Si la serie Z an es covergente entonces lim a, = 0.
n— oo

Si lim ay, no existe o es # 0 entonces la serie Y ay es divergente.
n— oo

lim a, = 0 no implica la convergencia de la serie

n— o

o0
] P 1 .
La serie armonica E — diverge.
n

n=1

Teorema

Si las series Y, an y > by son convergentes, con y > ayn =Ayy > by, =B, yces
un niimero se tiene que:

Q > can=cA
Q > (an+b,) =A+B.
Q> (an—b))=A-B
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Tema9 Sucesiones Series

Series de términos positivos.

oo
La serie Z a, se dice de términos positivos si a, > 0 paratodon = 1,2, .. ..

n=1

Teorema (C de la integral)

Sea f(x) una funcién continua, positiva y decreciente en el intervalo [1, 00) tal que
an = f(n) paratodon > 1.

oo oo
@ Si / f(x)dx es convergente entonces E a, es convergente.
1

n=1

o%e) oo
o Si / f(x)dx es divergente entonces Z ay es divergente.
1 n=1
El teorema sigue siendo vdlido si se cumplen las hipdtesis en un intervalo [cv, 00)
para algiin o > 1.

Teorema (Convergencia de la serie p)
oo
. 1 . . .
La serie p, E — es convergente si p > 1 y divergente sip < 1.
n

n=1
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Tema9

Series de términos positivos.
Criterio de comparacién directa.

oo oo
Sean Z any Z b, dos series de términos positivos tales que a, < b, para todo
n=1 n=1
n>np €N.
o0 o0
Q Si Z b, es convergente entonces Z a, es convergente.

n=1 n=1

o0 oo
Q Si Z a, es divergente entonces Z b, es divergente.

n=1 n=1

Criterio de comparacién en el limite.

oo o0
Sean Z apy Z b, dos series de términos positivos. Si

n=1 n=1
lim & =ce (0, 0)

n—o00 Dy

entonces o ambas series convergen o ambas series divergen.

La comparacion se establece con las series p o con las series geométricas.
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Tema9 S s Series

Series de términos positivos.

Teorema (Criterio del cociente)

[ee]

Sea g an una serie de términos positivos tal que

n=1

9 Ap+1

lim —— =
n—oo  dp

@ Sic < 1 entonces la serie converge.

@ Sic > 1, osic = o0, entonces la serie diverge.

@ Sic = 1 el criterio no decide.

R R RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
orema (Criterio de la raiz)

[ee]

Sea g an una serie de términos positivos tal que

n=1
lim /a, = c.

n— oo

@ Sic < 1 entonces la serie converge.
@ Sic > 1, 0 sic = o0, entonces la serie diverge.

@ Sic = 1 el criterio no decide.
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Tema9 Sucesiones Series

Series alternadas.

Una serie alternada es aquella cuyos términos son positivos y negativos
alternativamente.

Sea la serie alternada Z(—l)"a,, 0 Z(—l)"“a,,, con a, > 0, que verifica:
=il

n=1

© a1 < a, paratodo n (la sucesion {a,} es decreciente).
© lim a, = 0 (condicién necesaria de convergencia).
n—»o0o
entonces la serie converge.

Ademds si s es la suma de la serie se tiene que el residuo R, al estimarla a través de
s, verifica que

|Rn| = |S _sn| S Aan+1-

Para que se cumpla el criterio basta que {a, } sea decreciente de un cierto no en
adelante.

Rafael Bravo de la Parra Cilculo I, Bloque IIT



Tema9 Sucesiones Series

Convergencia absoluta.

Definicion (Convergencia absoluta)
oo

La serie E an se dice que es absolutamente convergente si la serie de valores

n=1
oo

absolutos E |an| es convergente.

n=1

Definicién (Convergencia condicionada)

o0 (oo}

La serie E an se dice que es condicionalmente convergente si la serie E a es

n=1 n=1
oo

convergente pero la serie de valores absolutos E |an| es divergente.

n=1

Si una serie es absolutamente convergente entonces es convergente.
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Tema9

Convergencia absoluta.

Teorema (Criterio del cociente)

(e o)
Sea E a, una serie de términos no nulos tal que
n=1
g Ap+1
lim |—— @
n— 0o an

@ Sic < 1 entonces la serie es absolutamente convergente.
@ Sic > 1, osic = oo, entonces la serie es divergente.

@ Sic = 1 el criterio no decide.

R
Teorema (Criterio de la raiz)

oo
Sea E an una serie de términos no nulos tal que

n=1

lim +/|an| = c.
n— o0

@ Sic < 1 entonces la serie es absolutamente convergente.

@ Sic > 1, 0sic= oo, entonces la serie es divergente.

@ Sic = 1 el criterio no decide.
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Tema9 S es Series

Convergencia y divergencia de series.

trategia para analizar la convergencia/divergencia de la serie

(1) ‘0 lim an = 07 Si no es asi, la serie es divergente.

Q ()Es una serie de términos positivos (o negativos)? Si lo es:

i. ¢Es una serie geométrica o una serie p? Si lo es, se aplica el resultado de
convergencia/divergencia correspondiente.
ii. ¢Es una serie comparable directamente o en el limite con una geométrica o una
serie p? Si lo es, se aplica el criterio correspondiente.
iii. ;Se le puede aplicar el criterio del cociente, de la raiz o de la integral? Si alguno
es concluyente se aplica.

© (Es una serie alternada? Si lo es y ya se ha comprobado que lim @, = 0 falta asegurarse
n—oo
que {|an|} es decreciente a partir de un cierto ng para asegurar la convergencia.

@ Si la serie no se puede considerar de términos positivos o negativos, es decir, tiene
infinitos términos positivos e infinitos negativos, no necesariamente alternados, podemos
estudiar su convergencia absoluta a través de los criterios de series de términos positivos
(incluidos los criterios del cociente y la raiz para este tipo de convergencia). Si la serie

converge absolutamente entonces sabemos que converge, si no converge absolutamente
no sabemos nada sobre la convergencia.

© En dltimo extremo podemos recurrir a la definicién de convergencia de una serie.
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Temal0 Series de potencias Series de Taylor

Series de potencias.

Series de potencias.

Una serie de potencias tiene la forma:

o
E X" =co+ x4+ e e + - -
n=0

donde x es una variable y las constantes ¢, se denominan coeficientes

de la serie.
o0

De forma mds general a la serie E cn(x — a)" se denomina serie de

n=0
potencias en x — a o serie de potencias con centro en a.

o0
La funcién f(x) = Z cn(x — a)" estd definida para todos los valores

n=0
x para los que la serie de potencias converge.
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Temal0 Series de potencias Series de Taylor

Series de potencias.

Convergencia de las series de potencias.

Teorer onvergencia de una serie de potencias)

[e’s}

En una serie de potencias, E cnl(x — a)", se da una de las siguientes alternativas de
n=0

convergencia:
@ La serie sélo converge cuando x = a.
©Q La serie converge absolutamente para todo x € R.
© Existe un R > 0 tal que la serie

o Converge absolutamente si |x — a| < R, x € (a — R,a + R).
o Diverge si|x —a| > R x € (—oco,a — R) U (a + R, ).

Al niimero R se le denomina radio de convergencia de la serie de potencias y puede
ser: .R=0,2.R=0003.R € (0,0).

Al intervalo en el que converge la serie de potencias se le denomina intervalo de
convergencia.
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Series de potencias: Diferenciacién e Integracion.

(Diferenciacion e integracion tér:

oo
Sea la serie de potencias Z cn(x — a)" con radio de convergencia R.
n=0
oo
La funcion f (x) = Z cn(x — a)" es diferenciable y, por tanto, continua e integrable en el
n=0

intervalo (a — R, a + R). Ademds:
o0
Q F(¥)=c+20(x—a)+3cz(x—a)?+--- = chn(x —arL
n=1

—a)? x —a)?
(2] /f(x)dx:CJrco(xfa)Jrc] (x > ) +Cz( 3 ) +...:C+§cn(nT

siendo los radios de convergencia de ambas series iguales a R.

Corolario
La funcion f (x) tiene derivada de orden n para todo n € N en el intervalo (a — R,a + R),

siendo
O =nlea+((n+Dn--- 2 rpi(x—a) +(r+2)(r + 1) ---3) cppa(x—a)? +--- =

=D (k(k—=1)---(k—n+1)) cx(x — )"

k=n
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Polinomios y Series de Taylor

Definicién (Polinomio de Taylor)

Sea f una funcion derivable n veces en el punto a. Se define su
polinomio de Taylor de grado n con centro en a como

f"(a)
2!

f"(a)

n!

(x—a)’+--+

pu(x) = fla) + =~ (x —a) + (x—a)"

En el caso de a = 0 se denominan polinomios de Maclaurin.

Definicién (Serie de Taylor)

Sea f una funcion que posee derivada de orden n para todo n € N en
el punto a. Se define su serie de Taylor con centro en a como

> £(n)(q "(a "(a
> Doy =)+ T2 - )+ T (e
n=0

En el caso de a = 0 se denomina serie de Maclaurin.
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Férmula de Taylor con resto

Definicion

Sea pu(x) el polinomio de Taylor de grado n con centro en a de la funcion f. Se
denomina resto n-ésimo de Taylor con centro en a de la funcion f a:

Ry(x) = f(x) = pa(x)-

|

Teorema (Teorema de Taylor)

Sea f una funcion n + 1 veces derivable en un intervalo abierto I que contiene al

punto a.
Entonces para cada x € I existe un punto c, que depende de x 'y de n, situado entre a
y x tal que:
f(n+1) (c) (nt1)
Ru(x) = —pu(x) = .
() =) = o) =5 =)
o también
_ f'(a) 1"(a) w o, FU0(0) (n+1)
f) =fla) + = x—a)+-+ py (x—a) +m(x—a) :
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Aproximacién de funciones

Teorema

1 oo
= L R T N B
—x r;)x X+ x°+x
>, X X 2
Y= —_ = — — —
e*ZOn!’1+1!+2!+3!+
=
= x2ntl x X ¥ X
_ 1\ r X & »
sonx = _( (2n+) “noatsoa T
nO
P L
R RIREES o
>© 3 4
X" X X
(42 = Y-S —x- T4 L
n=1
y2n+1 X3 0 7
atanx = A
T Z( 2n+1 3+5 7Jr

(_11 1)

(—OO, OO)

(_007 OO)

(7007 OO)

(7171]

[7171]
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TemalO Series de potencias Series de Taylor

Series de Taylor de funciones definidas mediante series de potencias

Teorema

Sea f una funcion que admite un desarrollo en serie de potencias en a,

o0

chxfa para |x —a| <R
n=0

entonces los coeficientes verifican

" (a)

Cyp — |
n:

En su intervalo de convergencia una serie de potencias es la serie
de Taylor de la funcion que define (su suma).
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