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Capfitulo 1

Calculo diferencial en varias variables.

Como ya vimos en el caso de una variable, el calculo diferencial es una potente herramienta que permite abordar
diversos problemas. En el presente capitul o introduciremos conceptos y resultados para el caso de varias variables.
Comenzaremos con la definicioén de derivada de una funcién en un punto. Es bien conocido que en el caso de fun-
ciones reales de una variable real se tiene que si una funcién es diferenciable en un punto, entonces es continua en
dicho punto. En el caso de varias variables presentaremos un resultado analogo que requerira introducir distintos
conceptos que no implican la continuidad, hasta llegar al resultado deseado. Definiremos el vector gradiente de una
funcién escalar en un punto y la matriz de Jacobi de una funcién vectorial en un punto, que permitiran enunciar de
un modo simple la regla de la cadena para funciones de varias variables reales. Finalmente, estudiaremos el cilculo
de extremos de campos escalares, con y sin restricciones.

De manera analoga a lo hecho en el estudio de la continuidad, enunciaremos los resultados para funciones
escalares definidas en R? resultando simple la generalizacion para funciones escalares definidas en R” o en deter-
minados casos para campos vectoriales, que se estudiardn componente a componente.

1. Derivadas direccionales. Derivadas parciales.

En el caso de funciones reales de variable real es bien conocido que si una funcién f es derivable en un punto
X, entonces f también es continua en x,. Un primer intento (fallido) para obtener una extension de este resultado
al caso de varias variables viene dado por la nocién de derivada direccional.

1.1. Derivadas direccionales.

Definicion 1.1. Derivada direccional. Sea f : A C R" — R una funcién escalar definida en la bola abierta
A = B(xy,r)yseana € Ay v € R" un vector tal que ||v|| = 1. Llamaremos derivada direccional de f en el punto

a segiin el vector v, que denotaremos por D, f(a) = %, al siguiente limite cuando exista:
a+tv)— f(a
1) D, f(a) = 111%M.
11—

Ejemplo 1.1. Sea f : R> — R la funcién definida mediante las siguientes expresiones:

x2 sen(y) + y2 sen(x)
9 b 07 0 9
@ Foey) = e (07 0.0

0 (x,¥) =(0,0).

La derivada direccional de f en el punto (0,0) con respecto al vector u = (a, b) es:

fO+1ta,0+1tb)— £(0,0) . a*sen(th) + b*sen(ta)

Duf0:0= }E% ! }I_E% t(a* + b%) L’H%ital
3) ’
lim a’b cos(th) + b%a cos(ta) _ a*b + b*a
=0 a% + b2 a’ + b?
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Observacion 1.1. La derivada direccional de una funcion escalar f : A C R" — R en un punto a segiin
la direccion v indica la razén de cambio de f en el punto segiin la direccion de v. Por ejemplo, en el caso de una
funcién escalar definida en R*:

Observacion 1.2. Una funcion f puede tener derivadas direccionales en un punto a para cualquier direccion
y, sin embargo, no ser continua. Por ejemplo, la funcion:
2
xy
BCEVE (x’y) # (0’0)’
“) [ ER > fy) =1 x2+y
0, si(x, y) = (0,0),

no es continua en el (0,0) (visto anteriormente) y, sin embargo, existen las derivadas direccionales en (0,0) para
cualquier vector v no nulo de R2:

3 2
f(0+tUl,0+tU2)—f(0,0) — Iim f(tUl,tl)z) - lim t U1U2 _
t =0 t t—0 141)3 + IZU%

5) Dy f(0,0) = lim

Observamos entonces que, la existencia e igualdad de las derivadas direccionales en un punto, no implica la
continuidad de la aplicacion en dicho punto.

1.2. Derivadas parciales. Una clase particular de derivadas direccionales son las llamadas derivadas par-
ciales, las cuales se obtienen al calcular las derivadas de una funcién segin los vectores de la base canénica.

Definicion 1.2. Derivadas parciales. Sea f : A C R" — R una aplicacién definida en la bola abierta
A = B(x,r) y sea a un punto de A. Diremos que f es derivable parcialmente con respecto a la variable k-ésima
en el punto a si existe el siguiente limite:

©) lm f(a+tek)_f(a)’
t—0 t

donde e, € R" es el k-ésimo vector de la base candnica. En el caso de que exista el limite anterior, lo denotaremos
por:

df(a)
axk

@) =0, f(@ =D.f(a).

6
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Observacion 1.3. En el caso particular en el que n = 2, se tiene que:

1. f es derivable parcialmente con respecto a la variable x en un punto (ay, a,) si existe el limite:

@) }ina fla; +1, azz - f(al,az).

2. f es derivable parcialmente con respecto a la variable y en el punto (ay, a,) si existe el limite:

©) lim flay,ay+1)— f(ag,a)
t—=0 t '

Ejemplo 1.2. Calculemos las derivadas parciales en el (0,0) de la aplicacion:

(10) [y ER — fxy) =x.
1. La derivada parcial con respecto a x en (0,0):
fO+1,00- £0,0) 1

(11) lim =lim— =0.
=0 t -0 t

2. La derivada parcial con respecto a 'y en (0, 0):

(12) }i“(]) f(0,0+tz—f(0,0) _

0.

Observacion 1.4. Para obtener la derivada parcial (respecto a la i-ésima variable x;, cualquiera) son apli-
cables las reglas de la derivacion de funciones de una variable; el procedimiento operativo para el cdlculo de
derivadas parciales es el mismo que el que se sigue para hallar las derivadas en el caso de una variable. Si ob-
servamos la definicion de derivada parcial, al derivar con respecto a x; todas las demds variables x; con j # i
permanecen fijas en este proceso, son pardmetros. De este modo, para calcular las derivadas parciales de la fun-

cion:
(13) fGy) = x>+ % +2xy,

derivamos la expresion con respecto a x suponiendo que la y es un pardmetro:
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(14) Q(x, y)=2x+2y
ox

y para calcular la segunda derivada parcial, derivamos la expresion con respecto a y, suponiendo que la x es un
pardmetro:

(15) %(x,y) =2y + 2x.
ay

Ejemplo 1.3. Calculemos las derivadas parciales de la funcion:

7%;,mw¢@m

(16) [y eR?— f(x,y) =
0, (x,y) = (0,0),

en todo punto (a,,a,) € R2. Por un lado, para cualquier punto (x,y) # (0,0), la funcion viene definida por la
.. X . . . L. . .

expresion ——=——, por lo tanto, para calcular las derivadas parciales, seguimos la técnica que hemos introducido

x“+y

en la observacion anterior y derivamos utilizando las reglas habituales de derivacion:

of Yo% +y%) - 2x%y

a(x’ y) = 2+ 27
an

ﬂ(x )= x(x* + %) — 2xy?

oy’ (x? + y»)?

Para el punto (0, 0) tenemos que emplear la definicion:

(18) 9 0.0y = lim LO+ L0 - OO _ 0 _
ox -0 t =0 t

(19) 9 0,0y = 1im LLOFD=TO0 15, 0
0x t—0 t t—=0t

Observacion 1.5. Pueden existir las derivadas parciales en un punto y, sin embargo, la funcioén no ser continua
en dicho punto.

Observacion 1.6. Una funcion escalar con dominio contenido en R" tiene, como mucho, n derivadas parciales.

2. Vector gradiente y matriz de Jacobi.

Cuando una funcién escalar o vectorial posee todas sus derivadas parciales en un punto, es posible almacenar
toda esa informacién en una matriz, llamada vector gradiente en el caso de funciones escalares o matriz de Jacobi
en el caso de funciones vectoriales.

8
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2.1. Vector gradiente.

Definicion 1.3. Vector gradiente. Sea [ : A C R" — R una funcion definida en la bola abierta A = B(xg, r)
y sea a € A. Si existen todas las derivadas parciales de f en a, llamaremos gradiente de f en a, y lo denotaremos
por V f(a), al siguiente vector:

df(a) df(a df(a
. Vf(a)=< g( ) 9f@) 9 )).
xl axz dx,,
Ejemplo 1.4. Dada la funcién escalar f : (x,y,z) € R® — f(x,y, z) = cos(xy + z), tenemos que:
D ey + 2),
X
2. YD eney)+ 2,
dy
3. 9D nixy o),
0z

Por lo tanto:

21D V£ilx,y,z)=(—ysen(xy+ z), —x sen(xy) + z, — sen(xy + z))

Observacion 1.7. Dado un campo escalar f para el cual podamos calcular su vector gradiente en un punto
a € R? y dado un vector v € R", se tiene que que:

(22) D,f(a)=Vf(@)-v.

Ejemplo 1.5. Dada la funcion del ejemplo anterior y el vector v = (1,1, 1), podemos calcular la derivada
direccional

23) D,f(x,y,2) =V f(x,y,2) - v=—ysen(xy + z) — xsen(xy) + z — sen(xy + z).

Observacion 1.8. Dado un campo escalar f para el cual podamos calcular su vector gradiente en un punto
aecR?de forma que V f(a) # 0, se tiene que V f(a) apunta en la direccion en la cual f crece mds rdpidamente.

Ejemplo 1.6. Dado el campo escalar f(x,y) = x* — y%, la direccién en la cual crece mds rdpidamente desde
el punto (1,1) es Vf(1,1):

(24) Vix,y)=02x,-2y)=> Vf(1,1)=(2,-2).
2.2. Matriz de Jacobi.

Definicion 1.4. Matriz de Jacobi. Seaf : A C R" — R™ una funcién vectorial definida en la bola abierta
A = B(xq,r) y sea a € A. Si existen todas las derivadas parciales de las componentes de f en a, definidmos la
matriz de Jacobi de f en a de la siguiente forma:

afl(a) afl(a) afl(a)
0x, ox,  ox,

df>(a)  df(a) d/f>(a)
0x, ox,  ox,

(25)  Jf(a) = ( Dif(a) | Dof(a) | ... | D,f(a) ) = € M,y

0fn@  df,(a) 0fm(a)

0x, ox,  ox,
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Donde D\ f(a) € R™, k =1, ..., n, es el siguiente vector columna:
of(a)

()xk
df»(a)
26) Dfa)=| ox,

3 f (@)

axk

Observacion 1.9. Puesto que la matriz de Jacobi estd compuesta por las derivadas parciales de cada una
de las componentes de £, el cdlculo de las entradas de dicha matriz se realiza empleando las reglas comunes de
derivacion (ver el siguiente ejercicio).

Ejemplo 1.7. Calculemos la matriz de Jacobi en un punto (x, y) de la siguiente funcion vectorial:
@7) f:(ny) € R — £(x,9) = (log(1 + x> + ), tan(xy?)

Se tiene que:

dofi(@) dfi(a)

a d 2 =
x y X242 +1 X2+ y2+1
ofy(a) df,(a)
(28) Jf(a) = T 0—y = ey2+x 2yey2+x
of;(@) 0df3(a) y? (tan(xy2)2+ 1> 2xy (tan(xy2)2+ 1)
ax dy

3. Diferenciabilidad de una funcion de varias variables reales.

Una condicién mas fuerte que la derivada direccional es la nocién de diferenciabilidad. Con este concepto si
que podemos extender el resultado ya mencionado de que toda funcién real de una variable real derivable en un
punto también es continua en el punto. En el resto del tema denotaremos por h € R” un vector columna y por h’
un vector fila:

hl
(29) n=| " |,
hn
(30) ht = (hl’ hz, ceny hl’l)

3.1. Diferenciabilidad de una funcion escalar en un punto.

Definicion 1.5. Diferenciabilidad de una funcion escalar en un punto. Sea f : A C R" — R una funcion
escalar definida en la bola abierta A = B(Xy,r)y sea a € A. Diremos que [ es diferenciable en a si existen todas
las derivadas parciales de f en a'y ademds:

h—0 [l
heR"

0.

10
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Ejemplo 1.8. Estudiemos la diferenciabilidad de la siguiente funcioén escalar en el punto (0, 0):

2.2

X
=2 ) #0,0),
x“+y

(32) fixyeR — f(x,y)=
0, (x,) = (0,0).

Para estudiar la diferenciabilidad de la funcién anterior empleando la definicion, debemos comprobar:

1. Que existen las derivadas parciales en el punto (0, 0):
= Comprobemos si existe la derivada parcial con respecto a la variable x en el punto (0,0):

. f(0+1,0)—f(0,0) _
(33) lim 7 =

Por lo tanto, existe la primera derivada parcial.
= Comprobemos si existe la derivada parcial con respecto a la variable y en el punto (0, 0):

(34) }ir%f(0,0+tZ—f(0,0)=

0.

0.

Por lo tanto, existe la segunda derivada parcial.
2. Que se cumple (31):

f(hy hy) = £(0,0) = V(0,0 _ 0

(35) lim
h-0 (]l
h € R?
Ahora bien:
(36) Sf(hy, hy) = £(0,0) = V£(0,0)h _ hih;
([l 1L/ ) [E

grdficamente la funcion escalar asociada al cociente anterior se comporta de la siguiente forma:

2

Veamos que, efectivamente, el limite cuando h tiende a (0,0) de la funcién escalar asociada al cociente
(36) es cero. Por un lado:

hihy (R} + h)(RT + h) 4
37) L2 (hy + ho)( i D _ ||h||3 — [l
I [ Il

11
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por lo tanto, dado un € > 0 arbitrario, si tomamos 6 = ¢, se tiene que si ||h — (0,0)|| = ||h]| < 6 = ¢,
entonces:
2,2
(38) —2_0|<|h|<s=e

[Ih[|?

De donde se deduce que la condicion (31) es cierta.

Ejemplo 1.9. Veamos a continuacion un ejemplo de funcion escalar para la cual existen las derivadas par-
ciales en el (0,0) y, sin embargo, no es diferenciable en el (0, 0):

xy*

(39 [ ER — f(x.y)=3 24,2 (x,¥) # (0,0),
0, (x,¥) =(0,0).

Veamos la existencia de las derivadas parciales:

= Primera parcial:

limf(0+t,0)—f(0,0) _

(40) t—0 t 0
Se tiene entonces que existe la primera derivada parcial.
» Segunda parcial:
“n i £Q04D - FO.0) _ o

t—0 t

Se tiene entonces que existe la segunda derivada parcial.

Veamos que la aplicacion no es diferenciable:

f(hy, hy) = £(0,0) = V£(0,0)h ik
= lim

(42) lim = —=
h—o0 [Ih| h—o0 I}
h € R? h € R?
hyh3

Grdficamente, la aplicacion

se comporta de la siguiente manera:

|[h}®

12
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Observamos que, al acercarnos al (0,0) por el conjunto S = {(x,y) € R*> : x = y}, no existe el limite. En efecto:

hyh2 3
(43) lim ! 2 = lim ——,
h—-0 I x=0 (2 x2)§
he{(x,y)elR2 D x=y}
pero:
3 2
(44) lim —*— = %
x—=0 (2x2)5
3 2
45) P S _%.

=07 (2 x2) 3

Por lo tanto, al no existir el limite cuando nos acercamos al (0, 0) por el conjunto S, se tiene que no existe el limite
y, entonces, la aplicacion no es diferenciable.

Observacion 1.10. A la vista del ejemplo anterior, recalcamos que la existencia de las derivadas parciales,
no es una condicion suficiente para que una funcion sea diferenciable.

3.2. Diferenciabilidad de una funcion vectorial en un punto. Veamos a continuacién la definicién de que
una funcién vectorial sea diferenciable en un punto.

Definicién 1.6. Diferenciabilidad de una funcién vectorial en un punto. Seanf : A C R" — R"™ una
funcién vectorial definida en la bola abierta A = B(X,r) y sea a un punto de A. Diremos que f es diferenciable
en a si existen todas las derivadas parciales de las componentes de f en a'y ademds se cumple que:

46) lim lf(a+h) —f(a) — Jf@h] _
h—0 [[h|
h e R”

0.

El siguiente resultado relaciona la diferenciabilidad de un campo vectorial con la diferenciabilidad de sus
componentes.

Teorema 1.1. (Diferenciabilidad de un campo vectorial en funcion de la diferenciabilidad de sus componen-
tes.) Seaf : A C R" — R™ un campo vectorial definido en la bola abierta A = B(X,,r) y sea a € A. Entonces,
f es diferenciable en a si y solamente si todas sus componentes son diferenciables en a.

4. Condiciones para la diferenciabilidad.

En la siguiente seccién enunciaremos dos condiciones para que una funcidn sea diferenciable en un punto. La
primeda de ellas es una condicidn necesaria y relaciona los conceptos de diferenciabilidad y continuidad, andlogo
al que aparece en las funciones reales de una variable real. La segunda condicién es una condicién suficiente y
permitira decidir la diferenciabilidad sin tener que trabajar punto a punto.

Proposicion 1.1. (Condicién necesaria de diferenciabilidad.) Seaf : A C R" — R™ una aplicacién definida
en la bola abierta B(Xy,r) y sea a € A. Sif es diferenciable en a, entonces f es continua en a.

Corolario 1.1. (Criterio negativo de diferenciabilidad.) Sea f : A C R" — R™ una aplicacioén definida en
la bola abierta B(Xy,r)y sea a € A. Si f no es continua en a, entonces f no es diferenciable en a.

Teorema 1.2. (Condicion suficiente de diferenciabilidad.) Seaf : A C R" — R™ una aplicacion definida
en la bola abierta B(X(,r) y sea a € A. Si existen las derivadas parciales %, Vi=1,....mVj=1,...,n enun
J

entorno de a 'y son continuas, entonces f es diferenciable en a.

13
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Observacion 1.11. El reciproco no es cierto en general, ya que, por ejemplo, la siguiente aplicacion es dife-

renciable (derivable) en el 0y, sin embargo, su derivada no es continua en el 0:

s 1
(47) f:xeR—>f(x)={gsen<§>’ x#0,

Observacion 1.12. Resumiendo:

Derivadas parciales continuas < Diferenciabilidad o Existencia de derivadas parciales.

5. Operaciones con funciones diferenciables.

Proposicion 1.2. Seanf,g : R" — R" dos funciones vectoriales definidas en la bola abierta A
Si £ y g son diferenciables ena € Ay A € R, entonces:

1. f + g es diferenciable en a 'y ademds

(48) J(E + g)(a) = Jf(a) + Jg(a).

2. Af es diferenciable en a y ademds

(49) J(Af)(a) = AJf(a).

3. El producto escalar < £,g > es diferenciable en a'y ademds

(50) J <f,g> (a)h =< Jf(a)h,g(a) > + < f(a), Jg(a)h > .

= B(xg, 7).

Ejemplo 1.10. Comprobemos que se cumple la tercera de las propiedades anteriores considerando las si-

guientes funciones vectoriales:

(51) f(x,y,2) = (x%,)%,2%),

s

(52) gx,y,2) = <

= I<

<IN
N =
~

y el vectorh = (1,1, 1)". Por un lado,

(53) <f,g>=yx+zy+xz,

por lo tanto

1
() J<fg>xy,2h = (+z,z+x,x+y)| 1 |=2x+2y+2z.
1
Por otro lado,
2x 0 O 2x
(55) Jf(x,y,z)= 0 2y 0 |=>Jf(x,y,z2h=]| 2y |,
0 0 2z 2z

14
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B 1_y

¥oox y ¥

(56) Jgxp=| 0 -3 S |= I aeran=| 2=
y _x 1_x

Z zz z 22

Por lo tanto:

&) < Jf(a)h,g(a) > + <f(a),Jgl@h >=2y+2z+2x+x—-y+y—z+z—x=2x+2y+2z.

Proposicion 1.3. Seanf : R" — R" y g : R" — R dos aplicaciones definidas en la bola abierta B(x, r).
Si f y g son diferenciables en a'y g(a) # 0, entonces § es diferenciable en a'y ademds:

)

(58) J < f > (@ = L@@ — f@ V@
g

g%(a)
donde £(a) se estd considerando como un vector columna.

Ejemplo 1.11. Comprobemos que se cumple la proposicion anterior empleando las funciones escalares
(59) fyn=x*+y+22 y gxpyz2)=x*+1
En este caso, si llamamos h al cociente de [ y g,

x2+y2+z2

(60) h(x,y,2) = —
x*+1

bl

de forma que derivando directamente:

oh oh oh
ox’ dy’ oz

< 2 x 2x(x2+y2+z2) 2y 27 >

Jh(x,y,z)

(61) X2+l (2+1)* X2+ x4+
3 _2x (y2+z2—1) 2y 2z
- (x2+1)2 X241 X241 )

Por la regla del cociente:

g8(x,y,2)J f(x,y,2) — f(x,y,2)Vg(x, y, z)

g% (x,y,2)
(%4 D(2x,29,22) — (x% + )% + 29)(2x,0,0)
(62) - (x2 + 1)2
2x(y2+22—1) 2y 27
h (x2+1)2 X241 X241 )

15



Calculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

Teorema 1.3. (Regla de la cadena.) Seanf : U CR" — R" yg : V C R" — R? dos funciones vectoria-
les definidas en las bolas abiertas U y V de forma que £(U) C V. Entonces, sif es diferenciable ena € U y g es
diferenciable en f(a) € V, entonces (g » f) es diferenciable en a 'y ademds se cumple que:

(63) J(go)(a) = Jgt(a)Jf(a).

O lo que es lo mismo:

(64)

a@&_i@mmmw
0x; _k:l ox;  Ox;

Ejemplo 1.12. Verifiqguemos que se cumple la regla de la cadena para

(65) fu,v,w)=u* +0* —w,

donde

(66) u(x,y,2) = x%y, v(x,y.2) =y*, wx,y,z)=e ¥
Ahora

67) h(x,y,2) = f(u(x,y,2),0(x, . 2), w(x,y,2)) = x*y* + y* = 7%,

Por lo tanto, derivando directamente,

oh _ 3.2 Z
a—x = 4x°y°+ ex—z,
(68) oh _ 2x*y+4y°,
dy
oh X
0z exz’
Por otro lado, usando la regla de la cadena,
oh _ 9w, 0f v Of w
0x  ouodx Jvox Ow ox
(69) = 2uxy)+2v-0+ (=1)(—ze™%)
= 2X)2xy) +ze T =4x3 )y + i,
eXZ
oh _ ofou, v O dw
dy  dudy oOvdy ow dy

(70) = 2u(x?)+202y) +(-1)-0

= Q22N + 202 2y) = 2x*y + 493,
16
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oh _ fou, 0f v, of dw
dy Judz Odvadz Jw 0z

(71 = 2u-0+420-0+ (=1)(—xe™%)

= xe %

Observamos que obtenemos el mismo resultado.

6. Diferenciabilidad de orden superior. Matriz de Hesse.

De manera similar a lo que ya hemos hecho en el caso de funciones reales de una variable real, es posible
definir las derivadas de orden superior de una funcién escalar o vectorial. Ahora bien, en esta nueva situacion, es
posible calcular las derivadas parciales. Por ejemplo, en el caso:

(72) fi(xy) eR?—R,

podemos calcular la derivada con respecto a x de la derivada con respecto a y y viceversa, la derivada con respecto
a y de la derivada con respecto a x. En esta seccidén daremos una condicién suficiente que garantice que ambas
derivadas son iguales.

6.1. Derivadas de orden superior.

Definicion 1.7. Derivada de orden superior. Seaf : A C R" — R"™ una funcién vectorial definida en la
bola abierta A = B(X, ).

1. Siexiste Df(x),Vi=1,...,n Vx € Ay Df(x) es continua, Vi = 1, ..., n, diremos que f es una aplicacion
de clase uno en A y lo denotaremos por £ € €'(A).
2. Sea, paracadai=1,...,n:

f(x +re) —f(x)
_— €

(73) Df :xe ACR"— Df(x)= lin& ; R™
-
Sipara todo i, j = 1,...,n existe D;(D;f)(X), diremos que f tiene derivadas parciales de segundo orden
en X y denotaremos por:
Df(f +1e;) — Df(x)
(74) D, f(x) = D;(D,f)(x) = lim .
’j J t—0 t
Si ademas D; /f existe y es continua Vi, j =1, ..., n, diremos que f es una aplicacion de clase dos en A'y
lo denotaremos por f € E2(A).
3. Engeneral, siexisten Dil,iz,...,ipf (derivadas parciales de orden p)y son continuasViy, i, ..., ip e{l,...,n},

diremos que f es una aplicacién de clase p en A 'y lo denotarmos por f € GP(A).
4. Sif € 6P(A) Vp €N, diremos entonces que f es una aplicacion de clase infinito en A: £ € € (A).

Ejemplo 1.13. Obtengamos las derivadas parciales de segundo orden de la aplicacion:

(75) fx,y) =

1. Derivadas parciales de primer orden:

(76) D, f(x,y) = aff)’;’ Y oxypets
a7 D, f(x,y) = %’;’” = x2e,
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2. Derivadas parciales de segundo orden:

0 s 2
(78) Dy /() = %% = L fen =2ye’ 4 Py
_ 0 af(x’y) _ 02 _ 4 xzy
(79 Dy, f(x,y) = F e — a—yzf(X, »=x"e
9 0f(y) & . )
(80) Doy = 5 faxy = oy = 2xe Y 42 e,
2
31 Do f(x.y) = 0 9f(xy) _ %f(x,y) —2xer Y 42x3 yet Y,
xXoy

ox dy
Observamos que las derivadas segundas cruzadas D, 1 f(x,y) y Dy, f(x,y) son iguales.

Ejemplo 1.14. La ecuacion:

02 2 aZ
82 S f st =0
(82) ax2f ay2f az2f

se conoce como la ecuacion de Laplace. Veamos que las siguientes funciones son soluciones de la ecuacion de
Laplace:

L fp2)=x=a’+@=-b>-2z-0)
2. log(V(x — @)% + (y — b)?).
Veamos qué ocurre con la primera funcion (la segunda se deja como ejercicio):

2
L iy = 2
2
(83) Tl = 2.
2
L iy = 4,
9’ 9’ 9’
por lo tanto, es claro que Fy [+ 32 [+ 32 f =0taly como queriamos demostrar.
X z

6.2. Matriz de Hesse. La informacion relativa a las derivadas de segundo orden puede ser almacenada en
una matriz denominada matriz de Hesse. Esta matriz serd empleada, por ejemplo, en el calculo de extremos de
campos escalares.

Definicion 1.8. Matrizde Hesse. Sea f : A C R" — R una funcioén escalar definida en la bola A = B(X, r)
y sea z, € A. Si existen las derivadas parciales de segundo orden de f en z,, definimos la matriz de Hesse de f
en 7, (0 matriz hessiana de f en z):

Dy f(zg) Diyf(zg) ... Dy,[f(z)

D2,1f(zo) Dz,zf(zo) Dz,nf(zo)
(34) Hf(zy) =

Dn,lf(z()) Dn,zf(zo) Dn,nf(zo)

Ejemplo 1.15. Calculemos todas las derivadas parciales de segundo orden y la matriz hessiana de la siguien-
te funcion escalar en un punto (x, y, z) € R3:

(85) f (2 eR— f(x,y,z)=xe’> € R.
18
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Se tiene entonces que:

02
D],lf(x’y9z)=mf(xvy9z) = 09
32
Dipf(xy,2) = 50 f(x.3,2) = ze’%,
02
Dy3f(x.y.2) = 5= f(x.y.2) = ye&'%,
02
DZ,lf(X, Y, Z) = mf(X,y, Z) = zeyz,
0? 2
(86) Dypafey,2) = 55 f(x.y.2) = xz e’?,
2
D2,3f(x,y,z)=037f(x,y,z) = xe’+xyze’?,
32
D3 f(x,y.2) = 5—[f(x,y.2) = ye'%,
2
D3,2f(x,y,Z)=£—dyf(X,y,z) = xe’*4+xyzed?,
02
Di3f(x,3,2) = 5 f(x,3,2) = xy'e'*
Por lo tanto:
0 zel*? yer?
(87) Hf(x,y,z)=| ze’* xz2el? xe? +xyzed?
ye¥? xe’*+xyzer? xy?er?

Enunciemos a continuacién una condicion suficiente que nos garantice que la matriz de Hesse sea simétrica,

92 92 _
Sf(zy) = Wf(zo)-

esto es,
0x;0x j

Teorema 1.4. (Teorema de Schwartz.) Sea f : R" — R™ una funcién vectorial definida en la bola abierta
B(zy,r)yseazy € A. Sif € zl(A) ydadosi,j € {1,...,n} existe D; ;f en Ay es continua en z,, entonces existe
D; £(zy) y ademas se cumple que:

Observacion 1.13. En las condiciones del teorema de Schwartz la matriz de Hesse de una campo escalar es
simétrica.

7. Polinomio de Taylor de una funcién escalar.

A continuacion presentamos como aproximar un campo escalar mediante polinomios en varias variables en
dos casos particulares.

Definicion 1.9. Polinomio de Taylor de una funcion escalar. Sean A C R”, f : A C R" — R una funcion
escalar de clase €3 (A) y a € A. Se define:
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1. El polinomio de Taylor de orden uno de f en a:

hl
(89) Py sa(a+h) = f(a)+ Vf(a) h}
hy
2. El polinomio de Taylor de orden dos de f en a:
hl hl
(90) P, s (a+h) = f(a)+ Vf(a) h2 + % (hy, hy, ..., h,) Hf(a) h2
h h

n n

Ejemplo 1.16. Calculemos el polinomio de Taylor de orden uno 'y orden dos en un punto (x, y) de la siguiente
funcion escalar:

(91) f : (.X', y) € Rz - f(xv y) = yex+y_5.

Por un lado:

(92) Viy) = (pe™ T4 yet ),
yex+y—5 eXty— 5 + yex+y—5
93) Hf(x,y)= < X+y-5 + yex+y—5 9 eX+y-5 + yex+y—5

Por lo tanto:

h
Py g p(x+h,y+hy) SO+ VX, y) ( h; )

(%94)
— yex+y—5 +h1 yex+y—5 +h2 (ex+y—5 +yex+y—5)
y
hl hl
h h
PrpopHhuy+hy) = f@+Vi@| "2 [+3 (b by s b)) Hf@)] 72
hn hn
95)

— ]’l2 (hl ( X+y—=5 +yex+y—5 ) +I’l2 <zex+y—5 +yex+y—5 ))
+h2 (ex+y—5 +yex+y —5) +/’l1 (/’L2 (ex+y—5 +y ex+y—5) +hl yex+y—5)

+y &5 4 hy yetd,

7.1. Plano tangente. Al igual que ocurria en el caso de funciones reales de una variable real, el polinomio
de Taylor de primer grado se puede interpretar geométricamente como el plano tangente a una funcién esacalar. Es-
to es, dada una funcién escalar f : R> — R, el polinomio de Taylor de primer grado centrado en un punto (x0- Y0)

3} , d ,
(96) Py (xgr) (6 9) = [(X0, ¥o) + —f(;i yo)(x - Xg) + —f( 0 yo)( — o)
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es el plano tangente al grafo de la aplicacion f en el punto (xq, yg)-

Ejemplo 1.17. Calculemos el plano tangente en el punto (1, 1) de la siguiente funcion escalar:

_ x4+y4
x2+y2

97) f(x,y)
Las derivadas parciales son las siguientes:

of(x,y) 4G+ yH) = 2x(x* +yh)
ox (x2 +y2)2

bl

(98)

Af(x,y) _ 472+ 5% — 20 + 9
9y (2 + 22

al evaluarlas en el punto (1, 1) nos quedan:

of(1,1)

19
ox
99)
of L _,
ay
Por lo tanto, el plano tangente serd:
(100) tx,y)=1+1-x-D+1-y-1D=x+y-1

Grdficamente:

8. Cilculo de extremos de funciones.

Otra de las posibilidades del célculo diferencial es el calculo de extremos de una funcién. En esta seccién
veremos como determinar los extremos relativos de una funcién escalar empleando el célculo diferencial.

Definicion 1.10. Extremo relativo. Sea f : B C R" — R un campo escalar definido en un conjunto B.
Diremos que f tiene en X, € B un mdximo relativo (respectivamente un minimo relativo), si existe R > 0 tal que
f(x) < f(Xg) (respectivamente, f(X) > f(Xg)), VX € B(Xy, R) N B.

Definicion 1.11. Extremo relativo estricto. Sea f : B C R" — R un campo escalar definido en un conjunto
B. Diremos que f tiene en X, € B un mdximo relativo estricto (respectivamente un minimo relativo estricto), si
existe R > 0 tal que f(X) < f(Xq) (respectivamente, f(X) > f(Xg)), VX € B(Xg, R) N B, con X # X
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El primer resultado que se enuncia, proporciona una condicién necesaria para la existencia de extremos rela-
tivos de funciones escalares diferenciables.

Teorema 1.5. (Condicion necesaria de primer orden para la existencia de extremos relativos.) Sea f : A C
R" — R una funcion escalar definida en un conjunto abierto A. Si f tiene un estremo relativo en X, y f es
diferenciable en x,, entonces V f(xy) = 0 € R".

Observacion 1.14. Como ya vimos en el caso escalar, el reciproco del teorema anterior no es cierto: la funcion
f(x) = x> tiene derivada nula en el punto Xo = 0, a pesar de que no presenta un extremo en dicho punto.

Con la intencién de dar una extensién a la conocida propiedad sobre extremos de funciones reales de una
variable real dos veces derivables, introducimos los conceptos de matriz (semi-)definida positiva y negativa.
Definicion 1.12. Sea A € M, una matriz simétrica.

1. Diremos que A es una matriz definida positiva si h' Ah > 0 Vh € R", h # 0.
2. Diremos que A es una matriz semi-definida positiva si h' Ah > 0 Vh € R".
3. Diremos que A es una matriz definida negativa sih' Ah < 0 Vh € R”, h # 0.
4. Diremos que A es una matriz semi-definida negativa si h' Ah < 0 Yh € R".

El siguiente resultado nos proporciona una forma practica de comprobar el caricter de una matriz.

Proposicion 1.4. Sea A € M, una matriz simétrica. Son equivalentes:

1. A es una matriz definida positiva (definida negativa).
2. Se cumple que:

al,l al’k
(101) Ap=| 20 kS0, (respectivamente, (<1)FA, > 0), Yk = 1,...,n.
ak’l ak,k

Estamos en condiciones de enunciar la extension del resultado conocido para funciones reales de una variable
real al caso de funciones escalares de varias variables reales.

Teorema 1.6. (Condicion necesaria de segundo orden par la existencia de extremos). Sea f : A CR" — R
una funcion escalar definida en la bola abierta A. Dado un punto xy € A, si f € %Z(B(XO, R)), para algiin R > 0,
y f tiene un minimo relativo (mdximo relativo) en X, entonces la matriz de Hesse de f en X, es semi-definida
positiva (semi-definida negativa).

Observacion 1.15. La condicion anterior es necesaria, pero, en general, no es suficiente. Por ejemplo, la
aplicacion:

(102) fixyeR? — fx,y)=x*y+)y° R
cumple que:
(103) VSGy) = Qe 29, H () = ( vz > .

Por lo tanto,
0 0
es una matriz semi-definida positiva

(105) (hl,h»( 0 ) ( Z; ):zhg > 0.

Pero, en el punto (0,0), f no tiene ningiin extremo relativo:
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Veamos a continuacién una condicién suficiente para la existencia de extremos relativos.

Teorema 1.7. (Condicion suficiente para la existencia de extremos relativos). Sea f : A C R" — R un
campo escalar definido en la bola abierta A tal que f € %Z(B(Xo, R) conxyg € AyR>0.5iVf(xg) =0y
H f(xq) es una matriz definida positiva (definida negativa), entonces f tiene Xy un minimo relativo estricto (mdximo
relativo estricto).

Observacion 1.16. Resumiendo, si queremos calcular los extremos relativos de un campo escalar f : A C
R" — R, procedemos de la siguiente manera:

1. Obtenemos los puntos criticos, esto es:

(106) C={xeA: Vf(xy) =0}.

2. Para cada punto X critico de f, calculamos H f(Xy) y:
a) Si H f(xg) no es definida, entonces f no presenta extremo relativo en X,
b) Si H f(xy) es definida positiva, entonces f presenta un minimo relativo estricto en X.
¢) Si H f(Xq) es definida negativa, entonces f presenta un mdximo relativo estricto en X.

Ejemplo 1.18. Calculemos los extremos relativos de la siguiente funcion:
(107) fy) =x+3xy+).
Primero, observemos que f € %2(R2), ademds:

(108) Vf(x,y) = (3x> + 3y, 3x + 3)%),
de forma que V f (x,y) = (0,0) es equivalente a que:

3x°4+3y=0 & -y=x
109 ’
(109) 3x+3yP=0 & —x=).

Por lo tanto, los tinicos puntos criticos son (0,0) y (—1,—1). Ahora bien:

(110) Hf(oy) = ( e >

por lo tanto:
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(111) Hf(0,0) = < g 8 >, Hf(=1,-1)= < ?f j% >~

Se tiene que:

» Enelcasode Hf(0,0), A; =0y A, = =9, por lo tanto, la matriz no es ni definida positiva ni definida
negativa.

= Enelcasode Hf(—1,-1), A, = -6y A, =27, por lo tanto, la matriz de Hesse es definida negativa ya
que (—l)lAl >0y (—1)2A2 > 0. Entonces f tiene en el (—1,—1) un mdximo relativo estricto.

9. Operadores diferenciales.

En esta seccién veremos algunos de los operadores diferenciales que se suelen emplear en diversas aplica-
ciones fisicas y mecénicas. Dichos operadores diferenciales serdn empleados en cursos sucesivos. Comencemos
recordando los sistemas de referencia asociados a las coordenadas polares, cilindricas y esféricas.

= Coordenadas polares. Este sistema viene definido por un punto fijo 0, llamado polo, y una semirrecta con
origen en O llamada semieje polar, que habitualmente coincide con la parte positiva del eje x, eje polar.

Cada punto P se representa por (r, ), siendo r la distancia de P al polo 0 y 8 el angulo orientado
positivamente entre r y el eje polar. A los nimeros (r, 8) se les llama coordenadas polares de P.

Para que un punto P # 0 sea representado por un solo par de nimeros en coordenadas polares toma-
remos:

r>0, 0<0<2xz.

Por tanto, deducimos la siguiente relacién entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas polares:

x = rcos(9) .
Polares a cartesianas.
y = rsen(f)
Fo= +\/x24 )2 .
y Cartesianas a polares.
tan(d) = =

» Coordenadas cilindricas. Son una generalizacion de las coordenadas polares a R. Cada uno de los pun-
tos P del espacio se representan mediante una terna:

(p, @, 2),

donde (r, @) hacen el papel de las coordenadas polares, respecto a las componentes del plano (x, y) del
punto. Ademas, z es la componente vertical del punto P.

Por lo tanto, las férmulas de conversidn de cilindricas a cartesianas, y viceversa, son:

Vx2 42,

X = p COS((P), p=

_ y
y = psen(@), tan(p) =
z = Z. z = Z.

= Coordenadas esféricas. Al igual que las coordenadas cilindricas, se emplean para reprentar puntos en el
espacio. Dado un punto P del espacio, quedard determinado por la siguiente terna:

(p,0, ),
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donde:
e pes la distancia del punto P al origen de coordenadas (p > 0).

e 0 es el angulo de ““colatitud”, el que forma el semieje positivo zt con el segmento OP. Se toma
06

e @ es el dngulo "longitud™, el que forma el semieje x* con el segmento OQ, proyeccién de O P sobre
el plano XY. Coincide con el angulo de coordenadas polares (0 < ¢ < 2x).

La relacion que existe entre las coordenadas esféricas y las coordenadas cartesianas es la siguiente:

(X p sen(f) cos(g),
Sy = psen(d)sen(p),
pcos(0).

Vx2+y? + 22,

L Z

)

cos(0)

P

| tan(e)

Xl D In

9.1. Operador gradiente. Dado un campo escalar ¢p : R” — R diferenciable, se define su gradiente, V¢,
de la siguiente forma:

op 0 0P 0P o 0P
112 \Y% =—,—, ..., =—e +—e+...+ —e,
(112) ) <0x1 0x, 0x,, 6x1e1 ()x2e2 0x,, €n
donde {ej,e,, ...,e,} son los vectores de la base candnica de R".

Por ejemplo, dado el campo escalar ¢(x, y, z) = xy + z, su gradiente sera:

(113) Vo = <%,%,%> =(y,x,1) = ye; + xe, + es,
donde:

e, = (1,0,0),
(114) e, = (0,1,0),

e; = (0,0,1).

9.1.1. Operador gradiente en coordenadas polares. Veamos a continuacién como podemos obtener el opera-
dor gradiente en coordenadas polares empleando la regla de la cadena. Supongamos que tenemos un campo escalar
¢ : R> — Ry consideremos el sistema de referencia basado en las coordenadas polares que hemos estudiado en
el primer tema. Si realizamos el cambio de variable a coordenadas polares en el campo escalar ¢:

(115) d(x,y) = P(p.0),
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por lo tanto, puesto que las coordenadas p y € dependen de x e y:

(116) 9 _940p 9606
ox dp dx 00 dx
(117) 9b _9%0p 0400
dy dpdy 060 dy

Ahora, p2 =xZ+ y2 y tan(0) = f por lo tanto:

0 0 0 0
(118) 2028 =25 = 22 —cos0), 2p2 =2y = %2 = sen(o),
0x 0x dy dy
(119) 1 @z_l:@=_sen(0)’ 1 @zl:@=cos(0).
cos(6)? ox x2  0x p cos(@)2dy x = Ay p
Se tiene entonces que:
0} 6(]5 sen(d) 0(]5 cos(8)
Vo = — 0
» <0pcos() 20 > < 0 p >e2
0
(120) = 6¢ (cos(B)e; + sen(B)e,) + la—d) (—sen(0)e; + cos(9)e, ) .
P P
_ 09 10¢
= ape”+ 5 aeeg,

donde e, y e, son, respectivamente, los vectores normal asociados al sistema de coordenadas polares:

€

cos(f)e; + sen(f)e,,
(121)
eg = —sen(f)e; + cos(f)e,

Ejemplo 1.19. Consideremos el siguiente campo escalar:

(122) P(x,y) = (x + %)

y calculemos la expresion para el gradiente en coordenadas polares. Por un lado, haciendo el cambio de variable
a coordenadas polares

(123) $(p.0) = 5
por lo tanto:

a¢ 10¢
(124) Vo = 5,8 T 5 90% = P
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9.1.2.  Operador gradiente en coordenadas cilindricas. En esta subseccién veremos como obtener el ope-
rador gradiente en coordenadas cilindricas empleando la regla de la cadena. Supongamos que tenemos un campo
escalar ¢ : R — R y consideremos el sistema de coordenadas cilindricas que hemos estudiado en el primer
tema. Si realizamos un cambio de variable a coordenadas cilindricas en el campo escalar ¢:

(125) (x,y,2) = P(p. 0, 2),

por lo tanto, puesto que las variables p y 8 dependen de x e y, se tiene que, realizando unos célculos similares a los
que ya hemos hecho en coordenadas polares:

Ve = <6¢ (6)_%sen(0)> <£ (6)+%cos(9)> 2+%e3
p 7 p
9
00

ap 00 00 0z

(126) = (())f (cos(0)e; + sen(6)e; ) + ——2 (= sen(O)e; +cos(O)ey) + %e3.

'bIH

0¢ 1 04) 6¢>
= +-—ey+—
op T 0050 T 3¢

Ejemplo 1.20. Consideremos el siguiente campo escalar:

3

(127) d(x,y,z) = ( 2 —x? = %)

y calculemos la expresion para el gradiente en coordenadas cilindricas. Empecemos realizando el cambio de va-
riable en el campo escalar:

(128) ¢(p.0,2) = (2z -r),
por lo tanto:

¢ 1 0¢ ¢>
€+ —
T 590% T oz

9.1.3. Operador gradiente en coordenadas esféricas. Al igual que en la subseccion anterior, consideremos
un campo escalar ¢ : R — R y realicemos un cambio de variable a coordenadas esféricas:

(129) Vo = = —pe, + 2ze,.

(130) d(x,y,2) = P(p, 0, @)
Se tiene que:

dp _opdp 0 o 0
9p _999p , 9996 , 94 ¢

(131) = b
dx dpox 00 0x Odo dx
0p Odpap 0pod dPop

132 —_—=——t —— 4+ ——,

(132) dy dpody 0600dy O dy

(133) op 6¢6p+0¢00+6¢)0q)

oz dpoz 000z Od¢ oz

Ahora, ,o2 =x2+ y2 + 22, cos(0) = z/p y tan(@) = y/x, por lo tanto:

P P
(134) 2022 = 2x = 22 — sen(8) cos(e),
ox ox
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anilogamente:

(135)

Por otro lado:

(136)

anilogamente:

137)

Por dltimo:

(138)

anilogamente:

(139)

Por lo tanto:

Vo

(140)

agrupando factores:

Vo

(141)

200
— 0)—
sen(6)

ap

3}
— = sen(f) sen(gp), 20 _ cos(0).
dy 0z

z 0p _pcos(@)

= sen(f) cos(p) = % = 1 cos(8) cos(),
p? ox p? ox p

% = 1 cos(8) sen(), 99 = 1 sen(6).
p) 0z p

1 0_(/)__1:}5_(0__15611((0)
cos(p)? 0x x2  ox p sen(d)’
G0 _1cos0) o _

dy  psen(d)’ 0z

0P o od
< dp sen(6) cos(e) + %% cos(6) cos(¢) op ;1) Ss:ll((e))> i
0P op od
( dp sen(6) sen(e) + ﬁ/l) cos(6) sen(¢) dp ,zll ZZ?(G;) &

d¢ 9p 1
(5 cos(8) — £; sen(0)> es,

= @ (sen(&) cos(p)e; + sen(0) sen(p)e, + 005(0)63)

ap
o

= %% (cos() cos(p)e; + cos(0) sen(g)e, — sen()e;)

1

= 9¢ (sen(g)e; + cos(p)e, ).

psen(0) dp

Si tenemos en cuenta los vectores normales €,eye, asociados al sistema de coordenadas esféricas:
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e, = sen(0) cos(p)e; + sen(f) sen(@)e, + cos(f)es,
(142) eg = cos(f)cos(p)e; + cos(f) sen(p)e, — sen(h)es,
e, = sen(gp)e; + cos(@)e,,

obtenemos la siguiente expresion para el operador gradiente en coordenadas esféricas:

o 10¢ 1 0
(143) ¢= 3,5t 5 30% T Taeni@) 90 °”

Ejemplo 1.21. Consideremos el siguiente campo escalar:
(144) Bx.7.2) = 202 =32 = )
y calculemos su gradiente en coordenadas esféricas. Realizando el cambio de variable:
(145) $(p. 0, ) = % (36° cos(8)” = ),

por lo tanto:

lo10) 10¢ 1 d¢ 2
(146) Vo = aep + ;£e9 + mﬁe(‘, =p (3 cos(0)” — 1) e,— 3pcos(0) sen(f)ey.
9.2. Operador divergencia. Dado un campo vectorial F : R” — R", se define el operador divergencia
V- F:
0F, O0F, OF,
147) V.- F=—+—+ ,
0x;  0x, ox,

donde F|, F,, ..., F,, son las componentes del campo vectorial F.

Por ejemplo, dado el campo vectorial F(x, y, x) = (x2 ¥, ¥, 2x), su divergencia sera:

0F, O0F, O0F;
(148) V- F=—+—+—=2xy+1+x.
o0x dy 0z

9.2.1. Operador divergencia en coordenadas polares. Supongamos que tenemos un campo vectorial F :
R?> — R? y consideremos el cambio de variable a coordenadas polares, se tiene que:

0F, O0F,
(149) V.-F=—+ —,
ox ady

ahora,

150 =1 1=
(150) ox dp dx 090 Ox

oF. dF, 0 oF.
(151) 2T, Thol
ady dp dy 00 dy
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Por lo tanto:

o0F, o OF, oF, o oF.
(152) v.op=2190 100 TRop, 200
dp o0x 00 0x dp dy 06 dy

empleando los resultados que hemos obtenido en la subseccién precedente:

oF, OF) sen(@) OF, 0F, cos(9)
153 V-F=— 0)— — — 0)+ —= .
(153) o cos(8) T + y sen(8) + 0,

Abhora, si tenemos en cuenta las componentes del campo vectorial F en los vectores normales e AT

F, = F- e,= cos(§)F; + sen(0) F,
(154)

Fy = F-ey=—sen(0)F, +cos(6)F>,

podemos escribir la expresion para la divergencia en funcidn de las componentes polares del campo como:

g L2005 10k

155
(159 p 0p p 00

9.2.2.  Operador divergencia en coordenadas cilindricas. Dado un campo vectorial F : R? — R? y puesto
que las coordenadas cilindricas son una generalizacion de las coordenadas polares a R* en las cuales la componente
z permanece invariante, la expresion para el operador divergencia en coordenadas cilindricas sera:

F=la(pr)+l%+%
p Op p 00 dz

9.2.3.  Operador divergencia en coordenadas esféricas. Se obtiene de forma anéloga a los casos anteriores,
simplemente daremos su expresion:

(156)

d(p*F,) d(sen(0)F, JF,
(157) vp= L2, 1 J6a@F) 1T
p?  0p psen(0) 00 psen(0) dp
donde:
F, = sen(0) cos(p) F| + sen(d) sen(@) F, + cos(0) F;,
(158) Fy = cos(8)cos()F; + cos(8) sen(p)F, — sen(0) I3,
F(p = sen(@)F; + cos(p)F,,

siendo Fy, F, y F; las componentes del campo vectorial F.

9.3. Operador rotacional. Dado un campo vectorial F : R* — R3, se define su rotacional V x F como:

€ € &
JdF JF JoF dF JoF. oF
(159) UxF=| 2 2 21 (Z3_Z2)¢ (Z2_Zl)e,+(=2-"1)e,
}):x }a:y }z_z dy 0z ox 0z ox  dy
1 B

Por ejemplo, dado el campo vectorial F(x, y, z) = (3xy, yz, zz), su rotacional sera:
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€ €, €3
0 a0

(160) VXF=| + F e e L 3xe; = (—,0,-3x)
3xy yz z2

9.3.1.  Operador rotacional en coordenadas cilindricas. Dado un campo vectorial F : R} — R, la expre-
sidn para el rotacional en coordenadas cilindricas es:

ef pey, e,

1 ) 9
(161) VXF=; a kA 2
F, pFy F,

Desarrollando la expresion anterior:

10F, 0F, oF, OF, 10(pFp) 19F,
162 vxF=(1Zz2_200), _ _8 Ve 4 (L _ 1%
e < 00 o0z )% \op "oz )T\ e, " p00 )

9.3.2.  Operador rotacional en coordenadas esféricas. Dado un campo vectorial F : R} —R,la expresion
para el rotacional en coordenadas esféricas es:

e, pe pseneeq,

1 g i 0
(163) VXF = p2sen dop 00 op
F, pFy psen F,

Desarrollando la expresion anterior:

(164) VxF =

1 a(sen(H)F(p) dF, . 1 1 an a(qu,) . +1 d(pFy) an .
psen(d) 00 op /] 7 p \'sen(d) dp op o7 ) dop 09 ) ¢

9.4. Operador laplaciano de un campo escalar. Dado un campo escalar ¢ : R” — R suficientemente
regular, se define el operador laplaciano A¢:

¢ 0 9°
(165) ap=22,.22, 22
oxy  0x; ox;,

Por ejemplo, supongamos que tenemos el campo escalar ¢(x, y) = x sen(x> + y), su laplaciano seré:

(166) Agp = ()2—¢ + 62_<;b =6x (:os(x2 + y) —4x° sen(x2 + y) - X sen(x2 + y)
ox2  0)?

9.4.1. Operador laplaciano en coordenadas polares. Dado un campo escalar ¢ : R?> — R suficientemente
regular, podemos calcular la expresién para el laplaciano en coordenadas polares realizando el cambio de variable
correspondiente y empleando la regla de la cadena:
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¢ _ 9 (%990 9900
0x2 dx \ 0p 0x 00 ox

_ g@<@g2 f¢ny 0p Pp  0¢3%0  , 0°b 00 0p

0p2 \ ox 002 \ox/) " 9pox2 00 9x2  009p ox ox

167
hen Po _ o (9, 00
0y? oy \ dpdy 90 dy
02 a 2 02 2 2 2 2
= _d) _p +_¢ % +%Q+%ﬂ+2_a¢%@’
0p% \ dy 002 \ dy dp 0y?> 00 9y? 000p dy 0y
obteniendo:
P o 10 < a¢> 1 9°¢
168 Ap= — 4+~ =2 (,X -Z¥
(1% ¢ ox oy pap\"op) T 2 o0

9.4.2.  Operador laplaciano en coordenadas cilindricas. Dado un campo escalar ¢ : R?> — R, la obten-
cion del laplaciano en coordenadas cilindricas es similar al caso de las coordenadas polares:

1 0% *¢
YT

169 Ap=22 4 .
(169) ¢ Por) T e T oz

?¢p *p PP 10 < a¢)
- == —_
ox2  0y? 0z2 pop

9.4.3.  Operador laplaciano en coordenadas esféricas. Dado un campo escalar ¢ : R’ >R, la expresion
del laplaciano en coordenadas esféricas es:

2
(170) Ap=L9 <p2@> I S <Sen9@> R
p2 0p dp p? senf 00 00 p2sen 02

10. Ejercicios del tema.

Ejercicio 1.1. Calcula el gradiente de las siguientes funciones escalares:
1. f(x,y,z) =xe —x>—y* - 2%
xyz
2. f(x,y,2)= ————.
f&y,2) x2 +y? + 72
3. f(x,y,2) = 2%  cos(y).
Ejercicio 1.2. Calcula la matriz de Jacobi de las siguientes funciones vectoriales:

1. f(x,y) = (ex,sen(xy)).

2. f(x,y,2)=(x—y,y+ 2).

3. f(x,y) = (x + y, x — y,xy).

4. f(x,y,2)=(x+2z,y—5z,x—y).

Ejercicio 1.3. Estudia la continuidad, la existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el punto
(0,0) de las funciones:

1
L f(x,y)= ysen<xz—+y2> (x,y) # (0,0),
0 (x,y) = (0,0).
2

xy
2. fny) =14 x2+2 (x, ) #(0,0),

0 (x,y) = (0,0).
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2 4 Pysen (1
3. f(x,y) = (x +y)sen<x2+y2> (x,y) # (0,0),
0 (x,3) = (0,0).
X7y
4 fx,y) =3 x2+)2 (x,y) #(0,0),
0 (x,y) = (0,0).

Ejercicio 1.4. Si la temperatura de un depésito cilindrico viene dada por la funcion

2.2

) 2
T(x,y,z) =10(xe™ + ze™)

y nos situamos en el punto de coordenadas (1, 1, 1), se pide:

1. Determina cudl es la razon de cambio de la temperatura al desplazarnos hacia el punto de coordenadas

(2,3,1).
2. En qué direccion debemos movernos para que la temperatura disminuya lo mds rdpidamente posible? Y
para que aumente?

. Si no quisiésemos apreciar cambio alguno de temperatura, qué direccion deberiamos seguir?
4. Si nos movemos siguiendo el camino descrito por la curva parametrizada:

3v2 3v2
X(1) = (x(1), y(1), 2(1)) = <_Tt’ Q—Tt) ;

[V

determina D,(T » X).

Ejercicio 1.5. La superficie de un lago viene representada por una region D en el plano XY . Su profundidad
en metros en el punto (x, y) viene dada por la funcion h(x,y) = 400 — 3x2y2. Si un buceador sale del punto (1, =2),
determinar en qué direccion debe moverse para que la profundidad aumente lo mds rdpido posible.

Ejercicio 1.6. Dada la funcién
fx,y) = e 60D,
1. Calcula la derivada direccional de f(x,y) en el punto (1, 1), segiin la direccion del vector (1,0).

2. Determina las direcciones de mdximo y minimo crecimiento de f(x, y) en el punto (1, 1), asi como el valor
de las derivadas direccionales en dichas direcciones.

Ejercicio 1.7. Se pide:
1. Verifica la regla de la cadena para g—h, donde h(x,y) = f(u(x,y),v(x,y))y
x

u? + v?
2 _

,ouyy=e, u(x,y) =
U2

S, v)=

u

2. Dadas las funciones g(x,y) = (x2 +1, y2) yfu,v) = Ww+o,u, 112), calcula la matriz Jacobiana de f - g.
3. La ecuacioén de estado de Dieterci para un gas es:
P(V — b)e®T = RT,

donde a, by R son constantes. Considera el volumen V como una funcién de la temperatura T y de la
presion P, y demuestra que:

v (R + %>
or (2 - i)'
V-b V2
Ejercicio 1.8. Determina los extremos relativos de las siguientes funciones:
1. f:(x,y) €R?* — f(x,y) = x>y + 2xy — y> = 3y.
2. f i (x,y,2) € R’ — f(x,y,z)=x2+y2+z2+xy—x+y+z.
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Ejercicio 1.9. Dada la funcién f(x,y) = e*tY cos(x + y), se pide:
1. Obten el plano tangente en el punto (0, 0)
2. Calcula el polinomio de Taylor de segundo grado centrado en el punto (0, 0).
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