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1. Ejemplos de curvas. Visualizacion en el or-
denador.

Intuitivamente, una curva es la trayectoria de una particula o de un movil
en un plano o en el espacio. Podemos suponer que depende del tiempo, sin
perder generalidad. En ese caso, decimos que la posicion esta dada por la fun-
cién x (t). Si estamos en el plano, es x (t) : I c R — R? x (t) = (x (t),y (1)),
mientras que si estamos en el espacio, tenemos x(t) : I ¢ R — R* con
x(t)=(x(t),y(t),2z(t)). En general, podemos escribir x (t): [ c R — R".

Vamos a centrarnos en curvas en el plano, pero sabiendo que el estudio
que vamos a hacer puede extrapolarse a curvas en un espacio de dimensién
mayor, para subconjuntos de R™ para n > 2 que son, en cierto sentido, uni-
dimensionales o que dependen de un Unico parametro.

La velocidad de la particula estd dada por la funcién (en caso de que
exista)

v =X ()= (0.0 1) = X0
Como vamos a trabajar con curvas donde este vector exista (vamos a utilizar
herramientas del cdlculo diferencial), vamos a pedir que la funcién x (¢) sea
diferenciable hasta donde necesitemos.
Por otro lado, si conocemos la posicién inicial (en el instante ty) de la
particula, que es Xg, y su velocidad v (), podemos reconstruir su trayectoria,

sin mas que hacer:
t
x (t) =x¢ + f v (s)ds.
to

La aceleracion de una curva es la derivada de la velocidad, es decir es

a(t)
&2x (1)

dt?

Vamos a comenzar con el estudio de algunas curvas.

a(t)=x"(t) =

Ejemplo 1. Un punto es una curva. Si sus coordenadas son (a, b), su ecuacién

x () = (a,b)

y su velocidad es nula, v (¢) = (0,0).
En la gréfica se ha representado el punto (1,-3).
)

Ejemplo 2. Una recta es el movimiento que describe una particula mo-
viéndose con velocidad uniforme, es decir, su velocidad es

v (t) = (vi,v9) .

4
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\]

\]

Entonces, si en un instante ¢ = tq pasa por el punto (a,b), determinamos la
ecuacion a partir de la velocidad:

x(t)=X0+ft0tv(s)ds=(a,b)+(ftotvl(s)ds,ftotvg(s)ds)

¢ ¢
=(a,b) + (f v1ds, f vgds)
to to

= (a + vt — ’Ulto, b+ Uot — ’Uzto) .
Sus coordenadas son:

r=a+v(t-ty),

y:b+v2(t—t0).
Obviamente, es la ecuacién de una recta que pasa por (a,b) y con vector
director (v1,v2). En la figura se representa para (a,b) = (1,-3) en t =0y

v =(-1,2), cuya ecuacién es

x(t) = (1-t,-3+21).

Una recta puede ser recorrida a velocidad no constante.



Apuntes de Complementos Mateméticos m i

Ejemplo 3. Una curva parametrizada que recorra una recta pero a velocidad
no constante es, por ejemplo:

r=1-13,

y=-3+2t3.
Un vector director es (-1,2). El vector velocidad es:
v(t)=x'(t)= (' (t),y (t)) = (-3t%,6t%).
Como su médulo es t2\/4—5, no es constante. Su vector aceleracién es
a(t) =v'(t) = (2" (1) ,y" (1)) = (=61, 12¢) .

Su moédulo es 2v/45t, que tampoco es constante.

Con Maxima se representa con wxplot2d ([ [’parametric, 1-t~3, -3+2%t"3,
[t, -6, 6], [nticks, 300]]], [x,-5,5], [y,-10,6] [gnuplot_preamble,

"set size ratio 1; set zeroaxis;"])$. El resultado es:

6

4

2

2%13-3
N

-10

Observad que esta recta es la misma que la del ejemplo ?7, pero recorrida
a velocidad no constante. Es decir, la direccién del vector velocidad es la
misma, pero cambia su médulo (que pasa a ser no constante).

Ejemplo 4. Otro ejemplo es x(t) = (t2,3+2t?). Es una semirrecta. Un
vector director es (1,2), su velocidad y aceleracién son, respectivamente:
v(t) = (2t,41),
a(t)=(2,4).
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En este caso, la aceleracion es constante.

Se representa con wxplot2d([[’parametric, t~2, 3+2*t"2, [t, -6,
3], [nticks, 300]1], [x,-5,5],[y,0,25], [gnuplot_preamble,
"set size ratio 1; set zeroaxis;"])$.

El resultado es:

25

20

"th2+3

Ejemplo 5. Una circunferencia es una curva donde todos los puntos estan
a la misma distancia de uno dado, que es el centro. La distancia se llama
radio. Sus puntos cumplen la ecuacién, para radio r y centro pg = (1, o)

(x—c1)+(y—c2)’ =12
Puede parametrizarse con
x (t) = po + (rcost,r sent).
Se recorre con una velocidad
v (t) = (-r sent,rcost),

y la aceleracion es
a(t) = (-rcost,—-r sent).

Dejamos que el estudiante la represente con Maxima, tanto en coordenadas
paramétricas como implicitas. )

Ejemplo 6. En la curva de R? dada por

t2-1 1—t2)
1+¢2" 1+¢2)’

x() =
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las componentes estan dadas por funciones racionales. Su velocidad es

V(t):(4 t t4—1+4t2)

(1+12)2  (1+82)°

y su aceleracion es

a(t):(_4—1+3t2 t2-3 )

At
(1+12)° (1+2)°

Se representa a continuacion:

Ejemplo 7. Las dos componentes de la curva de R? dada por
x (t) = (¢3,1%)

son polinomios. Su velocidad es
v (t) = (3t%,2t)

y su aceleracion es

a(t) = (6t,2).

Se representa en la siguiente figura
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En este ultimo ejemplo hemos visto que las componentes son polinomios.
Es un caso de las curvas polindémicas. Sus componentes son polinomios de
grado n > 1, y podemos escribirlas como

x(t) = (ag+art+...+apt" by +bit +...+b,t"),

donde algunos coeficientes pueden ser 0. Por ejemplo, si a,,_1 = a,, = 0, enton-
ces el grado de la primera componente es n — 2.

Ejemplo 8. Curvas polinémicas son, por ejemplo, las siguientes
x(t)=(1+t-363 5 +17),
y(t)=(-4-3t-* - -1+t-22-13),
w(t)=(3t,1+4t*).

o

Observamos que las curvas polinémicas estan controladas por n + 1 co-
eficientes, como mucho, por cada componente. Podemos escribir estos coefi-
cientes como puntos de R?, que llamamos v;, para escribir la curva como

x(t) = zn: vit'.
i=0

Ejemplo 9. En el ejemplo anterior, podemos escribir las curvas como

x(t)=(1,0)+(1,0)t+ (=-3,1) 3+ (0,1) ¥
y(t) = (=4,-1) + (=3, 1)t + (-1,-2) * + (-1,-1) 3,
w(t) =(0,1)+(3,0)t + (0,4) t*.
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En la curva x (t) los puntos v; son

Vo = (170)7 Vi = (170)7 V3 = (_37]—)7
Vs = (071)7 V2:V4:(O7O)'

Para y (t) tenemos
Vo = (_47_1)7 Vi = (_37 1) y Vo = (_17_2) y V3 = (_17_1) .
Y, de forma obvia, los puntos en w () son:

Vo = (0,1), V1 = (3,0),
Vo =V3 = (0,0) (3,0), V4 = (074)

Representamos los puntos y la funcién y (¢), en la siguiente gréfica, que
se ha hecho con Maxima:

-8 -6 -4 -2 0 2
En esta gréafica, vemos que la curva dada por los puntos no describe el

poligono que une estos puntos. (-]

Una de las explicaciones a la afirmacion anterior es que si transformamos
los v; por una afinidad f:R? — R2, con f(x) = Ax + b, entonces la curva
que describen los transformados no coincide con la transformada de la curva,
es decir, en general se tiene que:

f(x (1) = gﬂvi)ti.

Ejemplo 10. Veamos con un ejemplo que la curva transformada mediante
una afinidad no coincide con la curva asociada al poligono transformado.
Tomamos la curva dada por:

2
x(t)=(1,-1)+ (1,0)t + (2,-2) 2 = (L + ¢+ 262, -1 -2¢%) = > vyt
1=0

10
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donde
Vo = (17_1)7 V1 = (170)7 Vo = (27_2)

Elegimos la afinidad f (x)= Ax+ b, con

1 2 0
a~(o 3) (1)
Entonces tenemos:

f(x(t)):iAvitz#b

(o5 )(05 )G 2)0)
0 -1 -1 0 -1 0
1 2 2\, (0

(o5 )05)(7)

o t-2t2-1 )

22+ 2

2 2 2
Y f(vi)th =) Av;t'+ > bt
=0 1=0 1=0

Ambas curvas son distintas porque si las representamos graficamente vemos
que no coinciden. Lo podemos hacer en Maxima con
wxplot2d ([ [’parametric, t-2%t~2-1,2*%t"2+2, [t,0,1], [nticks,300]],
[’parametric, t-2xt"2-1,t+3*t"2+2, [t, 0, 1], [nticks, 300]]1],
[legend,falsel) ;.

-]

Esta relacién entre poligono y curva se puede mejorar escribiendo los
polinomios respecto a una base adecuada, y no respecto a la base estandar
{1,¢,t2,...,t"}. En la biisqueda de una mejor relacién entran en juego las
coordenadas baricéntricas, los polinomios de Berstein y las curvas de Bézier,
como vamos a ver a continuacion.

11
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2. Curvas de Bézier. Visualizacion en el or-
denador.

El diseno de curvas ha sido importante para la ingenieria desde tiempos
antiguos. El primer registro de uso industrial de curvas se remonta a los ro-
manos, vy su finalidad era la construcciéon de barcos. Utilizaban una especie
de moldes reutilizables para construir las cuadernas que conforman el casco
del barcos. Mas adelante, en tiempo de la Republica de Venecia, se perfeccio-
naron estas técnicas, haciendo que las cuadernas estuvieran dadas por unos
puntos por los que debian pasar, dando lugar a los splines.

Mas adelante, con el desarrollo de la industria aerondutica y automo-
vilistica, se perfeccionaron esos métodos. En la década de 1950 de anadio el
disenno numérico, utilizando ordenadores y desarrollando lenguajes y progra-
mas con este fin. Pero permanecia un problema: el diseno se basaba en un
modelo maestro, ya fuera fisico, sobre un papel o con datos en un ordenador,
y el resultado final no siempre coincidia con el diseno original. En la segunda
mitad del siglo XX, hacia 1960, el esfuerzo de muchos ingenieros, matemati-
cos y fisicos trabajando en el diseno de la carroceria de aviones y automéviles
se concentrd en resolver estas dificultades.

En este contexto, el matematico Paul De Casteljau disend, mientras tra-
bajaba en Citroén, un algoritmo para el diseno de curvas que fueran escalables
y que resolvieran el problema de las diferencias entre el diseno y su mate-
rializacion. La idea era definir la curva a partir de unos puntos, pero que no
estuvieran necesariamente en ella. Estos puntos definian, de alguna forma,
direcciones tangentes a la curva, pero la curva no debia pasar por ellos. Por
eso, cambios en los puntos inducen cambios en la la forma de la curva, pero
de forma mas suave. Por las ventajas econémicas que suponia para Citroén,
este sistema fue mantenido en secreto al menos hasta 1964.

Casi simultaneamente, Pierre Etienne Bézier, ingeniero francés, desarrolld
de forma independiente el mismo sistema sistema de diseno asistido por orde-
nador mientras trabajaba en Renault y lo aplicé para el diseno de carrocerias
de los coches. El resultado es conocido como curvas y superficies de Bézier,
de gran importancia en el diseno actual.

Los graficos vectoriales se basan, mayoritariamente, en las curvas y super-
ficies de Bézier. Para obtener un grafico vectorial se almacenan unos puntos
(formando el poligono de control) y a partir de ellos, por cédlculos matemati-
cos, se pueden determinar una curva o una superficie. Por tanto, se puede
conseguir la resolucién que se quiera o que mas se adapte a las necesida-
des que se tengan, al no trabajar pixel a pixel. Entre las propiedades de
estas curvas o superficies destacan que es posible “construirlas” a partir tan

12
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sélo del poligono de control, que son “suaves” (diferenciables en terminologia
matemadtica), totalmente escalables o son muy versatiles pudiendo adoptar
formas similares a la recta o el plano o mucho més complejas (dependiendo
del nimero de puntos del poligono de control y de su posicién).

Finalmente, senalamos que las curvas y superficies de Bézier son actual-
mente empleadas en programas como Adobe Illustrator, CorelDRAW o Inks-
cape. Ademas, son las curvas estandar utilizadas en PostScript o en las fuen-
tes escalables TrueType and PostScript Type 1.

Ya hemos repasado qué es una afinidad y las coordenadas baricéntricas.
Podemos comenzar el estudio de esta parte con el apartado 2.2.3 del docu-
mento Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio Valdés,
dedicado al algoritmo de Jarvis. Una implementacién del mismo en Maxima
estd en el documento Ejercicios-resueltos-con-Maxima-tema?2.

Debemos continuar con la lectura de este apartado. Los apartados 2.2.4.
Polinomio de Bernstein y 2.2.5. Curvas de Bézier complementan lo aqui ex-
plicado. Se debe finalizar con el apartado 2.2.6. El algoritmo de De Casteljau,
del documento Notas de Geometria Diferencial con aplicaciones de Antonio
Valdés.

2.1. Polinomios de Bernstein

Una curva plana polinémica es una curva dada por

x(t) = (z(1),y (1)),

donde z (y),y (t) son polinomios de grado n.
De forma similar, una curva polinémica en el espacio es una curva definida
por una expresién de la forma

x(t) = (z(t),y (1), 2(1)),

donde x (y),y (t),z (t) son polinomios de grado n.

En los dos casos, las funciones z () ,y (t) (y z(t), en su caso) se pueden
escribir a partir de polinomios de una base del espacio vectorial formado por
los polinomios de grado n. Este espacio vectorial tiene dimension n+1 y una
base suya es

{1,¢,...,t"}.

La curva se puede escribir como

x(t) = ibiti

13



Apuntes de Complementos Matematicos

para b; € R? o R3, dependiendo de si la curva es plana o espacial. Los ele-
mentos b; son las coordenadas de la curva en la base dada.
Ejemplo: La curva

x(t)= (31,2 +t + 2,13 + 1)
es una curva polinémica, que podemos escribir como
x(t) =(1,0,1)*+(0,2,0) >+ (0,1,1) ¢ + (-1,2,0).
Por tanto, las coordenadas de la curva en la base {1,¢,¢2,¢3} son
(-1,2,0),(0,1,1),(0,2,0),(1,0,1).

Si expresamos una curva polinémica en la base {1,¢,...,t"}, las coordena-
das b, en esta base cambian si aplicamos transformaciones afines, en general.
Este es un problema en el diseno de curvas, porque entonces la expresion de
la curva representada en un modelo, es distinta de la expresion obtenida para
la curva a otro tamano, por ejemplo.

Por eso, vamos a intentar sustituir esta base por otra, que llamamos

{Bg (1), Br (t),..., By ()}

de tal forma que sea invariante a las transformaciones afines. En esta base,
podemos escribir una curva cualquiera como Para ello, vamos a pedir que se
cumpla

S Br(H) = 1.

Entonces, si la curva esta expresada como
n
x(t) =) brB (1),
i=0

para cada t, tendriamos una combinacién baricéntrica de puntos. Va a ser
invariante respecto a transformaciones afines.

Una forma sencilla de encontrar estos polinomios B! (t), que llamamos
polinomios de Bernstein, es desarrollando la igualdad

1=(t+(1-t)".

Si desarrollamos la potencia con el binomio de Newton, resulta:

1=Zn:( 7;‘ )t"(l—t)“.

1=0

14



ETS de

Ingenieros
Industriales

Apuntes de Complementos Mateméticos M

Llamamos
B{‘(t):( Z‘ )ﬁ‘(1—t)"‘i.
Son n + 1 polinomios, que ademas son linealmente independientes.

Proposicion 1. Los polinomios de Bernstein son una base del espacio vec-
torial de los polinomios de grado menos o igual que n.

Demostracion. Sabemos que

Bg(t):(l—t)":l—( Tf )t+( ;‘ )t2+...+(—1)"t",

By (t)=nt(1-t)"" =nt(By(t))

:nt(l—( nil )t+( n;l )t2+...+(—1)"1t"‘1),

By (1= "D g gy D (g )

:—n(nQ_l)t2(1—( nIQ t+( ”;2 )t2+...+(—1)"_2t"2),

B (1) =( ? )ti(1—t)"‘i =( T; B (1)

Por eso, escribiendo la matriz de los coeficientes respecto a la base canénica
2
{1,t,t2,...,t"} es

O e
—_

Y

Es una matriz triangular y el producto de los elementos de la diagonal es
distinto de 0. Por eso, los polinomios que tienen estas coordenadas respecto
a la base candnica de los polinomios son linealmente independientes. Pero

estos polinomios son los polinomios de Bernstein.
O

15
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2.2. Curvas de Bézier

Observamos que si tenemos una curva polinémica, expresada a partir de
los polinomios de Bernstein, nos basta con dar sus coordenadas {b!'}, por
lo que la curva estd definida de forma tinica por estos puntos, que llamamos
poligono de control.

Muchas veces, técnicamente, las curvas de Bézier suele hacer referencia al
sistema desarrollado por el algoritmo de De Casteljau para el diseno industrial
de curvas. Nosotros vamos a llamar curvas de Bézier a las curvas dadas
por la expresién

x(t) =) biB(t),te[0,1]
i=0
si B! (t) son los polinomios de Bernstein y {b!'} es el poliogono de control.

Ejemplo 11. La curva dada por
x(t) = (1,1) By (t) + (0,2) B (t) + (2,-1) B3 (t) + (0,-3) B3 (1)

es una curva de Bézier, con poligono de control {(1,1),(0,2),(2,-1) (0,-3)}.
Si desarrollamos los polinomios de Bernstein, podemos escribirla como

x() =(1,1)( g )to(l—t)3+(0,2)( ’ )t1(1—t)2

+(2,—1)( . )t2(1—t)1+(o,—3)( ; )t3(1—t)0

= (1,1) (1-1)>+(0,2)3t (1= t)* + (2,-1)3t* (1 - t) + (0,-3) £

) (—t+1)>+ 682 (=t +1), '
BB (1) 6t (<t + 1) =32 (-t +1) )

Ejemplo 12. Vamos a escribir la curva x(t) = (t2+¢-2,¢3-8) con t € [0,1]
como una curva de Bézier.

El grado maximo de los polinomios que forman las componentes es 3,
entonces se puede escribir como una curva de Bézier a partir de los polinomios
de Bernstein de grado 3.

x(1) = YbiB! (1)

= bQBg (t) + blBig’ (t) + bgBS (t) + bng (t)

16
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:bo( g )to(l—t)3+b1( )tl(l—t)2

+b2( ;’ )t2(1—t)l+b3( S )t3(1—t)°

= by (1-1)° + b3t (1 -1)* +by3t? (1 - )" + byt®.

W = W

Si llamamos b; = (b}, b?), entonces

1771

x (1) = (w0, 50) (1= 1) + (w1,41) 38" (1 =1)" + (w2, 42) 3 (1 = £)" + (w3, y3) 1°
_ To — 3[L‘0t + 3[L‘0t2 - ZL‘Qt?’ + 3tl‘1 - 6t21L‘1 + 3t3l‘1 + 3t21L‘2 - 3t3{L‘2 + t?’{L'g, !
B Yo — 3y0t + 3y0t2 - y0t3 + 3ty01 - 6t2’y1 + 3t3y1 + 3t2y2 - 3t3’y2 + t3y3

[ wo+ (=3xo+3x1) t+ (3wg — 621 + 3x2) t2 + (—wo + w1 — 3wy + x3) 3, !
Yo + (=3yo + 3y1) t + (3yo — 6y + 3y2) 2 + (=yo + 3y1 — 3y + y3) t3
=(t* +t-2,t3-8).

Igualando la segunda componente, obtenemos:
Yo+ (=3yo + 3y1) t + (3yo — 6y1 + 3y2) 17 + (—yo + 3y1 — Bya + y3) t° = 1* - 8,
lo que implica

Yo = =8,
=3Yo +3y1 =0 = y1 = yo = -8,
3yo— 6y1 +3y2 =0 => 1o = —yo + 2y; =8 +2(-8) = -8,
—Yo+3y1—3y2+ys=1=ys=1+yo -3y + 3y = -T7.

De la misma forma, con la primera componente, tenemos:

zo+ (=370 + 371) t + (3wp — 621 + 339) 12 + (=10 + 311 — 3wy + 23) 13 =17 +1 - 2.
Se deduce:

To = —2,
—31‘0+3$1=1:>3ZL‘1=1—6=—5=>£E1=—§,
3T9g—-6x1+3r9=1=329=1-320 + 6213
= 1+6+6-(—§) =-3=129=-1,
X9 +3x1 -39+ x3=0=—=23=0+29— 371 + 329

:_2—3-(—§)+3(—1):o.

17
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Entonces, se puede escribir:
x(t) = (2 +t-2,t>-8) =boBj (t) + b1 B} (t) + by B3 (1) + b3 B3 (t)
~ (-2,-8) B (1) + (3. -8) B () + (-1,-8) BY (1) + (0.-D) B ().

La grafica es:

-2 -1.5 -1 -05 0

Observacién 2. Una curva de Bézier verifica x(0) = b, x(1) =b,,.
La expresion de una curva de Bézier es

X (t) = 2@3;1 ).

Sabemos que
B! (t) = ( ZL )ti(l—t)n_i.
Por eso, para i +0,n, yte[0,1], es:

B (0) = B (1) = 0.

18
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Ademas:

n

Br0-( ) ea-o-a-0n B -1 B0
B;;(t):( Z )t"(l—t)ozt", Br(0)=0, B"(1)=1.
Por eso:

% (0) = gbiBi" (0) = b,

x(1) = Y biBY (1) = b,

Observacién 3. Las curvas de Bézier son invariantes bajo transformaciones
afines, es decir, si f es una transformacion afin entonces:

r(Spmro)-Srmono.
Si f es una transformacidn afin, entonces f(x) = Ax +b. Asi:
f (210@-3;1 (t)) _ AibiBi" (1) +b :2AbiB;‘ (1) + 2103; (t)
= (Aby+b) B (1) = 32 (b)) B (1)

Observacion 4. Una curva de Bézier x (t) = Y.i-y b; B (t) permanece dentro
de la envoltura convexa del poligono de control, sit € [0,1].

El poligono de control es {bg,by,...,b,}. La envoltura convexa son los
puntos de la forma

Z)\Zbl, con Z)\Z = 1, )\Z >0.
i=0 i=0
Por otro lado, para t € [0,1] fijo es
n _ n ) _g\n—t S n —
B! (t)—( ; )t (1-t)"" >0, ;BZ (t) =1.

Por eso, Yirob; B! (t) estd en la envoltura conveza de {bg,by,...,b,}.
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Observaciéon 5. Simetria de las curvas de Bézier: La imagen de una curva
de Bézier con poligono de control {by,...,b,} coincide con la de la curva
que tiene el poligono de control invertido, es decir, {b,,...,bg}.

Tenemos que ver que cualquier punto de Cy, curva de Bézier con poligono
de control {by,...,b,} esd en Cy, que es la curva que tiene el poligono de
control {b,,...,bo}. Llamamos, para esta sequnda curva, a; = b,_; y asi,
el poligono de control es {ay, ..., a,}. Supongamos que (to, Y.io b; B (t9)) es
un punto de Cy, con ty€[0,1]. Entonces:

Zn:bZB? (tO) = zn:bl( 7; )té(l_to)n—i
Zn: z( 7; )(l—tl)i(l_(l_tl))nz

S n—i S n T yn—j
;)bl( )(1 t) ¢ :;)bi(n_l.)(l—tl) £
S b (1-

=0

tl Z bn,]B‘;L (tl) = Z;]a]BJn (tl) 5
j=0 =

.

sity =1—tge[0,1]. Pero este punto estd en Cy para t =t1. Por eso, es un
punto de Cy.
El reciproco se demuestra igual.

Observacién 6. Una curva de Bézier es tangente al poligono de control en
los extremos del mismo.
La curva de Bézier con poligono de control {bg,...,b,} es

b(t)= Y By ().

Hay que demostrar que b’ (0) es paralelo a by —bg y que b’ (1) es paralelo a
b, -b,_1.
Para el primer caso, tenemos

n—1
b’ (0) = Z ’I’LAbZBZn_l (O) = nAboBg_l (0) =N (b1 - b(]) s

i=0
utilizando el resultado del ejercicio 60 y que B (0) =1,B"(0) =0 para i # 0.

Para demostrar que b’ (1) es paralelo a b, — b,_1, repetimos el proceso
anterior, utilizando que B (1) =1,B!(1) =1 para i # 0:

n—1
b’ (1) = ¥ nAb,BI (£) = nAb, 1 BI71 (0) = n (b, ~b,1),

i=0
quedando asi demostrada esta propiedad.
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Ejemplo 13. Vamos a escribir la curva x(t) = (12 +¢-2,¢3-8) con t € [0,1]
como una curva de Bézier utilizando estas propiedades, como hicimos en el
ejemplo 12. Podemos calcular los puntos de control como:

bg = X(O) = (_27_8)7
b3 = X(l) = (07_7)7
%' (0) = 3 (by - by) —> by = %X'(0)+b0 _ (% —2,—8)

- bl = (_27_8) )

1
x’ (]_) =3 (b3 - bg) — b2 = b3 - gX’ (]_) = (—1, —8) .
El resultado es el mismo que en el ejemplo citado. (-]

Ejemplo 14. Vamos a calcular la curva de Bézier cuyo poligono de control

€s (_172)7 (071)7 (171)7 (17_1)7 (275)
El poligono es

by =(-1,2), by =(0,1), by =(1,1), b3 =(1,-1), by =(2,5).

Entonces la curva de Bézier cumple

x(1) = Y b.BL (1),

para los polinomios de Bernstein

4

By(t):( 7;‘ )tiu—t)"—", Bf(t):( ,L. )ti(1—t)4—i.

Entonces la curva de Bézier es

x(£) = (-1,2) B (£) + (0, 1) B (£) + (1,1

=(_1,2)( 3 )t0(1—t)4+(0,1)(

By (t) + (1,-1)Bs (t) +(2,5)B; (1)

)t1(1—t)3+(1,1)( , )t2(1—t)2

[ S N

+(1,—1)( ;1 )t3(1—t)1+(2,5)( i )t4(1—t)0

= (-1,2) (1-)* + (0, 1)4t" (1 -1)* + (1,1)6t> (1 - t)*
+(1,-1)483 (1-t)" + (2,5)t*
= (=1 +4t -4t + 3¢, 2 - 4t + 6> - 1263 + 13¢*) .
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La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

3. Curva regular. Primeras definiciones y re-
sultados.

Vamos a considerar curvas dadas por x: [ ¢ R — R”, donde la funcion
x es al menos diferenciable una vez (aunque a veces vamos a pedir que sea
diferenciable més de una vez). En general, vamos a considerar curvas en R?
o en R3.

Definicién 7. Los puntos singulares de la curva son aquellos donde
x'(t) = 0 y los puntos regulares son los puntos que no son singulares. La
curva sin puntos singulares se llama curva regular.

Ejemplo 15. Vamos a ver que las ecuaciones paramétricas
x(t) =t*cost, y(t)= sent.

definen una curva regular.

Para que sea una curva regular debe cumplirse que la funcién sea diferen-
ciable y que no tenga puntos singulares. Es una funcion diferenciable, porque
las componente son derivables, al ser producto de funciones trignométricas
con polinomios. Serd regular si

(" (1), y" (1)) # (0,0).
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Al resolver el sistema:

x'(t) =2tcost —t% sent =0,
y' (t) =cost =0,

de la segunda ecuacién se deduce que

t=z+l€7r,
2

para k € Z. Sustituyendo en la primera, tenemos

2
2(z+k:7r)cos(z+k7r)—(z+k:7r) sen (E+k:7r)
2 2 2 2

EfT 2
ZO—(_l) (5'*‘](?71’) + 0.
Por eso, es una curva regular. o

Ejemplo 16. Vamos a estudiar si la curva x : [0,1] - R3 definida por
x (t) = (t,13,cost) tiene todos sus puntos regulares.
Como x'(t) +(0,0,0) para todo t:

x'(t) = (1,3752,— sent) #(0,0,0),
todos los puntos de la curva son regulares. (-]

Un vector tangente a una curva en un punto regular x (o) es el vector
x’ (to). Esto da lugar a las siguientes definiciones.

Definicién 8. Para una curva reqular dada por la parametrizacion x : I c
R — R, el vector derivada en el punto x(ty) es el vector x'(tg) .

Definicién 9. La recta tangente a la curva es la recta que pasa por x (to)
y tiene a X' (tg) como vector director. Su ecuacion es

r(t) =x(to) +x'(to) (¢t - to).
Definicién 10. Definimos el vector tangente a una curva como el vector

derivada unitario, es decir, como el vector

X))
= eon

Segun las definiciones anteriores, en los puntos singulares no existe recta
tangente. Como en esta asignatura vamos a trabajar con curvas regulares,
podemos asegurar que siempre tenemos vector tangente y recta tangente.
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Ejemplo 17. Encontremos el vector derivada y la recta tangente, en ¢ = 0,
a la curva de ecuaciones paramétricas

x(t) =t*cost, y(t)= sent,
que vimos en el ejemplo anterior. Sabemos que
x' (t) = (2t cost —t* sent,cost), x' (0) = (0,1).

Ademas, x (0) = (0,0). Por tanto, la recta tangente en ecuaciones paramétri-

cas es, para A € R:
(z,9)=(0,0) +A(0,1).

El vector tangente es

_ (2tcost—-1? sent,cost)

Ve | (2t cost —t% sent,cost) |
1

(2t cost —t? sent, cost) .

\/(Zt cost —t2 sent)” + (cost)’
-]

Ejemplo 18. Vamos a calcular el angulo que forman los vectores derivada
a la curva x(t) = (at, bt?,t3) con el vector v = (1,0,1), si 2b% = 3a.
Primero determinamos el vector derivada a la curva en un punto x (),
que es
x' (t) = (a,20t,3t%).
Ahora determinamos el coseno del dngulo € que forman a partir del producto
escalar. Sabemos que:

v-x'(t) = (1,0,1)-(a,2bt,3t*) = a+ 3t2,
v-x'(t) = |[v| |x' (t)] cos @ = V1 + 1V a2 + 4b%2 + 9t* cos 6.

Igualando ambas expresiones, tenemos:

p a+ 3t2 a + 3t2
COSU = =
V2vVa2 + 40242 + 94 /2 a2 + 6at2 + 9tt
a + 3t2 1

i@y V2

Por eso, todos los vectores derivada forman un angulo constante con la curva,
_
que es 0 = 7. (-]
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Ejemplo 19. La curva de R? dada por

- (el T) o 3)

para t € [0,27) se llama curva de Bernoulli. Con Maxima podemos represen-
tarla con la sentencia
>> load(draw)$
draw2d (parametric(2*cos(t-%pi/2),
sin( 2x(t-%pi/2)),t , 0, 2*%pi),
nticks=400,xrange = [-3,3],yrange = [-3,3]);
Su gréfica es

(K\\X/ /ﬁ\

\ \/

Observamos que en (0,0) tiene dos posibles vectores derivada. Veamos
para qué valores de t es x(t) = (0,0):

1o (-3) e o 5)-
@cos(t—g) = 0, sen (Q(t—g)) -0

—t=km, kelZ.

Como debe ser t € [0,27), en este caso es
x (0) =x(m) =(0,0).
Observamos que
x'(t) = (—2 sen (t— z) ,2cos (2 (t— z))),
2 2
x' (0) = (27_2)7 x' (7T) = (_27_2) :

La situacion se representa en la siguiente figura:
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En este ejemplo, hemos visto que en (0,0) la curva tiene dos vectores
derivadas, implicando vectores tangentes con sentidos distintos. ; Contradice
este resultado la definicién de curva regular? (-]

La respuesta a la pregunta planteada en el ejemplo es no. Observamos
que los vectores derivada (y, por tanto, las rectas tangentes) a la curva en
t =0, t = no coinciden, porque la curva pasa dos veces por el mismo punto.
Esto da lugar a una nueva definicion.

Definicién 11. Decimos que P es un punto maltiple de una curva dada
por la funcion x : I ¢ R — R”™ si existen dos valores de t, que llamamos ty,
t1 con

P ZX(tQ)ZX(tl).

Ejemplo 20. Determinemos si la curva dada por
x (t) = (1,¢% - 2t,2t?)

tiene puntos multiples.
Tiene puntos multiples si y sélo si existen ty y t; niimeros reales tales que

(1,68 - 2t0,2t3) = (1,15 - 244, 217) .

La primera coordenada coincide siempre. La tercera coordenada es igual si
y s6lo si tg = +t1. Asi que para analizar si la segunda componente también
es igual sélo consideramos como posibles valores de ty los dados por +t;. Por
ultimo, la segunda coordenada es igual si y sélo si

13— 2tg =12 — 2t =13 - 2t

<~ ty=17.
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Por eso, la curva no tiene puntos multiples. Su grafica es

3.1. Longitud de arco

En los apartados anteriores hemos comprendido qué es una curva y hemos
visto que con la misma representacién grafica de la curva (es decir, la misma
traza) podemos tener expresiones distintas que describan la curva, es decir,
de modo que se recorra a distinta velocidad.

A continuaciéon vamos a introducir una nueva “variable”, que llamamos
s(t) y que es la longitud del arco de curva entre un punto P de la curva,
que corresponde a t = a y otro cualquiera Q, correspondiente a t =b, a,b € R.
Intuitivamente podemos pensar que si “estiramos” la curva hasta que sea
una recta, es la distancia euclidea entre los transformados de los puntos P y
Q. Esto tiene un significado geométrico claro.

Esta longitud es independiente de las ecuaciones con las que describimos
la curva, y en general no coincide con la distancia euclidea entre los puntos
P y Q situados en la curva.

Ejemplo 21. Si consideramos la circunferencia centrada en (0,0) y de radio
1, la distancia entre los puntos (1,0) y (=1,0), que pertenecen a esta curva es,
obviamente, 2. Sin embargo si consideramos la longitud de la circunferencia
entre estos dos puntos es 7, ya que son puntos diametralemnte opuestos y el
arco entre ambos es una semicircunferencia.

La idea que queremos desarrollar y formalizar ahora es como podemos
encontrar unas nuevas ecuaciones de la curva teniendo en cuenta esta variable,
de tal forma que la longitud de la curva recorrida entre los instantes a y
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b sea justo b - a. Esto va a simplificar mucho algunos calculos. Y ademads
veremos que reparametrizando la curva con la longitud de arco la velocidad
de la parametrizacién (es decir, ||x’ (t)|) va a ser 1, como mostraremos en este
apartado. Si quiere consultar una demostraciéon completa de estos resultados,
puede consultar Notas de Geometria diferencial con aplicaciones (A. Valdés,
2014).

Definicién 12. Sea C' una curva definida por x: I c R —R". Un arco de
curva es la parte de la curva dada por x(t) donde t € [a,b]. Es decir, es
x:[a,b] c I c R —R". Denotamos con 7y a los arcos de curva.

Podemos dividir el intervalo [a, b] en subintervalos eligiendo una particién
o ={a="1ty,t ...ty = b}. Determinamos la linea poligonal que definen los
puntos (¢;,x(¢;)) para i = 0,---,m. Dicha linea poligonal aproxima a C' en
[a,b] y tiene longitud

L(o) = i I (t) - % (ti1))]

Esta situacion se representa en la siguiente figura. Se han representado en
trazo negro continuo el arco de curva 7, y en rojo la poligonal. Se ha indicado
un punto aleatorio (¢;,x(¢;)). Para esta particién particular, n = 8.

Denotamos al conjunto de las particiones de v como P[a,b]. Intuitiva-
mente observamos que si hacemos que el didmetro de la particién sea muy
pequeno, la longitud de la linea poligonal va a coincidir practicamente con
la longitud del arco de curva.

Vamos a aceptar como valido que si la funcién x es diferenciable y la
diferencial es continua, entonces el conjunto

{L(0):0¢€ Pla,b]}
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estd acotado. Cuando este conjunto estd acotado, se dice que la curva es
rectificable. En ese caso, la longitud del arco es

L(x)=sup{L(c):0€ Pla,b]}.

Teorema 13. Dado un arco de una curva x diferenciable regular, delimitado
por los puntost=a yt=>5, a,be R, se tiene que su longitud es

L= [0l

No vamos a demostrar este resultado, pero si lo desea, puede consultar
su demostracion en el documento Notas de Geometria Diferencial con apli-
caciones de Antonio Valdés (2014).

Ejemplo 22. Vamos a calcular la longitud de una semicircunferencia de
radio r y centrada en (0,0), de ecuacién

x (t) = (rcost,r sent)
para t € [0,7]. Sabemos que
x'(t) = (-r sent,rcost),

lo que implica que

[x' ()] = \/(—'r’ sent)2 +(r cost)2 =7

Entonces - -
L= f |x" (t)| dt = f rdt = rt|y =rm.
0 0

Este resultado coincide con el conocido sobre que la longitud de una circun-
ferencia es 27r. -]

Definicién 14. La longitud del arco de una curva es la funcion s : I — R
definida, para ty € I, por

s = [ 1% @) du.

La expresion anterior nos dice la longitud del arco de curva comprendido
entre los puntos correspondientes a un instante inicial fy y un instante t,
teniendo en cuenta que es negativa si t < ty y positiva si t > . Intuitivamente,
por su significado geométrico, entendemos que es una funcién creciente. Se
puede demostrar que lo es, asi como que es una funcién continua y con inversa
continua, pero no lo vamos a hacer aqui.
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Definiciéon 15. Decimos que una curva dada por x: I ¢ R —R? estd pa-
rametrizada por la longitud de arco si 1= |x'(s)|, lo que quiere decir
que estda recorrida con velocidad 1 o que

s(t) =t—tq.

A veces también se llama parametrizacién natural a la parametrizacién
con la longitud de arco. Trabajar con curvas parametrizadas por la longitud
de arco simplifica mucho el calculo de elementos de la curva, como veremos
en el capitulo siguiente, al estar libres de cambios con origen en un cambio de
velocidad. Ademads, todas las curvas regulares se pueden reparametrizar por
la longitud de arco. Si tenemos dos curvas x: I cR — R? y: Jc R — R?
son reparametrizaciones una de la otra si existe una funcién f: I - J que
es continua y derivable y tiene inversa continua y derivable, tal que

Xx=yof.

Ademas, se cumple

Y (t)=(xo f) (1) =x"(f (1)) f'(1).

Asi, si una curva es regular, su parametrizacién también lo es y ademads,
a partir de esta ecuacién, observamos que la nueva curva se recorre a una
velocidad que es la de la primera, pero escalada por f’(t).

Ejemplo 23. Sea C la curva dada por x(t) = (tgt,cost) para t € (0,).
Vamos a encontrar las nuevas ecuaciones si se efectiia el cambio de parametro
s=tgt.

Como s =tgt, entonces t = arctg s y su derivada es t' = 1+132 # 0 para todo
s. Por eso, es un cambio admisible de pardmetro. En (0, 7) resulta

1 1
cost = =

L+t \/1+tg2t

Por eso, haciendo el cambio de parametro, resulta

y (s) = (tg(arctgs), L ) = (s, ! )
V1 +tg? (arctg s) V1+ 82
-]

Si tenemos una parametrizacién x: [ ¢ R — R? de una curva C' y como
la longitud de arco s(t) es una funcién creciente, continua y derivable, y
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con inversa continua y derivable, a partir de su inversa, definimos una nueva
parametrizacién y : J = s71 (I) c R — R2, con

J=s(1), y(s)=y(t(s)),

o
xN Ly

RQ

En este caso, aplicando la regla de la cadena, la expresion de la derivada de la
funcion inversa y la definicién de longitud de arco y de su derivada, tenemos

y (1) = (xo57) (1) = (7 (1) () (0)
(-1 1
= (7 0) 5w
X (s (1)
| (s @I
Por eso,
ly" ()] =1

y ahora la curva estd parametrizada por la longitud de arco.

Ejemplo 24. Sea C la hélice dada, para las constantes a,b € R, por la
ecuacion
x (t) = (acost,a sent,bt) .

Vamos a parametrizarla por la longitud de arco.
La longitud de arco es

¢ t
s(t) = f |x" (¢)] dt = / Va2 + b2dt = Va2 + b2,
0 0
porque
x' (t) = (-a sent,acost,b),

Ix" ()] = \/(—a sent)” + (acost)’ + b2 = Va2 + b2.

Entonces s

va? +b?

y la curva queda

X(s)—(acos;asen > bs )
Va2 + b2’ Va2 + 02 a2+ 2]

31



Apuntes de Complementos Matematicos

No es sencillo parametrizar una curva por la longitud de arco y en muchos
casos es practicamente imposible. Pero sabemos que esta parametrizacién
existe siempre y esto nos va a ayudar a simplificar calculos. En general, para
simplificar notacion, cuando el parametro de una curva sea s, implicitamente
estaremos admitiendo que la curva estd parametrizada por la longitud de
arco. En otro caso, el pardmetro sera t.

Para curvas parametrizadas por la longitud de arco, dadas por x(s),el
vector tangente es directamente el vector derivada, es decir:

t(s) =x'(s).

Ejemplo 25. Calculemos la longitud de un paso de hélice circular de ecua-
ciones x (t) = (cost, sent,3t).
Tenemos que
x' (t) = (- sent,cost,3).

Un paso de hélice es la porcién de curva comprendida entre los valores ¢; y
t1 + 2. Por eso, en este caso, tenemos:

27 27
I= f v sen2t + cos?t + 32dt = f V' 10dt = 2+/107.
0 0

Ejemplo 26. Las ecuaciones paramétricas, para r > 0,
x(t) = (rt—r sent,r —rcost).

corresponden a una cicloide, para t € R. Vamos a determinar la longitud de
arco de la cicloide para un ciclo completo (para t € [0,27]) y a parametrizar
la cicloide por la longitud de arco, para t € [0,7].

Comenzamos determinando la longitud de arco. Sabemos que es una curva
regular si t # 2km para k€ Z y que

x'(t) = (r—rcost,r sent) = (r (1 —-cost),r sent),

Ix' ()] = \/7“2 (1-cost)” +72 sen?t = /1 +cos?t — 2cost + sen 2t

t t
=rV2-2cost=r\/2(1-cost) =r\/4 sen2§ =2r seng‘,
porque
t t t t
cost=cos®’— — sen’==1-2sen’—- = 2sen’?= =1 - cost.
2 2 2 2
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Su longitud de arco, para t € [0,27] estd dada por

2 2m
L(x)= f V2 -2costdt = f 2r
0 0

t ™
=8 [-cos =
T( COSQ)

Para parametrizar por la longitud de arco, hacemos
t t
s(t) = f V2 - 2costdt = r[ 2 Sl o
0 0
t t
=4r (—0055 - (—COSO)) =4r (1 —COS§) .

t ™
sen—‘dt=2[ 2r senzdt
2 0 2

=8r(—cosg—(—0050)) =8r(0+1)=238r.

0

t t

dt = 4r (—cos E)
2

0

Entonces

t= 2arccos(1 - i)
4r

y la curva esta parametrizada por el arco si hacemos

x(t) = (2rarccos (1 - i) — 7 sen (Qarccos(l - i)) , 7 — 1T COS (2arccos (1 - i)))
4r Ar 1

= (2rarccos (1 - i) -7 sen (2arccos(1 - i)) ,T (1 — Cos (2arccos(1 - i))))
4dr 4r 4r

Observamos que por las razones del angulo doble, es:

sen (2arccos(1 - i)) =2 sen (arccos(l - i))cos (arccos(l - i))
4r 4r 4r
=2(1—i) sen (arccos(l—i)),
4r 4r
s 2 5 9 s
cos|2arccos|1-—)])=cos*larccos|{1-—]]—- sen“|arccos|1l - —
4r 4r 4r
s \? s
( 47“) sen“ | arc cos ™

Por otro lado, observamos que sen (arccosz) = V1 — 22 porque

sen (arccosx) =y <= sen? (arccosz) = y? <= 1 - cos?® (arccos z) = y*
<= cos®(arccosr) =1 -y? <= 22 =1-y°
<:>y2:1—x2<:>y:\/1——:132
< sen (arccosz) =y = V1 - 22
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Entonces

sen (2arccos(1—i)) =2(1—i) sen (arccos(l—i))
4r 4r 4r
2
i E W03
4r 4r
s 9 S 9 S
cos|2arccos|{1—-—])=cos“|larccos|{l—-—])- sen“|arccos|1l - —
4r 4r 4r

2 2 2
=(1—i) —1+(1—i) =2(1—i) 1
4r 4r 4r
Y podemos concluir:

() pnfi=2) (i)
I (R Ay W TR 3
:(2rarCCOS(1—%)—2T(1_4_i) 1_(1_5)2’2T(1_(1_4_i)2))

- ((is - 7’) V/8rs — 2 arc cos (—% (s-— 4r)) ’_8%“ (52 _ Srs)) .

Cuando trabajemos con una curva parametrizada por la longitud de arco
escribiremos

x(s) = (2(s),y(s),2(s)),
donde s es el parametro longitud de arco, esto mismo con dos componentes
para curvas planas. Recordamos que, en general, si la variable es s nos va-
mos a referir a curvas parametrizadas por la longitud de arco, aunque no lo

indiquemos entonces. Y si la variable es t a curvas no parametrizadas por la
longitud de arco.

El vector tangente para una curva parametrizada por el arco, que llama-
remos t (s), verifica:

t(s) =x"(s) = (¢'(s),4'(s),2" (s)).

Por tanto, t (s) es un vector unitario.
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