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1

Estimacion analitica

1.1 Vision general de los problemas de estimacion

El disefio de un estimador consiste en construir una funcién real que, a partir del valor
de unas determinadas variables de observacidn, proporcione predicciones acerca de
una variable (o vector) objetivo. A modo de ejemplo, considérese la produccion de
energia en una planta nuclear. Con el fin de maximizar el beneficio de explotacién
resulta muy deseable adecuar la generacidn de energia a la demanda real, ya que la
capacidad de almacenamiento de la energia no consumida es muy limitada. Obvia-
mente, la demanda energética estd muy relacionada con determinados factores, tales
como la hora del dia, la época del afio, la temperatura actual, etc. Por lo tanto, en este
contexto estd muy generalizado el disefio de modelos de estimacién que, a partir de
variables de fécil acceso, proporcionan predicciones sobre el consumo energético.

La Figura 1.1 representa el proceso completo de un sistema de estimacién. Ha-
bitualmente, el resultado de la estimacion lleva aparejada una cierta actuacién (por
ejemplo, generar una determinada cantidad de energia), y los errores en que se in-
curre al realizar la estimacién acarrean determinadas penalizaciones. En este sen-
tido, el objetivo perseguido en el disefio de un estimador suele ser la minimizacién
de dicha penalizacién (o la maximizacién de un beneficio) cuando el estimador se
utiliza repetidas veces.

X (Con S Escenario de
Sensor HES“mad” AC‘““”}'-? actuacion

Observacion Estimacion Accion

7 Entorno de
», observacion -

Fig. 1.1. Diagrama de bloques de un sistema de estimacion.
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1 Estimacion analitica

Introducimos a continuacién la notacién que utilizaremos a lo largo del presente

capitulo de estimacion:

Denotaremos el valor real de la variable a estimar como s o .S, dependiendo
de que dicha variable tenga caricter determinista o aleatorio. Si se trata de la
estimacion de un vector, se denotard como s 0 S.

Incluiremos en un vector aleatorio X todas aquellas observaciones que represen-
tan la informacidn utilizada para cada aplicacion concreta del estimador, recogida
a través de sensores que exploran el escenario 16gico (e.g., dia del afio) y/o fisico
(e.g., medida de temperatura) en que se lleva a cabo el proceso de estimacion.
Notese que el vector de observaciones tiene siempre caracter aleatorio, indepen-
dientemente del caracter de la variable a estimar. Notese también que para que la
tarea de estimacion de s 0 S a partir de X tenga sentido, es necesario que exista
alguna relacion estadistica entre ellos.

El médulo de estimacién implementa una funcién de salida real, S=7f (X),
siendo f(-) la funcién de estimacién. Es habitual referirse a dicha funcién sim-
plemente como estimador, y a su salida como estimacion. Una caracteristica fun-
damental del estimador es el cardcter determinista de la funcién f(-), es decir,
para un valor dado x el estimador proporcionard siempre la misma salida. No
obstante lo anterior, cuando el argumento de la funcién es un vector aleatorio,
la salida del estimador es una variable aleatoria independientemente de que la
variable a estimar sea aleatoria o determinista, y por lo tanto la denotaremos con
letra mayuscula.

El médulo actuador llevara a cabo unas u otras actuaciones en funcién del re-
sultado del proceso de estimacion, actuando sobre su entorno. Dado que es de
esperar que el estimador incurra en un determinado error en cada aplicacion,
la actuacién serd sub6ptima (i.e., diferente a la que se habria llevado a cabo de
conocer de forma exacta el valor de s 0 .5), lo que acarreard un determinado coste
(o, alternativamente, un beneficio que conviene maximizar).

Conviene indicar, por dltimo, que en ocasiones el contexto sugerird cambiar la

notacion, empleando otros nombres para denotar la variable objetivo y/o las obser-

vaciones. Un primer ejemplo de esto se tiene en el Ejemplo 1.1 descrito més abajo.

1.1.1 Estimadores de parametro determinista y de variable aleatoria

En la exposicién previa se ha mencionado que la variable a estimar puede tener

caracter determinista o aleatorio. Dicha diferencia no es trivial y tiene importantes
consecuencias tanto en el disefio de los correspondientes estimadores, como en la
evaluacion de sus prestaciones. Por este motivo, una de las primeras reflexiones que

han de hacerse a la hora de resolver un problema de estimacién es precisamente

acerca del caracter aleatorio o determinista de la variable a estimar.

A modo de ejemplo se describen en esta subseccién dos casos de estimacion,

cada uno de ellos correspondiente a un tipo diferente de variable a estimar.
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Example 1.1 (Estimacion de pardmetro determinista). Se desea transmitir informa-
cién a través de un canal de comunicaciones que introduce ruido blanco y gaus-
siano, con media nula y varianza desconocida. Para disponer de una caracterizacién
mds completa de dicho canal se desea disefiar un estimador de la varianza del ruido
basado en la observacién de [ observaciones independientes del mismo. En este caso,
que serd resuelto mds adelante, la variable a estimar v es determinista, pero puede ob-
servarse que el conjunto de observaciones para la estimacién X es un vector aleatorio
(son muestras de ruido gaussiano) cuya distribucion depende del valor de la varianza.
Por tanto, el objetivo serd construir una funcién de la forma

siendo X = [X(M x®) x®)

Resulta obvio que el conjunto de observaciones permite extraer informacion ac-
erca del valor real de v. Asi, por ejemplo, y dado que la media del ruido es nula, el
estimador deberia proporcionar valores mayores cuanto mayores fuesen los valores
absolutos de las muestras de ruido observadas.

Example 1.2 (Estimacion de variable aleatoria). Considérese la tasacion de bienes
inmuebles. Se desea conocer el precio de mercado S de una vivienda de 3 dormi-
torios situada en la zona centro de Leganés. Una empresa tasadora conoce a priori
que la distribucién de los precios de mercado de los inmuebles de ese tipo sigue una
determinada distribucion probabilistica (es decir, se conoce la distribucion de pre-
cios ps(s)). No obstante, si se desea una estimaciéon mds precisa, podria construirse
un estimador que tuviese ademds en cuenta el nimero de metros cuadrados de la
vivienda y de su garaje asociado, distancia de dicha vivienda a la Universidad Carlos
IIT de Madrid, horas de sol que recibe la vivienda, etc. Dichos datos componen un
vector de observaciones X correlacionado con el precio de la vivienda, y por tanto
pueden ser utilizados para construir una funcién de estimacion del precio de la forma

§=f(X)

siendo X = [m? de la vivienda, distancia a UC3M en metros, . .. ].

Notese que un modelado conjunto de las observaciones y la variable a estimar re-
querirfa conocer px s (X, s), y que tanto esta probabilidad conjunta como la marginal
de la variable aleatoria S no pueden ser definidas para el caso en que la variable a
estimar tiene cardcter determinista. Este es el rasgo diferenciador fundamental de
ambos tipos de problemas de estimacion, y la causa de los diferentes planteamientos
que para ellos habran de realizarse en el capitulo.

1.1.2 Estimacion analitica y maquina

El disefio de un estimador debe tener en cuenta la relacién que existe entre la vari-
able que se desea estimar y las observaciones que se utilizardn como argumento de
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entrada del estimador. Segtin como venga dada dicha informacidén, consideraremos
dos familias principales de procedimientos de disefio:

e Meétodos analiticos: se basan en la disponibilidad de cierta informacién estadis-
tica que relaciona observaciones y valor a estimar. El tipo de informacién re-
querida para el disefio del estimador varia en funcién de cudl sea el tipo de es-
timador que se desea construir (por ejemplo, segin sea el criterio de disefio).
En general, esta aproximacion analitica resulta posible cuando la naturaleza del
problema hace posible determinar un modelo probabilistico de las variables in-
volucradas.

e Meétodos maquina: se basan en la disponibilidad de un conjunto etiquetado de
datos de entrenamiento, i.e., un conjunto de pares {x(*), s(¥)}! _ Este conjunto
de datos proporciona informacion acerca de cudl seria la salida deseada del sis-
tema para diferentes valores de las observaciones de entrada. De esta manera,
resulta posible partir de una forma paramétrica para la funcién de estimacion
f(-), y ajustar los valores de los pardmetros de manera que el comportamiento
del estimador en los datos de entrenamiento sea el deseado. Nétese, no obstante,
que el objetivo del estimador construido es que sea capaz de proporcionar esti-
maciones acertadas cuando sea aplicado a nuevos datos no vistos durante el en-
trenamiento. A esta propiedad se la conoce como capacidad de generaralizacion
del estimador.

Finalmente, conviene mencionar que existe una tercera via en la que el conjunto
de datos de entrenamiento se utiliza para estimar la informacién probabilistica nece-
saria para un disefio de tipo analitico. A este tipo de procedimientos se los conoce
como métodos semianaliticos.

En lo que resta de capitulo se considerardn técnicas para el disefio analitico y
madquina de estimadores. En primer lugar, se presentan los conceptos fundamentales
para un disefio analitico ptimo, prestando una especial atencién a los modelos de
estimacion lineales en sus pardmetros, y al imporante caso en que las variables in-
volucradas tienen caracter gaussiano. Presentaremos, ademads, criterios que permiten
evaluar ciertas propiedades de los estimadores. La parte final del capitulo considera
algunas técnicas importantes para el disefio maquina de estimadores, contexto en el
que se presentardn algunos conceptos como los modelos semilineales y las técnicas
de validacién cruzada.

1.2 Disenio analitico de estimadores de variable aleatoria. Teoria
bayesiana de la estimacion

1.2.1 Modelado estadistico de los problemas de estimacion

Antes de abordar el propio disefio de los estimadores, recogemos en esta subseccion
las distintas funciones de probabilidad que caracterizan estadisticamente la relacién
existente entre observaciones y variable a estimar:
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e En primer lugar, la verosimilitud de la variable S viene dada por pxs(x|s),

y caracteriza probabilisticamente la generacién de las observaciones para cada
valor concreto de la variable a estimar.
En el caso en que la variable a estimar es determinista no tiene sentido condi-
cionar la distribucion de probabilidad de las observaciones al valor de s, por lo
que lo estrictamente correcto seria denotar la densidad de probabilidad de las
observaciones simplemente como px (x). No obstante, nétese que para que el
problema de estimacion tenga sentido, dicha densidad de probabilidad de X ha
de ser diferente segtin sea el valor real del pardmetro determinista. Por este mo-
tivo, en ocasiones abusaremos la notaciéon y denotaremos dicha dependencia de
las observaciones con s como px s (x|s), refiriéndonos a dicha densidad de prob-
abilidad como la verosimilitud de s.

e Unicamente en el caso en que la variable a estimar sea aleatoria, podemos definir
ademds densidades de probabilidad sobre S
— Distribucién marginal o a priori de S: pg(s)

— Distribucién conjunta de X'y S: px 5(X, s) = px|s(x|s)ps(s)
— Distribucién a posteriori de S: pgx (s[x).

Es importante resaltar que la informacién disponible para el disefio del estimador
puede ser diferente en cada situacion concreta. Una situacion habitual, por estar rela-
cionada con el propio proceso fisico de generacion de las observaciones, es aquélla
en la que se dispone de la verosimilitud y de la distribucién marginal de S. Nétese
que a partir de ellas el cdlculo de la distribucién conjunta es inmediato, y que dicha
distribucién conjunta proporciona el modelado estadistico mds completo que puede
tenerse en un problema de estimacion.

Asimismo, es frecuente que el disefio analitico de estimadores requiera el uso de
la distribucién a posteriori de la variable a estimar, pg|x (s]x), que indica qué valores
de S concentran mayor o menor probabilidad para cada valor concreto del vector de
observaciones. Para el cdlculo de dicha distribucién el Teorema de Bayes resulta ser
una herramienta de gran utilidad, ya que permite obtener dicha probabilidad a partir
de la distribucién a priori de Sy de su verosimilitud que, como hemos comentado,
suelen ser mds accesibles:

psix (s|x) = px.s(x,8) _ Px|s(x[s)ps(s)
S|1X px(x) [ px|s(x])ps(s)ds

(1.1)

Por tltimo, hay que resaltar que segtn el estimador que se pretenda implementar
la informacién requerida para el disefio puede ser sustancialmente menor que la uti-
lizada para un modelado estadistico completo del problema de estimacion. Asi, por
ejemplo, veremos que para el cdlculo de ciertos estimadores resultard suficiente el
conocimiento de ciertos momentos estadisticos de la distribucién a posteriori de .S.

1.2.2 Funciones de coste

El disefio de un estimador requiere algun criterio objetivo. En nuestro caso, consid-
eraremos que dicho criterio puede materializarse en forma de alguna funcién cuyo
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valor perseguimos maximizar o minimizar. Hacemos notar, no obstante, que existen
estrategias de disefio que caen fuera de este enfoque.

En el caso concreto de estimacion de variable aleatoria, es frecuente definir una
funcién de coste que mide la discrepancia entre el valor real y el estimado de la
variable S. Dicho coste esta asociado a la penalizacién que conlleva la aplicacién de
dicho estimador segin el modelo que describimos en la Seccién 1.1 de este capitulo.
Aceptando que ¢(S, S ) mide el coste!, un criterio frecuente de disefio consiste en la
minimizacion de dicho coste en un sentido estadistico, es decir la minimizacién de
la esperanza de la funcién de coste, lo que equivale a minimizar el coste promedio
que se obtendria al realizar un ndimero infinitamente alto de experimentos.

Dado que la funcién de coste estd asociada a una penalizacién cuyo origen
estd en la discrepancia entre el valor real y el estimado de .S, es frecuente aceptar
que ¢(s,§) > 0, verificdndose la igualdad cuando s = §. Alternativamente, puede
definirse una funcién de beneficio cuyo valor medio ha de ser maximizado. Ademads,
es frecuente que la funcién de coste no dependa de los valores concretos de sy 8,
sino del error de estimacién que se define como la diferencia entre ambas, e = s — 3,
en cuyo caso tenemos que ¢(s, §) = ¢(s — §) = ¢(e), y el objetivo de disefio serd la
minimizacién de E{¢(E)}, donde E denota el operador de esperanza matemética.

A modo de ejemplo, algunas funciones de coste de uso frecuente en el disefio de
estimadores son las siguientes:

Coste cuadrtico: c(e) = €2.

Valor absoluto del error: c(e) = |e|.
2
Error cuadrético relativo: c(s, §) = (q_g)
Entropia cruzada: ¢(s,§) = —sln§ — (1 —$)In(1 — §), para s, § € [0,1]

Example 1.3 (Error cuadrdtico medio). Supongamos que X es una observacion rui-
dosa de .S, de tal modo que
X=S+R (1.2)

siendo S una variable aleatoria de media O y varianza 1, y R una variable aleatoria
gaussiana, independiente de S, de media 0 varianza v. Considerando el estimador
S = X, el coste cuadritico medio es

E{(S - S5)*} =E{(S — X)*} = E{R’} = v (1.3)

El coste absoluto serd

E{IS—S‘\}=E{IRI}=/ e - Q)dr

/ F exp ( T2> dr = \/? (1.4)

! Nétese que la funcién de coste se denota con una ¢ mintscula por ser una funcién de
caricter determinista, i.e., para unos valores fijos de s y § el coste siempre toma el mismo
valor. Sin embargo, al igual que ocurria con la funcién de estimacion, la aplicacién de dicha
funcion sobre variables aleatorias dard lugar a otra variable aleatoria, i.e., C = ¢(S, S ).
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En general, la minimizacién de cada coste dard lugar a un estimador diferente
que serd Optimo respecto del coste utilizado en el disefio. Notese, no obstante la
diferencia fundamental que existe entre funciones de coste y estimadores. A pesar de
nuestra discusién previa en la que se indica que es habitual disefiar estimadores que
son Optimos respecto de una funcién de coste determinada, resulta completamente
viable calcular el coste medio de dicho estimador respecto de cualquier otra funcién
de coste diferente de la empleada para el disefio. A modo de ejemplo, podriamos
estar interesados en conocer el coste absoluto medio que resulta de la aplicacion del
estimador de minimo error cuadritico medio.

Example 1.4 (Funciones de coste de variables aleatorias multidimensionales). TBD

1.2.3 Coste medio.

De forma general, el coste medio de un estimador viene dado por

E{c(S, 5)} ://c(s,§)p57x(s,x)dsdx (1.5)

donde debe tenerse en cuenta que S es, en general, funcién de x. El coste medio
constituye una medida de las prestaciones de un decisor, y por lo tanto proporciona
un criterio para comparar dos estimadores cualesquiera.

Example 1.5 (Cdlculo del coste medio global). Supongamos que la distribucién con-
junta de S'y X estd dada por

O<s<zr<l1

resto (1.6)

1
ps,x(s,x) = [6’

Consideremos dos estimadores S; = %X y Sy = X. (Cudl es mejor estimador
desde el punto de vista del coste cuadratico? Para averiguarlo, calcularemos el error
cuadratico medio para ambos estimadores. Sabiendo que, para cualquier w,

1 T
E{(S —wX)?} = / / (s — wz)?ps x (s, r)dsdx
o Jo
1 T 1
= / (s — wx)? ~dsdx
0o Jo x
'l
/ < —w+w2> x2dx
o \3

;(;w+wﬂ (1.7)

Tomando w = 1/2 resulta



8 1 Estimacion analitica

N 1 1/1 1 1 1
— 2 = _ = 2 = — _— = — = —
E{(S — S51)°} =E{(S 2X) } 3 <3 3 + 4> (1.8)
Alternativamente, tomando w = 1 se obtiene

E{(S — $5)*} =E{(S — X)?} = % <§1+1) :% (1.9)

Por tanto, desde el punto de vista del error cuadratico medio, 5’1 es mejor estimador
que Sy

1.2.4 Estimador bayesiano.

Cabe preguntarse, para un coste y una distribucién dadas, cudl es el mejor estimador
posible. Podemos averiguarlo teniendo en cuenta que, de forma general, el coste
medio en (1.5) puede expresarse como

B(e(S,8)} = [ [ els.sIpsix(six)ds px(x)dx =
= /E{C(S,§)|X = x}px (x)dx. (1.10)

La dltima linea de esta ecuacién muestra que una estrategia que permite minimizar
el error de estimacion global consiste en la minimizacién del error medio para cada
posible valor del vector de observaciones, E{c(S, §)|X = x}, al que nos referiremos
como coste medio a posteriori o coste medio dado X. Por tanto, ambas estrategias
(minimizacion de la esperanza del error para todo S'y X, o condicionado al valor de
X)) son en principio equivalentes de cara a obtener el estimador éptimo asociado a
una funcién de coste determinada.

Se define el Estimador bayesiano asociado a una funcién de coste como aquél
que minimiza (1.10), es decir:

§" = argmin E{c(S, 8)|X = x} (1.11)

donde s5* es el Estimador bayesiano. De acuerdo a nuestra discusién previa, el Esti-
mador bayesiano minimiza también el coste esperado en un sentido global, i.e., para
todo S y X. Nétese, sin embargo, que para su disefio resulta mas ttil la expresion
(1.11) que la minimizacién directa del coste global

B(e(S.,9)} = | B{e(S.9)]X = x}px(x)dx (112
ya que el cédlculo de la integral en x requeriria conocer de antemano la relacién que
existe entre § y X, lo que constituye precisamente el objetivo del problema de disefio
del estimador.
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Example 1.6 (Cdlculo de un estimador de minimo coste cuadrdtico medio). Contin-
uado el ejemplo 1.5, podemos calcular la distribucién a posteriori de S mediante

pSX(svl')
P slx) = —/———=. (1.13)
S\X( | ) px(x)
Sabiendo que
1 x 1
px () :/ ps’X(s,x)ds:/ —ds =1, (1.14)
0 o T
resulta )
=, O<s<zr<l
psix(slz) = {6, resto (1.15)

El coste medio dada la observaciéon vendrd dado por

E{c(S,3)|X = 2} =E{(S — 5| X =z}
(s — 3‘)2PS|X(S|$)dS

Il
S~

1/
= — s—8)
€z o
_l x—s
_17
15
=37 — sx + 5% (1.16)

Como funcién de s, el coste medio condicionado a la observacién es un polinomio
de segundo grado, cuyo minimo puede calcularse de modo inmediato por derivacion.
Siendo

d
?]E{c(S, §)|IX =} = —x+ 25, (1.17)
$
el estimador de minimo coste cuadratico medio sera
1
§F = 53:, (1.18)

que coincide con el estimador S del ejemplo 1.5. Por tanto, Siesel mejor estimador
posible desde el punto de vista del coste cuadratico medio.

De acuerdo con (1.11) podemos concluir que, con independencia del coste que
se pretenda minimizar, el conocimiento de la distribucion a posteriori de .S dado X,
Ps)x (s]x), resulta suficiente para el disefio del Estimador bayesiano 6ptimo. Como
ya se ha comentado, dicha distribucién es frecuentemente calculada a partir de la
verosimilitud de .S y de su distribucién a priori utilizando el Teorema de Bayes, lo
que de hecho constituye el origen de la denominacién de estos estimadores.
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1.3 Estimadores bayesianos de uso frecuente

En esta seccién se presentan algunos de los estimadores bayesianos de uso mads
comun. Para su célculo, procederemos a la minimizacién del coste medio dado X
(coste medio a posteriori) para distintas funciones de coste.

1.3.1 Estimador de minimo error cuadratico medio (MMSE)

El estimador de minimo error cuadritico medio (Minimum Mean Square Error,
MMSE) es el asociado a la funcién de coste c¢(e) = e? = (s — §)2, y por lo tanto
queda caracterizado por

Smumse = argmin E{c(S, §)|X = x} = (1.19)
= argmin /(8 — 8)%psyx (s]x)ds (1.20)

La Figura 1.2 ilustra el problema de disefio del estimador de minimo error
cuadratico medio. El coste medio a posteriori se puede obtener integrando en s la
funcién que resulta del producto de la funcién de coste y de la densidad de prob-
abilidad a posteriori de .S. El argumento para la minimizacién es 3, lo que permite
desplazar la gréfica correspondiente a la funcién de coste (representada con trazo
discontinuo) de forma que el resultado de dicha integral sea minimo.

c(e) =(s—8)?

Psx(s[x)

Fig. 1.2. Representacion grafica del proceso de calculo del coste cuadritico medio a posteriori
para un valor genérico §.

El valor de Syysg puede obtenerse de forma analitica tomando la derivada del
coste medio a posteriori e igualando el resultado a 0. El célculo de la derivada no
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plantea ninguna dificultad ya que la derivada y la integral pueden conmutarse (se
integra respecto de s y se deriva respecto de $):
dE{(S — 92X = x)
ds

=-2 /(s — SMmse)Ps|x (s[x)ds =0 (1.21)

8=3MMSE

Teniendo en cuenta que la integral que aparece en (1.21) debe anularse, y uti-
lizando el hecho de que [ pg)x (s|x)ds = 1, resulta sencillo demostrar que el esti-
mador de minimo error cuadrético medio de S viene dado por

§MMSE = /8 ps|x(8|$)d8 = E{S‘X = X} (122)

En otras palabras, el estimador de minimo error cuadritico medio de S es la
media a posteriori de S dado X, i.e., la media de pgx (s]x).

Exercise 1.7. Compruebe que la expresion (1.22) efectivamente constituye un min-
imo del coste medio dado X, mediante el célculo de la derivada segunda de E{c(S, §)|X =

x}.

Example 1.8 (Cdlculo directo del estimador MMSE). De acuerdo con (1.22), el esti-
mador de minimo coste cuadratico medio obtenido en 1.5 puede obtenerse alternati-
vamente como

1 x
A S 1
— / spsix (s|z)ds = / s = 1u (1.23)
0 0o T 2

que coincide con (1.18).

1.3.2 Estimador de minimo error absoluto (MAD)

De forma similar a como hemos procedido para el caso del estimador Syvsg,
podemos calcular el estimador asociado al valor absoluto del error de estimacion,
c(e) = |e|] = |s — §|. Dicho estimador, al que nos referiremos como estimador de
minimo error absoluto (Mean Absolute Deviation, MAD), esta caracterizado por

Smap = argmin E{|S — 8| X =x} =

(1.24)
= argmin /|S — 8] psyx (s|x)ds

Nuevamente, resulta sencillo ilustrar el proceso de célculo del coste medio a poste-
riori superponiendo en unos mismos ejes el coste expresado como funcién de s y
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la distribucion a posteriori de la variable a estimar (véase la Fig. 1.3). Dicha repre-
sentacion sugiere también la conveniencia de partir la integral en dos tramos corre-
spondientes a las dos ramas de la funcién de coste:

8

B(ls - 5| [X =x} = |

— 00

=) poix(sbds + [ (5= 5) pspx(shelds

=3 l/ pS|x(S|X)d5*/ psx(s|x)ds| +
+[ SPS\X(5|X)d5*/ s ps|x(s[x)ds

(1.25)

Fig. 1.3. Representacion gréfica del proceso de cdlculo del coste medio absoluto a posteriori
para un valor genérico §.

El Teorema Fundamental del Célculo? permite obtener la derivada del coste
medio a posteriori como
dE{|S — 3§| |X = x}
ds

donde Fg|x (s|x) es la funcion de distribuci6n a posteriori de S dado X. Dado que
Smap representa el minimo del coste medio, la derivada anterior debe anularse para
el estimador, por lo que se ha de verificar que Fgx(8map|x) = 1/2. Dicho de
otra manera, el estimador de minimo error absoluto viene dado por la mediana de

PS\X(3|X)3

2 o g(t)dt = g(x).
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Smap = mediana{S|X = x} (1.27)

Recuérdese que la mediana de una distribucién es el punto que separa dicha
distribucién en dos regiones que acaparan la misma probabilidad, por lo que el esti-
mador de minimo error absoluto medio verificara que

P{S > §MAD} = P{S < <§MAD}

Example 1.9 (Diserio de estimador de Minimo Error Absoluto). En el escenario del
ejemplo 1.5, la distribucion a posteriori de S dado X es uniforme entre 0 y z, cuya
mediana es x/2. Por tanto,

1
<§MAD = 51’ (128)

Observe que, en este caso, el estimador MAD coincide con el MMSE obtenido en
(1.18). Esto es una consecuencia de la simetria de la distribucién a posteriori. En
general, ambos estimadores no tienen por qué coincidir.

1.3.3 Estimador de maximo a posteriori (MAP)

Como su propio nombre indica, el estimador de maximo a posteriori (Maximum a
Posteriori, MAP) se define como el valor de S que maximiza la distribucion de
probabilidad a posteriori de dicha variable, i.e., el valor de S que concentra mayor
densidad de probabilidad para cada valor de la variable observable:

SMAp = argmax pg)x (s]x) (1.29)

En sentido estricto, el estimador MAP no es bayesiano, porque no minimiza
ningtin coste medio. No obstante, si consideramos la funcién de coste (véase también
la Figura 1.4)

. 1 ;parals—3§| > A
cals—38) = .
al ) {O;paras—s|<A

y denotamos por 5 4 el estimador bayesiano asociado a la misma, puede comprobarse
que Syap = lima_,0 5. El estimador MAP es, por tanto, un caso limite de una
familia de estimadores bayesianos.

(1.30)

Exercise 1.10. Demuestre que el estimador MAP puede obtenerse como Syap =
hmA_,o §A~
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Fig. 1.4. Representacion grafica del proceso de célculo del coste medio a posteriori para
ca(s —38).

Por otro lado, por motivos practicos, para la maximizacién de (1.29) puede ser
util introducir una funcién auxiliar que simplifique la forma analitica de la funcién a
maximizar. Asi, por ejemplo, la definicion (1.29) es completamente equivalente a

Smap = argmax In [pgx(s|x)] (1.31)

dado que la funcién logaritmo estd definida para todo valor positivo de su argu-
mento y es estrictamente creciente (lo que implica que si pgjx (51[x) > pg;x (52]%),
entonces también Inpgx (s1]x) > Inpgx(s2/x)). La introduccién de la funcién
logaritmo resultara ttil cuando la distribucién a posteriori de S dado X presente
productos o exponenciales, ya que transformara productos en sumas y cancelara las
exponenciales. De esta manera, el proceso de maximizacion puede simplificarse con-
siderablemente.

Example 1.11 (Cdlculo de un estimador MAP). Suponiendo que
1 S
p(s|r) = —sexp (77) , z>0,s>0 (1.32)
T T
el estimador MAP puede obtenerse maximizando
In(p(s|z)) = —21In(z) + In(s) — i x>0,8>0 (1.33)
x

Dado que In(p(s|z)) tiende a —oco entornoa s = 0y s = oo, su maximo debe estar
en algin punto intermedio de derivada nula. Derivando respecto a s, resulta

0 1
95 Inp(s|x) = - —=0, z>0,5>0 (1.34)

S$=3map
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Por tanto
<§MAP =X (135)

Cuando la distribucién a posteriori tiene varios maximos globales, el estimador
MAP no es tinico.

Example 1.12 (Multiplicidad del estimador MAP). En el ejemplo 1.5, la distribucion
a posteriori de S dado X es uniforme entre 0 y x. Por tanto, cualquier valor de
s € [0, x] es un estimador MAP.

1.4 Estimacion de maxima verosimilitud

Definimos el estimador de maxima verosimilitud (Maximum Likelihood, ML) de una
variable aleatoria como

sML = argmax px|g(x|s) = argmax In(px s (x|s)) (1.36)

donde se ha indicado que el uso de la funcién logaritmo (o de alguna otra de
propiedades similares) es opcional y no afecta en ningin caso al valor que resulta
de la maximizacién. Es importante resaltar que la maximizacion de px|s(x/|s) ha de
realizarse con respecto del valor de s, que no es la variable respecto de la que estd
definida dicha funcién de probabilidad.

El estimador de Mdxima Verosimilitud no estd asociado a la minimizacién
de ningln coste medio a posteriori, y por lo tanto no se considera un estimador
bayesiano. De hecho, su aplicacién sufre el inconveniente de no tomar en consid-
eracion la distribucién a priori de la variable aleatoria S. Precisamente, el uso del
estimador ML estd mads justificado en aquellos casos en los dicha informacién no se
encuentra disponible.

El estimador ML coincide con el MAP cuando S presenta distribucién uniforme
en un rango de valores y, por lo tanto, la aplicacién del estimador ML en ausencia
de informacion acerca de la distribucion a priori de S equivale a asumir uniformidad
para la misma y aplicar el estimador MAP. Para comprobar la equivalencia entre Sy
y Smap cuando pg(s) es uniforme, no hay mds que considerar la relacién existente
entre la verosimilitud y la distribucién a posteriori de S, que segiin el Teorema de
Bayes es
px|s(X|5)ps(S)

px(x)
Dado que px (x) no depende de s y estamos asumiendo que ps(s) es constante, el
valor de s que maximiza el término izquierdo de la igualdad ha de coincidir con el
que maximiza la verosimilitud.

Por dltimo, hay que resaltar que, al contrario de lo que ocurria en el caso de
estimacion bayesiana, la estimacién de maxima verosimilitud no precisa de la defini-
cion de densidades de probabilidad sobre la variable a estimar y, por lo tanto, puede

pS\x(8|X) =
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ser aplicada tanto en el caso de estimacion de variable aleatoria como de pardmetro
determinista.

Example 1.13 (Estimacion ML de Variable Aleatoria). Se desea estimar el valor de
una variable aleatoria .S a partir de una observacién X estadisticamente relacionada
con ella. Para el disefio del estimador se conoce tnicamente la verosimilitud de S
que estd dada por

2
pX‘S(x|s):ﬁ, 0<z<l-s 0<s<l1 (1.37)

Dada la informacién estadistica disponible, se decide construir el estimador ML de
S. Para ello, se debe maximizar la verosimilitud anterior con respecto de s. Dicha
verosimilitud es una funcién de densidad de probabilidad de X, tal y como se repre-
senta en la Figura 1.5(a), donde se comprueba que la integral de dicha funcién con
respecto de = es unitaria. Sin embargo, para llevar a cabo la maximizacién que per-
mite encontrar Sy 7, resulta de mayor utilidad representar dicha verosimilitud como
funcién de s (Fig. 1.5(b))>. A partir de dicha representacion grafica resulta evidente
que el estimador buscado es
§ML =1—x

0, alternativamente, si consideramos la aplicacién de la funcién de estimacion sobre
la variable aleatoria X en lugar de sobre un valor concreto de la misma,

S=1-X
Pxis(XIs) Pxs(XIs)
2
s 2/x
2X
1-s X 1-x s
(a) (b)

Fig. 1.5. Representacion de la funcién de verosimilitud del Ejericio 1.13 como funcién de x y
de s.

3 Nétese que la integral respecto de s de p x|s(z|s) no serd en general la unidad, ya que
dicha funcién no constituye una densidad de probabilidad de S.
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Example 1.14 (Estimacion ML de los pardmetros de una variable aleatoria gaus-
siana unidimensional). Se sabe que el peso de los individuos de una familia de mo-
luscos sigue una distribucién de tipo gaussiano, cuya media y varianza se desea es-
timar. Se dispone para la estimacién de los pesos de ! individuos tomados de forma
independiente, { X (*)}! _

En este caso, nuestro objetivo consiste en construir estimadores de pardmetros
deterministas, ya que no existe y carece de sentido definir la distribucién de proba-
bilidad de la media y la varianza de la distribucién gaussiana. La verosimilitud de la
media y la varianza, en este caso, consiste simplemente en la distribucién de proba-
bilidad de las observaciones, que segtin establece el enunciado viene dada por:

2
L exp [—(“T_m)} (1.38)

V2mv 2v

para cada una de las observaciones. Dado que debemos construir el estimador basado

en la observacion conjunta de [ observaciones, necesitaremos calcular la distribucién

conjunta de todas ellas que, al tratarse de observaciones independientes, se obtiene

como producto de las individuales:

Px ({L‘) = pX|m.,v(m|m7 U) =

p{X(k)}\m,v({x(k)}|m7 U)

l
H pX\mm (x(k) ‘ma U)
k=1

!
1 () —m)?
- (2mw)l/2 kl;[lexp {_ 2v }

Los estimadores de maxima verosimilitud de m y de v serdn los valores de dichos
pardmetros que hacen médxima la expresion anterior. La forma analitica de (1.39)
sugiere el uso de la funcién logaritmo para simplificar el proceso de maximizacién:

(1.39)

l

l 1
— k _ k 2
L=In [P{X<k>}|m,u({$( Hm,v)| = ~3 In(27v) — 5% kg_l(x( ) —m)? (1.40)

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud procederemos a derivar
(1.40) con respecto de m y de v, y a igualar el resultado con respecto de 0. De esta
manera, el sistema de ecuaciones a resolver queda

dL B 1i o
dm m:AmML n v m:mML N
U:UML fU:@
l M (1.41)
al oot LZ () _ )2 —0
dv m:AmML 202 P m = MuL
U = UML V= OML

La primera de estas ecuaciones permite obtener el estimador de la media de forma
sencilla como el promedio muestral de las observaciones, i.e.,
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1 l
5 . (k)
myL = ; kglx (1.42)

Por otro lado, podemos despejar el estimador ML de la varianza de la segunda
ecuacion del sistema, obteniendo

l
1
~ _ - (k-) 5 2
UML = I kil(l‘ mML) (143)

Notese que, si en lugar de aplicar la funcién de estimacién (de m o de v) so-
bre unas observaciones concretas lo hiciésemos sobre valores genéricos { X (%)}, los
estimadores podrian ser tratados como variables aleatorias, i.e.,

l
- 1
My = 7 > x® (1.44)
k=1
1 l
W = 7 S OX® — My )? (1.45)
k=1

Esto es asi porque, a pesar de ser m y v pardmetros deterministas, sus estimadores
son funciones de las observaciones, y éstas siempre tienen cardcter aleatorio.

Exercise 1.15 (Estimaciéon ML de la media de una variable aleatoria gaussiana
multidimensional). Demuestre que el estimador ML de la media de una variable
gaussiana multidimensional, a partir de [ observaciones independientes de la misma,
{X(k) 2:1, estd dado por el promedio muestral:

S
k=1

mpmr =

~| —

1.5 Estimacion con distribuciones gaussianas

En esta seccion analizaremos el caso de estimacién de variable aleatoria cuando la
distribucién conjunta de todas las variables implicadas (variable a estimar y vari-
ables de observacidn) es una gaussiana multidimensional. Este caso resulta de espe-
cial interés dada la frecuencia con la que dichas distribuciones suelen aparecer en
problemas del &mbito de las telecomunicaciones y en otros escenarios. En este caso,
puede demostrarse que todas las distribuciones marginales y todas las condicionales
son también gaussianas. En concreto, dado que pgx (s|x) es gaussiana, puede en-
tenderse que la moda, la media y la mediana de la distribucién coinciden, por lo que
se verificard Sypvsg = Smap = Smap. Por lo tanto, durante esta seccion centraremos
nuestra discusidn en el célculo del estimador de minimo error cuadratico medio.
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1.5.1 Caso unidimensional

Consideraremos como punto de partida un caso con variables aleatorias unidimen-
sionales con medias nulas, en el que la distribucién conjunta de X y S tiene la sigu-

iente forma:
O |vs p
ps.x (s, ) G([O]’[p UX]) (1.46)

siendo p la covarianza entre ambas variables aleatorias.

A partir de dicha distribucién conjunta podemos obtener cualquier otra distribu-
cién que involucre a las variables s y x; en concreto, la distribucién a posteriori de .S
se puede obtener como:

L psx(s)
pS|X( | ) px(l‘)

) mexp lm B] {i); ;:ﬂ BH

1 x?
V2mux P {_ 211)(]

(1.47)
donde ha sido necesario calcular la inversa de la matriz de covarianzas de S'y X, lo
que resulta sencillo al ser dicha matriz de dimensiones 2 x 2.

Nuestro objetivo para obtener Sywsg consiste en calcular la media de dicha dis-
tribucion. Sin embargo, un célculo directo mediante la integracion de su producto
con s resulta bastante complicado. Sin embargo, dado el cardcter conjuntamente
gaussiano de S'y X, sabemos que la distribucion a posteriori de .S ha de ser necesari-
amente gaussiana, definida por sus pardmetros (desconocidos) de media y varianza
ms|x Y Vs|x, Tespectivamente, lo que permite reescribir la expresion anterior como:

1 { (5—mS|X)2]
———exp|—— | =
,/27TUS‘X 2US\X

1

sy g o) 1ol 2
amvfoxvs g2 0| 2oxvs — ) ] [—pus||e .

1 x?
—— exp |———
\V2TUX 2ux
Resulta posible descomponer esta igualdad en otras dos asociadas a los factores
externos a las exponenciales y a sus argumentos:

1 _ \2TUx
V2musix 2w/ uxvs — p?

(s—mgx)® _ 1 [sr [vx —p} [S} _T (150

Vs|x vxvg — p2 | T —p Vs T Ux

(1.49)
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Operando los términos matriciales, la segunda de estas igualdades puede ser reescrita
de forma més sencilla como
(s —mgx)?  wxs®+uvsa® —2pxs a2

= 5 - — (1.51)
Us|x UVXVs — p Ux

Notese que (1.51) supone una igualdad entre dos polinomios en s (y en z). Por
lo tanto, los coeficientes de los términos independientes, lineales y cuadriticos en
s (i.e., que no dependen de s, o que multiplican a s y s2) que aparecen en ambos
lados de la igualdad deben coincidir. Por lo tanto, y teniendo en cuenta que mg|x no
depende de s, se han de verificar las tres igualdades siguientes:

m?2 2 2
S|IX _ _ Us¥ - - z (1.52)

US|X VxVs — P Vx

sm
SIX _ prs . (1.53)
Vs|x UXVUs —p
2 2

SN S (1.54)

vs|x  Uxvs — p?

Para el célculo de la media a posteriori, resulta comodo despejar dicho valor de

(1.53) como

Vs|x PT
mex = —2 (1.55)
VxVs — P
Finalmente, el valor de la varianza a posteriori puede extraerse ficilmente de (1.49)
0 (1.54) como
2
VxXVs — P
Vg x = ———— (1.56)
Ux
Introduciendo este valor en (1.55) se obtiene la expresion que determina el estimador
de minimo error cuadratico medio.

SMMSE = Ms|x = im (1.57)

Como puede comprobarse, el estimador obtenido tiene caracter lineal.

Exercise 1.16. Generalice el resultado anterior para el caso en que las variables S'y
X tienen medias no nulas mg y mx, respectivamente. Demuestre que en dicho caso,
el estimador buscado es

Smmse = s + 2 (z — mx) (1.58)
UXx
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s/r

Fig. 1.6. Estimacion de variable aleatoria gaussiana .S contaminada por ruido gaussiano R.

Example 1.17 (Estimacion de seiial gaussiana contaminada por ruido gaussiano).

En este ejemplo consideraremos el caso en que la observacion se obtiene como
suma de la sefial a estimar y una componente de ruido independiente de la sefial:
X = S + R. Tanto la sefial como el ruido presentan distribuciones gaussianas de
medias nulas y varianzas vg y vg, respectivamente. La Figura (1.6) representa la
situacion descrita para un caso con vg < VR.

De acuerdo con (1.57), para la resolucién del problema debemos encontrar la var-
ianza de X y la covarianza entre S'y X (p). La varianza vx se obtiene simplemente
como la suma de vg y vg por ser ambas variables independientes. Para el calculo de
la covarianza podemos proceder como sigue:

p = E{(X—mx)(S—ms)} = E{X S} = E{(S+R)S} = E{S?}+E{S R} = vs
(1.59)
donde se ha utilizado la independencia de S'y R,y el hecho de que todas las variables
(incluida X') tienen medias nulas.
Sustituyendo estos resultados en (1.57) se obtiene

vs

—x 1.60
vs +0m (1.60)

SMMSE =
Este resultado puede ser interpretado de una manera bastante intuitiva: cuando la
varianza del ruido es mucho menor que la de la sefial (Relacion Sefial a Ruido (SNR)
alta, vg > vpg) se tiene que Symsg — T, lo que tiene sentido ya que el efecto de la
componente de ruido en este caso no es muy significativo; por el contrario, cuando la
SNR es muy baja (vg < vg), la observacién apenas aporta informacién acerca del
valor de S en cada experimento, por lo que el estimador se queda con el valor medio
de la componente de sefial, Sypmsg — 0.
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1.5.2 Caso con variables multidimensionales

En un caso general multidimensional, S y X pueden ser vectores aleatorios de di-
mensiones N y M, respectivamente, con distribucién conjuntamente gaussiana

Vg V
ps.x(s,x) ~ G (Lr;lj : |:V£SX VS;D (1.61)

siendo mg y mx las medias de S y X, respectivamente, Vg y Vx las matrices de
covarianzas de S y X, respectivamente, y Vgx la matriz de covarianzas cruzadas de
Sy X, y, de tal modo que

Vs =E{(S — msg)(S — mg)”} (1.62)
Vx = E{(X - mx)(X — mx)"} (1.63)
Vsx = E{(S — mg)(X — mx)T} (1.64)

El célculo de la distribucion a posteriori de S dado X es algo mas complejo que en
el caso unidimensional pero sigue un procedimiento similar, que omitiremos aqui.
Puede demostrarse que la distribucién a posteriori es gaussiana de media

mgx = mg + VsxVx '(x — mx) (1.65)
y matriz de covarianzas
Vgx = Vs — VsxVx 'Vix (1.66)

Dado que el estimador MMSE de S dado X es precisamente la media condicional,
podemos escribir

Smmse = ms + Vsx Vx ' (x — mx) (1.67)

La expresion del estimador se simplifica cuando S y X tienen medias nulas,
resultando

Swmse = mg)x = VexVx 'x (1.68)

Partiendo de (1.68) pueden obtenerse diversos casos particulares de interés en apli-
caciones practicas del procesado de sefiales. Algunos de ellos se analizan en el
Apéndice 1.8.1.
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1.6 Estimacion con restricciones

1.6.1 Principios generales

En ocasiones, puede resultar ttil imponer una forma paramétrica determinada al es-
timador, S = fw(X), donde w es un vector que contiene todos los pardmetros de
la funcién. Por ejemplo, en un caso con dos observaciones X = [X;, X»]T, podria
ser un requisito de disefio el restringir la bisqueda del estimador a la familia de es-
timadores cuadréticos de la forma S = wg + w1 X? + we X2. En estos casos, la
tarea de disefio del estimador consiste en encontrar el vector éptimo de pardmetros
w* que proporciona un minimo coste medio sujeto a la restricciéon impuesta en la
arquitectura del estimador:

wh = argvinin E{c(S,S)} = argv{,nin E{c(S, fw(X))}

= argmin //c(s,fw(x))psx(s,x)dsdx (1.69)

Puede entenderse facilmente que la imposicién de restricciones en la forma
analitica del estimador hace que el estimador resultante incurra en un coste medio
mayor que el que se obtendria utilizando el estimador bayesiano asociado a la misma
funcién de coste*. No obstante, pueden existir razones de tipo prictico que hagan
preferible el uso del primero, por ejemplo por simplicidad en el disefio o aplicacién
del estimador. Un ejemplo de esto lo tendremos en la Seccién 1.6.2, dedicada al
estudio de estimadores lineales de minimo error cuadrético medio.

Example 1.18 (Cdlculo de un estimador con restricciones).

Continuando el ejemplo 1.6, se desea calcular el estimador de minimo error
cuadritico medio que tenga la forma § = wa?. Partiendo del coste medio dado
la observacién calculado en (1.16), se puede obtener las expresion del coste medio
global como

E{c(S,§)} = / E{c(S, 8)|X = 2} px(x)dx
x (1.70)

= / (il)):z:2 — Sz + 52) px (x)dx

Forzando 3 = wz? y teniendo en cuenta que px (x) = 1 para0 < x < 1, se obtiene
el coste medio global en funcién de w

E{c(S,wX?)} = / (;gﬁ —wad + w2x4> dx (1.71)
1 1 1
=5 v ng (1.72)

4 La tinica excepcidn a esta regla consiste precisamente en el caso en el que las restricciones
impuestas permiten obtener el estimador 6ptimo o, dicho de otro modo, cuando el esti-
mador bayesiano presenta una forma analitica compatible con las restricciones impuestas.
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El valor w* que optimiza (1.72) puede calcularse derivando respecto de w e igua-
lando a cero la expresion obtenida:

d
dw

E{c(S,wX?)} =-7+ %w* =0, (1.73)

5
=2 1.74
3’ (1.74)

1.6.2 Estimacion lineal de minimo error cuadratico medio

En esta seccién nos centraremos en el estudio de estimadores de variable aleatoria
que obtienen su salida como combinacién lineal de los valores de las observaciones,
utilizando la minimizacién del coste cuadratico medio como criterio de disefio. Por
lo tanto, consideraremos exclusivamente estimadores que calculan su salida como

S=wo+w X1+ - +wnXpy (1.75)

donde N denota el nimero de variables observables disponibles, { X; } ,, y {w; } ¥,
son los pesos que caracterizan al estimador. En este contexto, es habitual referirse
al término independiente de la expresién anterior, wy, como término de sesgo. Por
simplicidad analitica, resulta mas cémodo introducir la siguiente notacién matricial:

S=wy+w'X=wlX, (1.76)
donde w = [wy,...,wn]T y X = [X1,...,Xn]|T son los vectores (columna)
de pardmetros y de observaciones, respectivamente, y we = [wo, w!]T y X, =

[1,XT]T son versiones extendidas de dichos vectores.

Puede entenderse que, al imponer una restriccion en la forma analitica que im-
plementa el estimador, los estimadores lineales obtendrdn, en general, prestaciones
inferiores al estimador bayesiano 6ptimo. No obstante, el interés de los estimadores
lineales est4 justificado por su mayor simplicidad y facilidad de disefio. Como ver-
emos, para el cdlculo del estimador lineal de minimo error cuadrético medio, serd
suficiente conocer los momentos estadisticos de primer y segundo orden (medias y
covarianzas) asociados a las variables observables y la variable a estimar.

Por otro lado, el empleo de estimadores lineales estd plenamente justificado en
ciertas circunstancias, por ejemplo al tratar con variables con distribuciones gaus-
sianas, ya que, como vimos en la seccién anterior, en dicho caso el estimador
bayesiano de minimo error cuadritico medio tiene arquitectura lineal.
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Minimizacion del error cuadratico medio
Como ya se ha comentado, consideraremos como criterio de disefio el coste cuadratico,
c(e) = (s — 3)2, por lo que el vector de pesos 6ptimo serd aquel que minimice el
valor medio de dicha funcién de coste:
w! = argmin E{(S — §)?} = argmin E{(S — wlX.)?} (1.77)
We We

y nos referiremos al estimador lineal asociado a dicho vector éptimo de pesos como
SLMSE:

R T
SLMSE = W, X,

Fig. 1.7. Superficie de error cuadratico medio de un estimador lineal de variable aleatoria
como funcién de los pesos del estimador.

La Figura 1.7 representa la superficie de error en un caso con dos observa-
ciones. Al ser la funcién a minimizar cuadratica en los pesos (argumento de la mini-
mizacion), la superficie de error tendrd forma de un paraboloide de N dimensiones.
Ademads, dado que el coste medio es no negativo, queda garantizado que la funcién
es convexa, y su minimo puede localizarse igualando a 0 el gradiente del coste medio
con respecto del vector de pesos’:

_2E{(S - WZXe)XeH =

J——
We=wW}

= 2E{(S —w:TX)X.} =0

We=W/

VwE{(S - $)%}|
(1.78)

% El gradiente de una funcién escalar f(w) con respecto del vector w se define como un
vector formado por las derivadas de la funcin con respecto de cada una de las componentes

dew: Vy f(w) = | 2L i}T.

Owy’ " " dwp
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La segunda linea de la expresion anterior define las condiciones que debe cumplir el
vector de pesos 6ptimo. Nétese que dicha ecuacién constituye, en realidad, un sis-
tema de IV + 1 ecuaciones (tantas como dimensiones tiene X.) con N + 1 incégnitas
(las componentes de w).

Para encontrar el vector 6ptimo de pesos, resulta conveniente reescribir la dltima
linea de (1.78) como

E{SX.} = E{X.(X{w:)} (1.79)
Definiendo el vector de correlacién cruzada
rsx, = E{SX.} (1.80)
y la matrix de correlacién
Rx, = E{X.X[} (1.81)
(que es una matriz simétrica) la ec. (1.79) se puede escribir como
rsx, = ].:{,Xewgk (182)

De donde resulta el vector de coeficientes buscado:

w = Rx'rsx, (1.83)

e

Propiedades del estimador lineal 6ptimo

La ecuacion (1.82) resuelve el problema del cédlculo de los pesos del estimador
SLMSE. Pero resulta interesante volver sobre la ecuacion vectorial (1.78) para analizar
algunas de sus propiedades. Obsérvese que el término entre paréntesis en esta
ecuacioén constituye el error de estimacién

Ef=S-w'"X, (1.84)
de modo que podemos reescribir (1.78) como
E{E*X.)} =0 (1.85)

Tomando, por un lado, la primera componente de esta ecuacion (teniendo en cuenta
que X1 = 1, y el resto por otro, se obtienen dos propiedades fundamentales del
estimador lineal de minimo error cuadratico medio:

Propiedad 1: El error tiene media nula:
E{E*} =0 (1.86)

Cuando un estimador tiene esta propiedad se dice que es insesgado. Volveremos
sobre esta propiedad en la sec. 1.7.
Propiedad 2 (Principio de Ortogonalidad): el error es estadisticamente ortogonal
a las observaciones:
E{E*X} =0 (1.87)
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Expresion alternativa del estimador

Expandiendo las ecs. (1.86) y (1.87), podemos obtener las siguientes féormulas ex-
plicitas para los coeficientes w( y w* del estimador.

wy =mg — W*me (1.88)

w* =V vsx (1.89)

Se puede observar que el papel del término de sesgo wp consiste en compensar
las diferencias entre las medias de la variable a estimar y las observaciones. Por lo
tanto, cuando todas las variables involucradas tengan medias nulas, se tendrd que
w( = 0. En contraposicion al papel de wg, podemos afirmar que el vector de pesos
w permite minimizar el error cuadratico medio de las fluctuaciones de S alrededor
de su media, explotando para ello la relacién estadistica existente entre S 'y X.

Dedicaremos este apartado a obtener las expresiones (1.88) y (1.89). La primera
es una consecuencia directa de (1.86) que puede desarrollarse como

mg — W*me —wy=0 (1.90)

despejando wy; se llega a (1.88).
Buscaremos ahora una expresién para w*. De (1.87) resulta

E{(S —w*"X —wi)X} =0 (1.91)
que puede reescribirse como
E{SX} = E{(w*"X + w})X}
= B{X(XTw*)}+wiE{X}
= E{XXT}w* 4+ wimx (1.92)

Recurriendo ahora a las expresiones que relacionan la correlacién y la covarianza
de dos variables:
E{SX} = vgx + mgmx (1.93)

E{XX"} = Vx + mxm¥% (1.94)
la ec. (1.92) se convierte en
Vs X = Vxw” — mxmﬁw* + wgmx — mgmx
= Vxw" + mx (v — mikw* —mg)
=Vxw"* (1.95)

donde, en la tdltima igualdad, hemos aplicado (1.88). Por tanto, despejando w*, se
obtiene (1.89)
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Estimacion lineal y estimacion gaussiana

Aplicando (1.89) y (1.88) sobre (1.76), el estimador lineal de minimo error cuadrético
medio puede escribirse como

Semse = (W) x + wh = ms + vix V' (x — mx) (1.96)

Resulta interesante comprobar que esta expresion coincide con (1.65) para S uni-
dimesional. Esto no es sorprendente: dado que el estimador MMSE sin restric-
ciones en el caso gaussiano es lineal, el mejor estimador lineal debe coincidir con
el obtenido para el caso gaussiano.

Obsérvese, por ultimo, que (1.89) asume que Vx es una matriz no singular.
La invertibilidad de Vx implica que ninguna componente de X puede obtenerse
como combinacién lineal del resto de componentes. Cuando esto no es asi, puede
comprobarse que la solucién al problema de minimizacién no es dnica, y por lo
tanto conviene eliminar las variables redundantes antes de proceder al disefio del
estimador.

Error cuadratico medio minimo

Calcularemos aqui el error cuadritico medio asociado al estimador lineal de minimo
error cuadratico medio, S’LMSE. Como se comentd al inicio de esta seccion, el error
cuadratico medio obtenido serd, en general, superior al que obtendria el estimador
bayesiano de minimo error cuadratico medio (S'MMSE) para el mismo problema, salvo
cuando este ultimo estimador tenga precisamente estructura lineal.

Para calcular el error cuadratico medio no tenemos mas que desarrollar la expre-
si6én del coste medio, particularizandola para S'LMSE, dejando el resultado en funcién
de las esperanzas matematicas de las variables aleatorias:

E{(S - Sumse)?} = E{E*(S — wj — w*'X)}
= E{E*S} — wiE{E*} — w*TE{XE*}
— E{E"S} (1.97)
donde, en la dltima igualdad, hemos aplicado las dos propiedades del estimador de

minimo error cuadratico medio obtenidas en (1.86) y (1.87). Desarrolando de nuevo
el término de error, £™*, resulta

E{(S — Simse)?} = E{S(S — wi — w*'X)}
=E{S?} — wims — w* (vsx +msmx)}
= E{S2} — ms(wg—FW*me) — W*TVSX
=g — W vgx (1.98)
Exercise 1.19 (Estimacion lineal de minimo error cuadratico medio). Se desea

construir un estimador lineal de minimo error cuadratico medio que permita estimar
la variable aleatoria S a partir de las variables aleatorias X y Xo. Sabiendo que
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E{S}=1/2 E{Xi}=1 E{X5}=0
E{S?} =4 E{X}}=3/2 E{X3}=2
E{SX:} =1 E{SXy}=2 E{X;Xo}=1/2

obténganse los pesos del estimador buscado y calcilese su error cuadritico medio.
Calciilese el valor estimado para el siguiente vector de observaciones: [ X1, Xo| =
(3, 1].

Example 1.20 (Extension al caso multidimensional). A lo largo de la discusién
tedrica previa se considerd en exclusiva el caso en que la variable a estimar tiene
caracter unidimensional. Cuando se desea construir el estimador lineal de minimo
error cuadratico medio de un vector aleatorio S, el problema puede formularse como

S =wy+W'X

donde W es ahora una matriz que contiene tantas columnas como variables a estimar,
y tantas filas como observaciones disponibles, mientras que wg es un vector columna
de términos de sesgo.

La solucién a este problema puede obtenerse como extension directa del caso
unidimensional, y esta caracterizada por

W= Vy! Vg,x

wi = E{S} - WE{X}
siendo Vg x la matriz de covarianzas cruzadas entre los vectores aleatorios S y X.
Puede comprobarse que, como cabria esperar, al calcular el estimador Syysg para

este caso, resulta la misma expresion que obtuvimos en (1.65) para el caso gaussiano
sin restricciones

La estimacion lineal de minimo error cuadritico medio y el Principio de Or-
togonalidad presentan algunas analogias con la aproximacion lineal de vectores en
espacios vectoriales. El lector interesado puede acudir al apéndice 1.8.2.

1.7 Caracterizacion de estimadores

A lo largo de este capitulo hemos presentado diversos métodos de estimacion, com-
probando que para un mismo escenario de aplicacion es posible disefiar diferentes
estimadores no triviales. Por tanto, surge la necesidad de establecer criterios que
permitan una comparacion objetiva entre estimadores. Una primera posibilidad para
evaluar las prestaciones de un estimador es evaluar su coste medio para una determi-
nada funcién de coste. Queda claro, no obstante, que ningtin estimador ofrecerd un
menor coste medio que el estimador bayesiano asociado a dicha funcién de coste.
En esta seccién analizamos otras medidas que permiten obtener una primera
aproximacion acerca de las propiedades de un estimador. En concreto, introducire-
mos los conceptos de sesgo y de varianza, que dan idea del error sistemadtico y de la
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dispersion de las estimaciones frente a un valor medio (recuérdese el cardcter aleato-
rio de S). Por simplicidad, comenzaremos considerando el caso de estimacién de
pardmetro determinista, para pasar posteriormente a extender estos conceptos a la
estimacion de variable aleatoria.

1.7.1 Sesgo y varianza de estimadores de parametros deterministas

Una caracterizacion completa del comportamiento de un estimador de parametro de-
terminista la proporciona la densidad de probabilidad del estimador para cada posi-
ble valor del pardmetro a estimar, es decir, p SIS’(‘§|S) Nétese, que al ser el estimador
una funcién de las observaciones, S = f(X), es posible obtener dicha densidad de
probabilidad a partir de la de X (dado s), aplicando el cambio de variable aleatoria
correspondiente.

Ps s (S11s) ps ()

Ps . (3:15)

Varianza
i

7]
73
~
w»
[N
7]
w»

() (b)

Fig. 1.8. Sesgo y varianza de estimadores de pardmetro determinista. La figura de la izquierda
muestra las densidades de probabilidad asociadas a dos estimadores diferentes, mientras que
la figura de la derecha ilustra el significado fisico del sesgo y la varianza de un estimador.

La Figura 1.8(a) muestra la distribucién de probabilidad que se obtendria con
dos estimadores diferentes, S; = f1(X) y So = fo(X), y sugiere que, en este caso
concreto, el empleo del primero de los estimadores serd en general mds beneficioso,
ya que la probabilidad de estimar valores cercanos al valor real de s es mucho mayor
que si usaramos Ss. Nétese que esto no implica que en cada aplicacién concreta de
los estimadores 5 obtenga menor error de estimacion.

Para disponer de una caracterizacién mas cémoda de los estimadores resulta util
resumir algunas de las propiedades mds relevantes de p¢(5), y la forma més evidente
de hacer esto es mediante la media y la varianza de dicha distribucion. En realidad,
mds que interesarnos la media de la distribucién nos interesa cémo de alejada esta
dicha media del valor real de s, siendo ésta la definicion del sesgo de un estimador:

Sesgo(S) = E{s — §} = s — E{S} (1.99)
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Varianza(S) = E{(S — E{S})?} = E{$?} — E{S} (1.100)

Cabe mencionar que, cuando s es un pardmetro determinista, la varianza del es-
timador coincide con la de el error de estimacién, ya que Varianza(s — 5’) =
Varianza(S).

Es importante resaltar que, en el caso de estimacion de pardmetro determinista, el
sesgo y la varianza son funciones de la variable que se desea estimar (s). Notese que
todas las esperanzas matemadticas de las expresiones anteriores pueden ser calculadas
tanto a partir de la funcién de densidad de probabilidad de X como de la de S.
Nuevamente, es posible denotar la dependencia de dichas densidades con s a la hora
de calcular las esperanzas matematicas, por ejemplo,

B(5) = (S} = [ p(a)ds = [ 8 g (slo)ds
=/f2(X) px(X)dx=/f2(x) px|s(x|s)dx  (1.101)

La Figura 1.8(b) ilustra el significado fisico del sesgo y la varianza de un es-
timador. Como puede verse, el sesgo tiene significado de error sistematico, es de-
cir, serfa la media de los errores que se obtendrian si aplicdsemos el estimador un
nimero infinito de veces con distintas observaciones. A los estimadores que tienen
sesgo nulo se les denomina estimadores insesgados. Por otro lado, la varianza da
idea de como de concentrada estd la probabilidad del estimador en torno a su media
y, por lo tanto, estd relacionada con la dispersion de los valores que se observarian al
aplicar el estimador sobre distintas observaciones.

En el caso particular de estimadores que operan sobre un nimero [ de observa-
ciones de una variable aleatoria, por ejemplo al estimar la media o la varianza de
una distribucién de tipo Gauss a partir de [ observaciones de la misma (Ejemplo
1.14), una propiedad deseable es que la varianza del estimador decrezca conforme
aumenta el nimero de observaciones, i.e., Varianza(S' ) — 0 cuando [ — co. A los
estimadores que disfrutan de esta propiedad se los conoce como estimadores consis-
tentes en varianza.

Por ultimo, es posible relacionar el sesgo y la varianza con el coste cuadratico
medio del estimador:

E{(s — 5)°} = Varianza{s — S+ EQ{AS -5} (1.102)
= Varianza(S) + [Sesgo(S)]?

Example 1.21 (Cdlculo del sesgo y la varianza del estimador muestral de la media
de una distribucion). El estimador muestral de la media m de una variable aleatoria
X a partir de [ observaciones independientes de la misma, {X (k)}§g=1’ se define
como

M:

~| =

l
Z X () (1.103)
k=1

Podemos calcular el sesgo y la varianza de dicho estimador de manera sencilla como
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!
N - 1
_ —m— = (k)
Sesgo(M) =m —E{M} =m i E E{X

! !
. 1 1
Varianza(M') = Varianza (l kE:I X(k)> =5 ng Varianza(X *)) = %

En el cdlculo de la varianza del estimador, se ha utilizado v para denotar la media de
la variable aleatoria X, y se ha utilizado ademas el hecho de que las observaciones
son independientes. A la vista de los resultados, puede comprobarse que el estimador
muestral de la media es insesgado y consistente en varianza.

Example 1.22 (Cdlculo del sesgo del estimador muestral de la varianza de una dis-
tribucion). El estimador muestral de la varianza v de una variable aleatoria X a partir
de I observaciones independientes de la misma, { X (*) } _,. se define como

l

~ 1
V== E xX®) _ 1.104
l k=1 ( )

donde M es el estimador muestral de la media dado por (1.103).
Podemos calcular el sesgo de dicho estimador como

Sesgo(V) =v—E{V}=v— = ZE{ (X®) — N2}

l
1 r ] A .
=v—7 > E{X"®?} + B{NI?} — ZE{X(k)M}]
k=1
LT R R 1 l
=v—7 v +m? + Varianza(M) + E*{ M} — QTIE{X(’“) > X<k>}]
k=1 L k=1
T
—v— 7> v+’ +l+m —2- [IE{X }+(l—1)IE2{X(’“)}H
k=1
LT v 1
=v—7 v+2m2+l2l[v+m2+(ll)m2]}
k=1t
=v— (- 1)1;
l
Dado que E{V} = z Ly # v, el estimador muestral de la varianza es sesgado, si

bien es asintéticamente insesgado, ya que segun crece el nimero de observaciones
el sesgo tiende a cero.
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Exercise 1.23 (Estimador insesgado de la varianza). Se desea corregir el esti-
mador muestral de la varianza, de modo que el nuevo estimador sea insesgado inde-
pendientemente del niimero de observaciones. Para ello se decide utilizar una versién
escalada del estimador:

‘A/ins =cC V

donde V es el estimador muestral de la varianza, Vins es el estimador buscado, y ¢
es una constante a determinar. Obtenga el valor de la constante ¢ que hace que Vins
sea insesgado. Demuestre que la varianza del estimador insesgado es mayor que la
que se obtendria al utilizar el estimador muestral. Este resultado ilustra el importante
compromiso entre sesgo y varianza que aparece con frecuencia en problemas de
estimacion: resulta posible disminuir la varianza (el sesgo) de un estimador a costa
de un incremento de su sesgo (varianza).

1.7.2 Sesgo y varianza de estimadores de variables aleatorias

La extension de los conceptos de sesgo y varianza para el caso de estimacion de vari-
able aleatoria resulta inmediata. De hecho, y de forma andloga al caso determinista,
serfa posible utilizar directamente la distribucion pg, (8|s) para obtener informacién
acerca de la bondad de un estimador para cada posible valor de la variable aleatoria.
Sin embargo, al aplicar repetidas veces un estimador de variable aleatoria, el valor
s de la variable a estimar cambia de experimento a experimento y, por este motivo,
resulta necesario obtener también la esperanza matemdtica con respecto de S para
tener una idea precisa acerca del error sistematico que se obtiene al aplicar el esti-
mador.

Por lo tanto, en el caso de estimacién de variable aleatoria definimos el sesgo y
la varianza como

Sesgo(S) = E{S — §} = E{S} — E{S} (1.105)

Varianza(5) = E{(S — E{S})?} = E{5?} — E2{S} (1.106)

En este caso, es posible llevar a cabo una descomposicién del error cuadratico
medio similar a la utilizada para el caso determinista:

E{(S — )} = Varianza{S — S} + E*{S — S} (1.107)
= Varianza(F) + [Sesgo(S)]? '

donde E es error de estimacién en que incurre el estimador S. Nétese que, al con-
trario de lo que ocurria en el caso determinista, cuando la variable a estimar S es
aleatoria la varianza del error no serd en general igual a la varianza del estimador.

Conviene por tltimo resaltar que el cdlculo de las esperanzas mateméticas ante-
riores que involucran a S'y S puede realizarse utilizando la distribucién conjunta de
dichas dos variables o, alternativamente, la distribucién conjunta de S'y X, haciendo
uso de la relacién determinista que existe entre S y X. Asi, por ejemplo,
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- 8)?) = 5 —8)*pg a(s,8) ds ds
E{(S - $)%) /(S) /(g)( Y2pg 5(5,8) ds d o
:/ / (sff(x))zps,x(s,x) ds dx

(s) J(x)

Mencionaremos, finalmente, dos propiedades de interés relativas al sesgo:

e El estimador de minimo error cuadratico medio (sin restricciones) E{ Sywsg } es
siempre insesgado:

E{Swuse} = E{E{S|X}}
= /E{S|X = x}px(x)dx
= E{S} (1.109)

e Asimismo, el estimador lineal de minimo error cuadratico medio también es ins-
esgado. Esto es una consecuencia inmediata de la propiedad 1 en (1.86)

1.8 Apéndices

1.8.1 Casos particulares gaussianos

Partiendo de (1.65) pueden obtenerse estimadores MMSE para diferentes casos par-
ticulares de interés, que se analizan en los apartados siguientes.

Transformaciones lineales con ruido
Supongamos que la observacién X estd relacionada con S a través de la expresion.
X=HS+R

donde H es una matriz determinista conocida de dimensiones M x N,y R es un
vector gaussiano aleatorio de dimensiones M X 1, independiente de S. Las distribu-
ciones de los vectores S y R son:

ps(s) = G(0,Vs) pr(r) = G(0,VRr)

siendo 0 un vector columna con todas sus componentes iguales a 0.
De acuerdo con ésto, podemos comprobar que

E{X} = HE{S} + E{R} =0 (1.110)

Por tanto, S y X tienen media nula, y podemos aplicar la ecuacién (1.68). Para ello,
calcularemos Vgx y Vx. En primer lugar,
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Vsx = E{SX”}
=E{S(HS +R)"}
=E{SST}H" + E{SR)"
= VsH” + E{S}E{R)"
= VgHT (1.111)
(donde, en la tercera igualdad, hemos hecho uso de la independencia de S y R).
Analogamente,
Vx = E{XXT}
=E{(HS +R)(HS + R)"}
= HE{SST}H” + E{RR)”
=HVgHT + Vg (1.112)

(donde, de nuevo, en la tercera igualdad hemos hecho uso de la independencia de S
y R). Aplicando (1.111) y (1.112) en (1.68), resulta

Swmse = mg)x = VsH' (HVgH” 4+ Vi)™ 'x (1.113)

Una expresion alternativa pero equivalente a la anterior puede obtenerse aplicando
el denominado lema de inversion de la matriz, segun el cual

(HVsH” + Vr) ' = Vi' - VR HH'Vi'H+ V') H Vg™ (1.114)

Aplicando esta ecuacién sobre (1.113) y, tras algunas manipulaciones algebraicas
que omitiremos aqui, puede escribirse

Swmse = (H Vg H+ V')~ H Ve 'x (1.115)

Observaciones independientes

Considérese el caso con M = N (hay tantas observaciones como variables a es-
timar), H = 1, siendo I la matriz unidad, y matrices de covarianzas diagonales
Vs = Dsy Vr = Dgr (lo que equivale a decir que todas las componentes de S,
y todas las de R, son independientes). La particularizacién de (1.113) para este caso
resulta en

Sumse = Ds (Ds + Dr) ™' x (1.116)

La matriz Dg (Dg + DR)f1 es una matriz diagonal, cuyo elemento i-ésimo de la
diagonal es

— Vs,
Ps(Ds +Dn)” |, = s
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donde vg, y vg, son las varianzas de e S; y R; respectivamente.

Por lo tanto, la estimacién de la componente i-ésima del vector aleatorio S es
SMMSE,i = sz (1.117)
VR; T Us;

Notese que este resultado implica que cada componente de S ha de ser estimada con
un estimador similar al obtenido en el Ejemplo 1.17. Dicha conclusién era esperable,
ya que el modelo de generacion de observaciones en este caso puede escribirse como
X = S+R, siendo todas las componentes de S y R independientes entre si. En otras
palabras, el problema podria haber sido descompuesto en N problemas de estimacién
independientes equivalentes al estudiado en el Ejemplo 1.17.

Observaciones independientes de una misma variable aleatoria unidimensional

Consideremos la observacion repetida de una variable aleatoria unidimensional S,
estando sujeta cada medicion a ruidos independientes de distinta varianza. Se pre-
tende estimar el valor de .S en base al conjunto de observaciones X. Esto supone una
particularizacién del modelo general estudiado en esta subseccion, en el que

X=15+R

Es decir, H = 1, siendo 1 un vector columna de dimensiones apropiadas con todas

sus entradas iguales a 1, y siendo S una variable aleatoria unidimensional. El hecho

de que las observaciones estén sujetas a ruidos indpendientes implica que la matriz

de covarianza del ruido es diagonal, Vg = Dgr de componentes diagonales v, .
Aplicando (1.115), se obtiene

1

71TD_1X 1.118
vg! +17DR'1 R (L118)

SMMSE =

y, teniendo en cuenta que Dﬁl es una matriz diagonal, se obtiene

1 Xy
5 . (1.119)
MMSE Zl UR}Z‘ + 'USI Z VR

Respecto del resultado anterior, nétese que la estimacién de .S consiste en un prome-
dio ponderado de las observaciones, asignando un mayor peso a aquellas observa-
ciones contaminadas por una menor cantidad de ruido (i.e., con baja vg ;).

1.8.2 Principio de Ortogonalidad. Interpretaciéon geométrica

Una analogia que permite obtener algo mds de intuicién acerca del significado del
Principio de Ortogonalidad obtenido en (1.87), asi como del problema de estimacién
lineal de minimo error cuadratico medio, consiste en asociar cada variable aleato-
ria unidimensional a un vector en un espacio euclideo. La analogia, considerando el
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caso en que todas las variables aleatorias tienen medias nulas, es como sigue (véase
la Figura 1.9): cada variable aleatoria puede representarse como un vector en un es-
pacio euclideo, definiendo el producto escalar entre dos vectores en dicho espacio
como su covarianza (X;, X;) = E{X; X} (recuérdese que estamos asumiendo me-
dias nulas). De esta manera, la longitud del vector asociado a cada variable aleatoria
es directamente la varianza de la variable, ||X;|| = /E{X,;X;}. Puede compro-
barse que, con estas definiciones, se satisfacen las necesarias correspondencias entre
sumas y diferencias de variables aleatorias y sus correspondientes representaciones
vectoriales.

Fig. 1.9. Interpretacion geométrica del Principio de Ortogonalidad.

Tanto las variables observables X; como aquélla que deseamos estimar S se aso-
cian por tanto a un vector en un espacio euclideo. Ahora, si el objetivo es aproximar
el valor de S como combinacion lineal de las X;, resulta claro que la estimacion de S
debe pertenecer al subespacio generado por las observaciones (un plano, para el caso
de dos observaciones representado en la Figura 1.9). El objetivo de minimizacién de
error cuadrdtico medio es andlogo al de minimizacién de la norma del error (|| E|)),
y sabemos que dicha norma se minimiza cuando el vector de error es ortogonal al
subespacio generado por las X, y por tanto también ortogonal a todos los vectores
de dicho espacio, incluidas cada una de las observaciones. Cuando recuperamos la
interpretacion en términos de variables aleatorias, dicha conclusion sigue siendo val-
ida, sin mds que argumentar en términos de ortogonalidad estadistica en lugar de
geométrica.

Un corolario interesante del Principio de Ortogonalidad, que también puede en-
tenderse facilmente a la vista de lo representado en la Figura 1.9, es que el error del
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estimador lineal 6ptimo £* también ha de ser ortogonal al propio estimador, S’LMSE,
por ser éste una combinacion lineal de las observaciones y, por tanto, un vector en
un subespacio ortogonal a E*.

Para concluir la seccion, conviene insistir en el hecho de que todos estos resul-
tados son validos exclusivamente para el caso de estimacion lineal de minimo
error cuadratico medio.

1.9 Problemas

1.1. La distribuci6n a posteriori de S dado X es
ps)x (slr) = 22 exp(—x2s), s>0
Determine los estimadores S'MMSE, S'MAD y SMAP.

1.2. Considere un problema de estimacidn caracterizado por la siguiente distribucién
a posteriori:
ps|x (s|z) = vexp(—xs), s>0 (1.120)

Determine los estimadores Syvimsg, SMap Y Smap-

1.3. Se desea estimar la v.a. S a partir de la observacién de otra v.a. X mediante un
estimador lineal de minimo error cuadratico medio dado por la expresion:

SLMSE =wg +w X

Sabiendo que E{X} = 1, E{S} = 0, E{X?} = 2, E{S?} = 1y E{SX} = 1/2,
calcule:

a) Los valores de wg y w;.

R 2
b) El error cuadrético medio del estimador, E { (S - SLMSE) }

1.4. Sean X y S dos variables aleatorias con d.d.p. conjunta

20<x<1,0<s<zx
px.5(@, ) 0 resto
a) Calcule el estimador de ml’nimerrror cuadratico medio de S dado X, S’MMSE.
b) Calcule el sesgo del estimador Symsk-

1.5. Se dispone de una imagen digitalizada de dimensiones 8 x 8 cuyos valores de
luminancia son estadisticamente independientes y se distribuyen uniformemente en-
tre 0 (blanco) y 1 (negro); se ha modificado dicha imagen aplicando sobre cada pixel
una transformacion de la forma Y = X" r > 0, donde X es la v.a. asociada a los
pixeles de la imdgen original e Y la asociada a la imagen transformada. Obtenga la
expresion que permite estimar por maxima verosimilitud el valor de r empleado en la
transformacion cuando se dispone de los 64 que componen la imagen transformada
{y(M}4 | pero no se dispone de la imagen original.
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1.6. Para el disefio de un sistema de comunicacién se desea estimar la atenuacién de
sefial entre el transmisor y el receptor, asi como la potencia de ruido introducida por
el canal cuando este ruido es gaussiano de media nula e independiente de la sefial
transmitida. Para ello, el transmisor envia una sefial con una amplitud constante de 1
y el receptor recopila un conjunto de K observaciones disponibles a su entrada.

a) Estime por maxima verosimilitud la atenuacién del canal, «, y la varianza del
ruido, v.., cuando las observaciones diponibles en el receptor son

{0.55,0.68,0.27,0.58,0.53,0.37, 0.45,0.53, 0.86, 0.78}.

b) Si el sistema se va a utilizar para la transimision de sefiales digitales con una
codificacién unipolar (se emplea un nivel de seflal A para transmitir el bit 1 y
se mantiene el nivel de sefial a 0 para la transmisién del bit 0), considerando
equiprobabilididad entre simbolos, indique el minimo nivel de sefial que debe
usarse en la codificacién, A,,;,, para garantizar un nivel de SNR en el receptor de
3 dB.
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Aprendizaje Maquina

2.1 Principios generales del aprendizaje maquina

Como se ha estudiado en secciones anteriores, el disefio de estimadores y clasifi-
cadores que son capaces de aprender una funcién para la estimacién o clasificacién
de cualquier nuevo punto x del espacio de observacién (procedimiento denominado
induccion) precisa de cierta informacién que relacione las observaciones y el valor a
estimar (o la clase deseada). En los capitulos anteriores hemos asumido que dicha in-
formacién estaba disponible gracias al conocimiento de determinadas distribuciones
de probabilidad (enfoque analitico). Asi, por ejemplo si en un determinado problema
de estimaci6én asumimos conocida pg x (s, x) disponemos de la caracterizacién mas
completa posible para el disefio 6ptimo de estimadores (de hecho, para el disefio de
estimadores bayesianos resulta suficiente la distribucién a posteriori de .S).

En la préctica, existen un gran nimero de problemas en los que no se dispone
del conocimiento estadistico necesario para llevar a cabo la tarea de estimacién o
clasificacién de forma Optima. Sin embargo, si se dispone de datos etiquetados,
{X(k), s(k)}, es decir, de un conjunto de observaciones para las cuales se conoce
el valor de la variable objetivo, resulta posible utilizar dicha informacién para la
construccién de estimadores o clasificadores siguiendo un enfoque conocido como
mdquina o de aprendizaje automdtico. Esto no es de extrafiar, ya que puede enten-
derse que si el conjunto de datos {x(k), s(k)} estd compuesto por muestras i.i.d. de
ps.x(s,x), la informacién contenida en dicho conjunto de datos puede considerarse
como una aproximacion al propio conocimiento de la densidad de probabilidad, por
lo que podrd utilizarse en la tarea de estimacién. Obviamente, conforme el niimero de
muestras disponibles crece, el conjunto de datos proporciona una informacién maés
completa acerca de la densidad de probabilidad conjunta real, por lo que el estimador
o decisor construido se aproximard mas al disefio 6ptimo analitico.

En esta seccion presentamos algunos de los conceptos clave inherentes al disefio
de estimadores y clasificadores a partir de datos. Cabe mencionar que existen al
menos dos maneras de proceder a partir de dicho conjunto de datos:

e Los datos pueden utilizarse en primer lugar para obtener una aproximacién de la
densidad de probabilidad conjuntaNétese que en el caso de clasificacién una alterna-
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tiva frecuentemente utilizada consiste en la estimacion de las verosimilitudes px |z (x|h).
Esto es mucho mds complicado en el caso de estimacién dado el caracter continuo de las
variables objetivo, ps x (s, x). Una vez se dispone de dicha estimacién de la d.d.p., puede
procederse siguiendo un enfoque analitico convencional. Esta aproximacién se conoce
habitualmente como semianalitica.

e Otra posibilidad es utilizar directamente los datos de entrenamiento para el proceso de
estimacion o clasificacion, evitando la aproximacion de densidad de probabiliidad alguna
que es, en general un objetivo mds complicado que la propia tarea de estimacién o clasifi-
cacion. Este enfoque es el que se suele asumir cuando se habla de Aprendizaje Mdquina,
y serd el que estudiaremos de forma resumida en el presente capitulo.

Resulta pertinente plantearse la cuestién de cudl de los dos enfoques, analitico
0 mdaquina, resulta mas potente para la resolucién de problemas de aprendizaje. En
principio, no hay situacién mds ventajosa que el conocimiento estadistico del prob-
lema. Sin embargo, en la prictica es habitual que dicha informacién no se conozca
(o al menos no con exactitud), mientras que el acceso a un conjunto de datos etique-
tado puede resultar mds viable. Por ejemplo, si se considera un escenario de clasi-
ficacién de imagen en diagndstico médico, resulta evidente que la disponibilidad de
un modelo estadistico preciso que relacione el valor de los pixeles de la imagen con
la variable a estimar (e.g., nivel de respuesta a un determinado contraste) o la clase
a predecir (e.g., presencia o no de tumores) es imposible, mientras que la construc-
cién de un conjunto de pares etiquetados (conjunto de entrenamiento) Unicamente
requiere del etiquetado manual de imdgenes concretas por parte de expertos, un pro-
cedimiento probablemente costoso, pero viable en cualquier caso.

En la literatura cientifica y técnica se viene realizando un gran esfuerzo en esta
direccion a lo largo de las dltimas décadas, disponiéndose actualmente de una am-
plia bateria de métodos de aprendizaje automadtico. No es el objetivo de este capitulo
cubrir siquiera un nimero reducido de las técnicas de aprendizaje propuestas, pero
si presentar de forma resumida algunos de los conceptos mas importantes de dicho
aprendizaje maquina, revisando tinicamente algunas técnicas concretas a modo ilus-
trativa.

2.2 Métodos Paramétricos y no Paramétricos

e Paramétrico: Se propone un modelo en forma de una funcién parametrizada. Se
trata de optimizar una determinada funcién de dichos datos que mida la discrep-
ancia entre las variables objetivos disponibles y las que proporciona el modelo
(funcidén de coste basada en muestras, tipicamente promedios muestrales). Adi-
cionalmente, se pueden incluir términos de control de la generalizacién. En fun-
ci6én del problema, podemos encontrar distintos métodos de optimizacién. Al-
gunos de ellos proporcionan la solucién 6ptima en modo bloque (i.e., existe una
solucidn cerrada), mientras que otros proceden de manera iterativa. En la dltima
parte del curso veremos algin ejemplo de dichos procesos iterativos en el caso
particular de estimacion.
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e No Paramétrico: Son estrategias que no requieren la definicion a priori de ningtin
tipo concreto de funcién que implemente el estimador o clasificador. Lo veremos
con un ejemplo.

2.3 Estimacion Maquina No Paramétrica: Método del vecino mas
proximo
3(x) = s*7)

siendo

k* = arg mkin [|x — x®)|

2.4 Estimacion Maquina Paramétrica: Regresion de Minimos
Cuadrados

3(x) = wo + wlx

Los vectores ptimos se obtienen como

w —
H ] = (XIX.) X7

. 1 xgl) xg\})
X, — 1 x(12) xg\?)

L2

s=[sM, ... )T

2.4.1 Modelos Semilineales

§ = wo+wy f1(x)Fwa fo(x)+- - -+wn v (x) = wo+wiyr +waye+- - -Fwn YN

{X(k)7 S(k)} N {y(k)7 S(k)}
Wo
w

Y. =

(YzYe)ilYeTs

con

1 ygl) yg\},)
(2) (2)

]‘yl yN/

1 y%K) . y](\,[f)
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2.5 Generalizacion

Para el disefio bajo enfoque supervisado se dispone de un conjunto de entre-
namiento con datos supervisados. No obstante, ha de tenerse presente que el
objetivo es aplicar dicha maquina en nuevos datos, diferentes de los disponibles
durante el entrenamiento.

Generalizacion: La deseable propiedad de que la mdquina proporcione una buena
estimacion/clasificacion en datos diferentes de los del entrenamiento.
Sobreajuste: El comportamiento indeseado que ocurre cuando la funcién de
estimacioén o clasificacidon aprende las particularidades del conjunto de entre-
namiento, debidas al ruido o al efecto del submuestreo, pero no extrapolables
al problema real.

Una forma de garantizar una adecuada generalizacién es mediante la aplicacion
de técnicas conocidas como de validacion, de forma que un conjunto de datos se
deja aparte para estimar el comportamiento de la maquina, y tener asi una forma
de predecir cudl va a ser el comportamiento en datos diferentes a los usados para
el entrenamiento. La validacién cruzada divide el conjunto de entrenamiento en
varios subconjuntos, y promedia los resultados obtenidos al utilizar cada uno de
ellos como de validacién.

En la préctica, el conjunto de test no es conocido, al menos no las etiquetas de-
seadas. No obstante, en los disefios de laboratorio es frecuente disponer de dichas
etiquetas. Unicamente se pueden utilizar a los efectos de una evaluacién final de
los diferentes métodos y su comparacion; en ningiin caso deberian utilizarse du-
rante el disefio.
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Decision analitica

3.1 Introduccion al problema de decision

En muchas situaciones debemos tomar decisiones, elegir entre varias alternativas
diferentes, basdndonos en observaciones o datos que tienen un comportamiento
aleatorio. La teoria que permite encontrar soluciones a este tipo de problemas se
la conoce como Teoria de la Decision. Ejemplos de este tipo de situaciones nos las
podemos encontrar:

Al disefar el receptor de un sistema de comunicaciones digitales, donde el trans-
misor enviaun “0” o un “1”y, a partir de la sefial presente a la entrada del receptor
(observacidn), se debe decidir que simbolo ha sido transmitido.

En un sistema radar donde a partir de la sefial que llega al receptor radar se debe
detectar si hay o no un blanco presente. Cuando la Teoria de la Decision se aplica
a este tipo de escenarios, suele denominarse Teoria de la Deteccion.

En problemas de diagndstico médico donde, por ejemplo, el médico examinando
un electrocardiograma debe decidir si el paciente ha tenido o no un ataque al
corazon.

En problemas de clasificacién de locutores donde a partir de la voz del locutor
se debe decidir si el locutor es hombre o mujer, o bien decidir su nacionalidad
(espaiol, francés, alemdn, ...) En el primer caso, donde sélo se decide entre dos
posibles hipétesis, se dice que el problema de clasificacién es binario, mientras
que en el segundo caso (en el que hay mas de dos hipétesis) se habla de problemas
de clasificacién multiclase.

“Escenario d
actuacion

* Entorno de
bservacion

X D
Sensor H Decisor ]—'{Actuador}l

Observacion Decision Accién

Fig. 3.1. Componentes de un sistema de decision.
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La figura 3.1 muestra los elementos principales que componen un sistema de
decision. Entre estos elementos nos encontramos:

e Las hipotesis que son aquellas posibles circunstancias, no observables, que dan
lugar al problema de decisién. Dado que su valor es desconocido, se modelara
como una variable aleatoria discreta. En general se considera que se dispone de
un conjunto de L hipétesis exhaustivas y mutuamente exclusivas (es decir, que
una y solamente una de las hipétesis es cierta), y se representan mediante la vari-
able aleatoria H definida sobre {0,1,...,L — 1} de tal modo que H = hsiy
s6lo si la hipétesis h-ésima es correcta. Asi, en el ejemplo del problema de co-
municaciones tendriamos dos posibles hipétesis H = 0 (se transmitio el simbolo
“0”) o H = 1 (se transmiti6 el simbolo “1”); mientras que en el problema de
deteccién de la nacionalidad del locutor habria tantas hipdtesis como posibles
nacionalidades a clasificar.

e Las observaciones que estaran contenidas en el vector aleatorio X. Este vector
estard formado por aquella informacioén capturada por el sensor del entorno y
que puede resultar ttil para la decision (debe haber una relacién estadistica entre
las hipétesis y el vector de observaciones para que el problema de decision tenga
sentido). En un caso general la observacién es un vector de nimeros reales, es
decir, X € X c RN, Asi, por ejemplo, en el sistema de comunicaciones las
observaciones son las sefiales captadas en el receptor y cuyo valor dependerd, en
un caso general, del simbolo transmitido y del ruido aleatorio introducido por el
canal.

e El decisor que serd el elemento del sistema que toma la decision D = ¢(X) tras
observar X, siendo ¢ la funcion de decision. La decision es una variable aleatoria
discreta perteneciente a un alfabeto finito que, por simplicidad, codificaremos
mediante niimeros enteros consecutivos, M = {0,1,..., M — 1}. Cada una de
las decisiones posibles (es decir, cada uno de los elementos de M) se denominan
categorias o clases. Por dltimo, es importante destacar que la funcién de decision
tiene un caracter determinista, es decir, para un valor dado de x el decisor siempre
decidird la misma categoria, d = ¢(x). Ademds, por cada posible valor de x estd
funcidn sélo le asigna una categoria, dando asi lugar a las llamadas regiones de
decision en las que nos centraremos mds adelante.

e El ultimo de los elementos del sistema es el actuador, encargado de ejecutar so-
bre el escenario de actuacion las acciones derivadas de la decisién D. El decisor
debe disefiarse teniendo en cuenta las consecuencias derivadas de estas acciones.
Asf, por ejemplo, en el caso del sistema de comunicacién el receptor suele dis-
efarse intentando minimizar la probabilidad de error; por el contrario, en el caso
de diagnéstico médico habria que considerar los efectos de dar un diagnéstico
erréneo, teniendo en cuenta que las consecuencias derivadas de no detectar un
ataque de corazon, si este se ha producido, son muy diferentes del caso opuesto,
haberlo diagnosticado cuando no ha ocurrido.

El esquema anterior es muy general, y representa de forma simplificada muchos
procesos de toma decisiones en hombres y maquinas. Aunque el sensor, el decisor
y el actuador pueden ser manuales, o autométicos, el objetivo principal de este tema
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es determinar procedimientos automdticos de decision (independientemente de la
naturaleza del sensor o el actuador).

3.1.1 Regiones de decisiéon

Como se acaba de indicar, la funcién de decision, ¢, al asignar una y sélo una cate-
goria a cada posible observacion, x, divide el espacio muestral en regiones, una por
cada categoria. Llamaremos region de decision de la categoria d al conjunto definido
por
Xy = {x € X|p(x) = d} (3.1)

y llamaremos fronteras de decision a aquellas que limitan las regiones de decision.

Por tanto, todo decisor induce la particién X = U;V[:_Ol Xg4. Obsérvese también
que las regiones de decision caracterizan completamente un decisor. Podemos dis-
efiar un decisor, bien determinando el valor de ¢ para todo x € X, o bien especifi-
cando las regiones X; de una particién sobre X'

Example 3.1. Bl decisor ¢(x) = wu(z? — 1) (donde u(.) es la funcién escalén),
definido sobre X = R, se caracteriza por las regiones de decision:

Xy ={reRjz?> =1 <0} =(-1,1) (3.2)
X ={x €Rlz? —1> 0} = (—o00,—1] U [1, 00) (3.3)
(donde hemos supuesto u(0) = 1).

Example 3.2. El decisor ¢(x) = argmin y;(x), definido sobre X' = [0, 1]?, siendo

yo = |1x|? (3.4)
y1 =21 — 20+ 1 3.5)
Yo =29 — 21 +1 3.6)

se caracteriza por las regiones de decisiéon que se muestran en la fig. 3.2.

3.1.2 Diseio de decisores

El disefio de un decisor depende del tipo de informacién disponible acerca del prob-
lema de decisién. Discutiremos dos familias principales de procedimientos de dis-
efio:

e Métodos analiticos: basados en el uso de informacién estadistica del problema.
Pueden emplearse cuando, por la naturaleza del problema, es posible determinar
un modelo probabilistico de las variables relevantes del problema (entre ellas, las
observaciones)

e Métodos maquina: basados en el uso de informacién empirica sobre el prob-
lema. Pueden emplearse cuando no se dispone de un modelo probabilistico fiable
pero, a cambio, se tienen datos histdricos utiles que proporcionan pistas para dis-
efiar el sistema.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

%o

Fig. 3.2. Regiones de decision del decisor del ejemplo 3.2: Xy (negro), X1 (gris) y A2 (blanco)

3.2 Diseno analitico de decisores

3.2.1 Modelado estadistico de los problemas de decision

Antes de entrar a describir la teorfa de la decisidn es conveniente presentar las fun-
ciones de probabilidad que caracterizan estadisticamente la relacion existente entre
observaciones y las hipotesis:

e En primer lugar, la verosimilitud de / viene dada por px |z (x|h), y caracteriza
probabilisticamente la generacidn de las observaciones para cada posible hipéte-
sis. Para un problema de clasificacién con L hipétesis, nos encontraremos con L
funciones de densidad de probabilidad que definen la verosimilitud sobre cada
posible hipétesis: px |z (x(|0), px | (x[1), ... px|a(x|L — 1).

e La distribucién marginal o a priori de H, denotada como Py (h). Nétese que
como H es una v.a. discreta debe verificarse que Zﬁ;g Py (h) =1.

e La distribucién de las observaciones, px (x), que modela la densidad de prob-
abilidad de X en el punto x.

La distribucién conjunta de X'y H: px r(x, h) = px|u(x|h)Pg(h)
La distribucién a posteriori de H: Py x (h|x) que indica con que probabilidad
ocurre cada hipdtesis para un valor dado de x.

Es importante resaltar que la informacidn disponible para el disefio del estimador
puede ser diferente en cada situacioén concreta. Una situacidn habitual, por estar rela-
cionada con el propio proceso fisico de generacién de las observaciones, es aquélla
en la que se dispone de la verosimilitud y la probabilidad a priori de cada hipéte-
sis, Py (h). Nétese que a partir de ellas puede obtenerse cualquier otra distribucidn,
asi, por ejemplo, mediante el Teorema de Bayes se puede obtener la distribucién a
posteriori de las hip6tesis como:
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px|m(x|h)Pu(h)
Zﬁ;ol px|u (x|h) P (h)

P ix(h|x) = (3.7

3.2.2 Riesgo

(Coémo determinar si un decisor es mejor que otro? Para ello necesitamos una me-
dida que permita evaluar las prestaciones de cualquier decisor. La idea germinal de
la teoria de la decisidn es la siguiente: supongamos que es posible cuantificar las
consecuencias derivadas de cada decision (0, mds precisamente, de la accién conse-
cuente a cada decisién) mediante una funcién de coste ¢(D, H) € R que asigna una
penalizacion cgy,, con cgp, > cpp, > 0, Vd # h, al hecho de decidir D = d cuando la
hipétesis es H = h.

Una vez definida la politica de costes, pueden medirse las prestaciones de un
decisor dado por una funcién de decisién ¢ mediante su coste medio, también de-
nominado como riesgo

M-1L-1
ro =E{c(D,H)} = Y Y canP{D =d,H = h}
d=0 h=0
M-1L-1
=Y "> canPu(h)Pp(d|h) (3.8)
d=0 h=0

Teniendo en cuenta que ¢(x) = d cuando la observacion pertenece a la region de
decisién de D = d, es decir, x € Xy, el término Pp, g (d|h) se puede calcular como

Pou(dih) = P{X € Xy H = h} = / pxya (x|h)dx (3.9)

Xg

Example 3.3. Se tiene un problema de decisién multiclase con tres hipétesis cuyas
verosimilitudes son:

px|H({E|0):1 O<x<1
pxa(z]l) =2(1-2) O0<z<l1

sabiendo que las probabilidades a priori de las hipétesis son: Py (0) = 0.4y
Py (1) = Py (2) = 0.3 y la politica de costes viene dada por ¢, =0, h =0,1,2y
chg = 1, h # d, obtenga el riesgo del decisor:

1, <05
M”_{z x> 05

Aplicando la expresion (3.8) a este problema se tiene:

re = ClopH(O)PD|H(1|O) + CgoPH(O)PD‘H(Q‘O) + COIPH(l)PD|H(O|1)
+c21Pr (1) Ppia (2|1) + co2 Pr (2) Pp (012) + c12 P (2) Pp (12)
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donde se pueden calcular los términos Pp) g (d|h) aplicando (3.9)

Ppp(0]1) = Pp(0[2) =0

Ppir(110) = [y, px i (@]0) do = [} 1 dz = 0.5
Pp(2(0) = [y, pxjr(]0) do = [, 1dz = 0.5
Ppip(112) = [y, pxjr(x]2) dz = [} 22 dw = 0.25
Ppiy(21) = [y, pxim(z[1) de = [) 21 — z) dv = 0.25

y sustituyendo se llega a
r¢ =04-05+04-054+03-0.254+0.3-0.25=0.55

De manera alternativa, se puede evaluar la calidad de la decision d para una obser-
vacién x mediante el coste medio dado la observacién o el riesgo condicional

L-1

E{c(d, H)|x} = Z canPrx (h[x) (3.10)
h=0

el cual puede relacionarse con el riesgo o coste medio del decisor a través de la
expresion:

re =E{c(D,H)} = /E{c(d, H)|x}px(x)dx (3.11)

Esta relacién entre ambos riesgos pone de manifiesto que ambas funciones de
coste son equivalentes de cara a disefiar el decisor que proporcione el minimo riesgo,
ya que el riesgo condicional estaria minimizando para cada valor de x el coste medio
del decisor.

Example 3.4. Continuando con el ejemplo 3.3 se podria calcular el riesgo condi-
cional de cada decisién como

E{c(d, H)|x} = cao Pr x (0]2) + ca1 P x (1]@) + caz2 Prx (2]2)

donde se pueden obtener las distribuciones a posteriori mediante la aplicacién del
Teorema de Bayes

~ pxju(zl0)Pr(0) 1-04 B
Prx (Ole) = S22 pxm(h)Pa(h)  1-04+2(01—2) 03+22-03 0-4
o) — px|a(*|1)Pr(1) _21-2)-02 _ .
Py x(1]x) Zi:opx\H(I\h)PH(h) 1 0.6(1 )
__ pxm(@2)Pu(2) 2203 _
Py x(2]z) = S ot (el P () ==5 =06

y se llega a:
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o sid=0:

E{c(0, H)|z} = coo P x (0x) + co1 Pr x (1|z) + co2 Pr|x (2|7)
—0-04+1-0.6(1—x)+1-0.60=0.6

o sid=1:

E{C(l H)‘.’L‘} = 610PH|X(O|$) + 011PH‘X(1|1‘) + 612PH‘X(2‘JJ
=1-0440-06(1—2)+1-0.6x=0.4+0.6x

o sid=2:

E{c(2, H)|z} = c20Pp x (0z) + c21 P x (1)) + c22Ppr x (2]2)

1-0441-06(1—-2)4+0-0.6z=1-—0.6x

3.2.3 Teoria bayesiana de la decision

La ecuacién (3.10) nos proporciona de forma inmediata una regla para disefiar el
decisor 6ptimo: la decisién D = d serd la dptima si es la que proporciona el menor
riesgo condicional

L-1
o (x) = argmin > canPux (hx) (3.12)
h=0

A modo de ejemplo, la Figura 3.3 muestra la estructura del decisor de minimo
riesgo para un problema con dos hipétesis y tres alternativas.

arg
min

Fig. 3.3. Estructura del decisor de minimo riesgo con dos hipdtesis y tres alternativas.

Example 3.5. Obtenga el decisor de minimo riesgo del problema de decision dado en
el ejemplo 3.3.
Partiendo de las expresiones del riesgo condicional obtenidas en el ejemplo 3.4,
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E{c(0,H)|z} = 0.6
E{c(1,H)|x} = 0.4 4 0.6z
E{c(2,H)|x} =1-0.6x

s6lo hay que analizar para cada valor de x que término es menor:

1
Calculo de x:
0,4+0,6x1 =0,6

0.6 21 =0,33

04 Calculo de x5:
' 1 ' 1-— 0, 6&32 = 0, 6
71 =0,33 22=0,66 1 29 = 0,66

D=1 D=0 D=2

se tiene que el decisor bayesiano es:

1, 0<x<0.33
¢p(x)=4¢0, 033<z<0.66
2, 066<x<1

Podemos obtener una expresion alternativa para el decisor 6ptimo aplicando la
Regla de Bayes sobre las probablidades a posteriori,
_ pxu(x[h) P (h)

sustituyendo (3.13) en (3.15) se llega a

L
*(x) = argmin c p—le(x‘h)PH(h)
P*(x) =a gd ;;1 dh px(x)

(3.14)

y teniendo en cuenta que el denominador no afecta a la decisién, (3.14) puede re-
ducirse a

L—1
¢"(x) = argmin > canpx | (x|h) Pr(h) (3.15)
h=0

El uso de un criterio u otro (el dado por (3.12) o (3.15)) simplemente dependera
de la informacidn de la que se tenga de partida, ya que en el primer caso se necesita
disponer de las distribuciones de verosimilitud de H y las probabilidades a priori,
mientras que en el segundo caso es necesario conocer la distribucién a posteriori.
Légicamente, a partir de la funcién de verosimilitud y las probabilidades a priori se
podria obtener la distribucion a posteriori y aplicar la expresion (3.12) para el disefio
del decisor.
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Example 3.6. Aplicando la expresion (3.15), obtenga el decisor bayesiano correspon-
diente al problema de clasificacion dado en el ejemplo 3.3

Para aplicar el criterio dado en (3.15) se debe calcular, en primer lugar, el término
Zﬁ;g canPx | (X|) Pr (h) sobre cada posible decisién

e SiD=0:

Sr o conpx | (@|h)Pr(h) =0-1-04+1-2(1—2)-0.3+1-2z-0.3 = 0.6.
e SiD=1:

ZZ:O cinpx|a(xlh) Py (h) = 1-1-0.44-0-2(1—2)-0.3+1-22-0.3 = 0.44-0.6.
e SiD=2:

Sy o conpx|a(@|h)Pr (k) =1-1-0.4+1-2(1—2)-0.34+0-22-0.3 = 1—0.6z.
Y analizando para cada valor de x que decisién incurre en un menor coste, tal y como
puede hacerse representado cada término en funcién de x
Término D=2 Término D=1

1 s 1
j 3 3 i Calculo de x1:
! ‘ Término! D =0 0,4+ 0,61 =0,6
‘ £ z1=0,33

Calculo de z5:
1-0,6z2 =0,6
x9 = 0,66

1 =0,33 22=0,66 1
D= D=0 D=2

se obtiene que el decisor bayesiano viene dado por:

1, 0<x<0.33
$(x)=4¢0, 0.33<z<0.66
2, 066<z<l1

que, como era de esperar, coincide con la expresion del decisor calculado en 3.5.

Decision MAP

Posiblemente el caso mds frecuente en problemas de decisién basadas en hipétesis
es aquel en el que el nimero de alternativas es igual al de hipétesis, y el actuador se
disefia para ejecutar las acciones mds adecuadas para cada hipétesis. El decisor, por
tanto, deberia decidir D = h cuando la hipétesis correcta es H = h. En tal caso, se
calificard la decisién como un acierto, y se hablard de fallo o error cuando D # h.
Dado que, en el momento de la decisidn, la hipdtesis correcta es desconocida, en
general no es posible acertar sistematicamente, y se produciran errores.

Si se supone que todos los tipos de errores son igualmente indeseados, mientras
que los aciertos no penalizan, se puede escribir
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1,sid#h
Can = [07 :idih] —1—6,p (3.16)

en cuyo caso, el coste medio en (3.8) se reduce a

re =Y P{D=d,H=h}=P{D+H} (3.17)
d#h

que es la probabilidad de error. Por tanto, el decisor éptimo para costes (3.16) es el
de minima probabilidad de error. Para obtenerlo, podemos calcular en primer lugar
el riesgo condicional. Usando (3.10), resulta

E{C(d, H)|x} = Pyx(hlx) =1 — Px(d|x) (3.18)
h#d

luego, en virtud de (3.12), se obtiene el decisor
Pmap(x) = argmax Prrx (h]x) (3.19)

En consecuencia, el decisor de minima probabilidad de error es aquel que toma,
para cada observacion x la decision asociada a la hipdtesis mds probable a posteriori
(es decir, dado x). Por este motivo, se le conoce como decisor MAP o de Maximo A
Posteriori.

Example 3.7. Obtenga el decisor MAP del problema de decision del ejemplo 3.3.
Para este problema se obtuvieron las siguiente distribuciones a posteriori:

0 Py x(1]x) Prx(2]x)
Prix (Of) = 0.4 B / b
PH|X(2|I) = 06,13 i i i
Ty :0,33 T2 :0,66 1
D=2 D=0 D=1

Lo que proporciona el decisor:

1, 0<x<0.33
émar(z) =< 0, 0.33 <z <0.66
2, 066<x<1

que como puede verse coincide con el decisor bayesiano, ya que en este ejemplo la
politica de costes no penaliza a los aciertos y los errores penalizan por igual.

3.2.4 Decision ML

Se denomina decisor de mdxima verosimilitud, o ML (Maximum Likelihood) a aquél
que se rige por la regla de decisién
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o (x) = argznax px|u (x[h) (3.20)

Aplicando la regla de Bayes sobre las probabilidades a posteriori en (3.19) se
puede comprobar facilmente que el decisor ML y el decisor MAP son equivalentes
cuando todas las hipGtesis son equiprobables (a priori), es decir Py (h) = 1/L.
Pero, de forma general, el decisor ML y el decisor MAP son distintos y ofrecen
prestaciones diferenciadas. En particular, el decisor ML es una buena alternativa
cuando no se conocen las probabilidades a priori (ni tampoco a posteriori) de las
hipétesis.

Example 3.8. Continuando con el problema dado en el ejemplo 3.3, obtenga el de-
cisor ML.

Para obtener el decisor simplemente hay que analizar para cada valor de x que

verosimilud toma una mayor probabilidad:

pxa (1) pxa(2(2)
px|u(z|0) =1 0<z<l1 . i L px(al0)
pxip(z]l)=2(1-2) 0<z<1 z
px|u(7]2) =22 D<z<l1 i 1

D=1 D=2
Su representacion, directamente muestra las regiones de decision:

1, 0<x<05
M@{z 05<z<1
Y nunca se decidirfa D = 0. Nétese que en este caso el decisor obtenido di-
fiere de la solucion proporcionada por el decisor bayesiano, lo que se debe a la no
equiprobabilidad entre las hipétesis.

3.3 Decisores binarios

En esta seccién se analizaremos con detalle el disefio de decisores binarios (M = 2)
basados en hipétesis binarias (L = 2). Interpretaremos los eventos {D = 0, H = 0}
y{D =1,H = 1} como aciertos y loseventos {D = 0, H = 1} y{D =1, H =0}
como errores. Ademas, utilizaremos la siguiente terminologia'

e Evento Deteccion: {D =1,H =1}
e Evento Pérdida: {D =0, H =1}
e Evento Falsa Alarma: {D =1, H =0}

Estudiaremos el decisor de minimo riesgo, que no es mas que una particularizacién
del decisor bayesiano obtenido en la seccidn anterior, pero veremos también que
existen otras alternativas al disefio de decisores que no estdn basadas en la medida
de riesgo.

! Esta terminologfa proceden originalmente de aplicaciones radar, en las que la hipétesis
H = 1 denota la presencia de un blanco que se pretende detectar, pero se ha extendido a
otros dmbitos, incluso aunque el significado original puede carecer de sentido.
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3.3.1 Riesgo de un decisor binario

En el caso binario nos encontraremos que la politica de costes viene definida por
cuatro términos: cog, 11, C10, Co1, €n los que, para cada hipétesis, el coste de un
error es mayor que el de un acierto, es decir, c19p > coo Y co1 > ci11. El riesgo
asociado a un decisor ¢ binario, dado por (3.8) puede escribirse en tal caso como

ry =cooP{D =0,H =0} +cnP{D=0H=1}
+coP{D=1,H=0}+cnP{D=1,H =1}
=00 Pr(0) Ppy11(0[0) + cor Prr (1) Ppy s (0[1)
+ c10Pu (0)Pp u(1]0) + c11Pr (1) Ppi s (1]1) (3.21)

Llamaremos Probabilidad de Falsa Alarma? a

Pra = Ppiu(1]0) = /X px|m(x[0)dx (3.22)

1

y Probabilidad de Pérdida a

Py = Ppg(0[1) = / px|u(x|1)dx (3.23)

Xo

De acuerdo con esto, podemos escribir

T ZCoopH(O)(l — P]:A) + C(nPH(l) + Cl()PH(O)PFA + CllpH(l)(l — PM)

=(co1 — c11) P (1)Pu + (c10 — co0) Pr (0) Pea + (coo P (0) 4 c11 P (1))
(3.24)

La expresion anterior muestra que el riesgo de un decisor es suma de tres compo-
nentes:

e (cooPu(0)+c11Pr (1)) es el riesgo minimo del decisor ideal, aquél con Py = 0
y Pra = 0 que acierta con probabilidad 1.

e (co1 — c11)Pu(1)Py es el incremento del riesgo que producen los errores de
pérdida.

o (c10—¢00) P (0)Pra es el incremento del riesgo que producen las falsas alarmas.

Obsérvese que el decisor ideal es, en general, irrealizable, porque si las verosimili-
tudes de las hipétesis estan solapadas, no es posible evitar que se produzcan errores.
El decisor 6ptimo serd aquel que encuentre un buen compromiso entre errores de
pérdida y falsas alarmas, de tal manera que el riesgo en (3.21) sea minimo.

2 Observe que se utiliza la denominacién “probabilidad de falsa alarma” para la probabilidad
condicional del evento D = 1 dado H = 0, y por tanto no debe confundirse con la
probabilidad del evento falsa alarma, P{D = 1, H = 0}. Comentario andlogo aplica a la
probabilidad de pérdida.
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3.3.2 Funcion discriminante

De forma general, cualquier decision binaria se puede expresar como el resultado de
comparar cierta funcién de la observacién con un umbral, es decir

D=1

gx) = 7 (3.25)
D=0

La funcién g se conoce como funcién discriminante.
Dado que la observacién es una variable aleatoria, la funcién discriminante define
una nueva variable aleatoria
A= g(X) (3.26)

que puede resultar util para el cdlculo de las probabilidades de error, falsa alarma y
pérdida. Asi, por ejemplo, la probabilidad de falsa alarma sera

Pea = Ppi(1]0) = P{A > n|H =0} = / paja(A0)dA (3.27)
n
Analogamente,
U]
Pu=Po(0) = P> all =1} = [ puminir 628

Cuando la observacion es un vector, las integrales escalares en (3.27) y (3.28) son
una buena alternativa a las integrales multidimensionales en (3.22) y (3.23), aunque
requieren determinar previamente p 4|z -

Example 3.9. Consideremos el problema de decisiéon X = (X7, X5), dado por las
verosimilitudes gaussianas

x| (x|h) = % exp <;((11 —h)? + (29 — h)2)) (3.29)

con h = 0, 1. Determinaremos la probabilidad de falsa alarma del decisor dado por
la funcién discriminante g(x) = x1 + 2 y umbral 7 = 1, es decir,

D=1
14z = 1 (3.30)
D=0

Dado que X} = {(z1, z2)|x1 + z2 > 1}, la probabilidad de falsa alarma de este
decisor puede obtenerse como

Pra :/ / px|u (x|0)dz1drs (3.31)
—oo0 J1—x2o
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que implica calcular una integral bidimensional. Sin embargo, dado que A =
9(X) = X1 + X5 es suma de variables gaussianas (bajo cualquiera de las hipGte-
sis), pa|m (A|h) también es gaussiana. En, particular, p |z (A|0) es una gaussiana de
media

E{A|H =0} =E{X |H =0} + E{X,|H =0} =0 (3.32)

y varianza
E{A?|H =0} = E{(X; + X2)?|H =0} =2 (3.33)

Por tanto,
B / (A0)dA L / e ( 1)\2>d)\ 0.2398  (3.34)
= = — X _— ~ . .
FA . PAlH i ), p 1

3.3.3 Decisores binarios de minimo riesgo

El disefio de un decisor binario puede plantearse como el de determinar una funcién
discriminante y un umbral de tal modo que la regla (3.25) tenga riesgo minimo. Para
ello, particularizaremos el resultado general en (3.15) para el caso binario, resultando

D=0
c10Prx (01x) + c11 Pyx(1/x) 2 cooPrx (0]x) + co1 Pux (1]x)  (3.35)
D=1
Reagrupando términos, resulta
D=0
(c10 = co0)Prx(0]x) 2 (co1 — c11)Prx(1]x) (3.36)
D=1

y, dado que c19 > coo ¥ co1 > c11, podemos escribir

D=1
Prx(1x) 7 " c10 — oo

2 (3.37)
Prx(0[x) = o con —cn
expresion que nos dice que el decisor binario de minimo riesgo queda determinado
por una funcién discriminante igual al cociente de probabilidades a posteriori y un
umbral igual al cociente de los costes incrementales.

Aplicando el teorema de Bayes se puede obtener la regla alternativa (pero equiv-
alente)

px|m(x[1) - (c10 = c0) Pr(0)
px |1 (x[0) D<: o (co1 = c11) P (1)

(3.38)

que nos permite expresar el decisor bayesiano utilizando como funcién discriminante
el cociente de verosimilitudes de las hipétesis.
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Decisor MAP
Andlogamente, podemos particularizar las reglas para el decisor MAP

D=1
Pyix(1]x) = Pgix(0[x) (3.39)
D=0

que podemos expresar de manera alternativa, mediante el cociente de verosimilitudes
de las hipétesis, aplicando el Teorema de Bayes:

D=1
px|a(x[1) S

x|z (x[0) D<: o Pru(1)

(3.40)

Recordemos que el decisor MAP minimiza la probabilidad de error, que en un
caso binario puede escribirse como

P, = P{D # H} = Py (1)Pu + Py (0)Pa (3.41)

= TéMmap

3.3.4 Decisor ML

Del mismo modo que con los decisores de minimo riesgo, y en este caso partiendo de
la expresion (3.20), se puede obtener una regla de umbral para el cdlculo del decisor
ML en el caso binario:

D=1

pxa(x[1) 2 pxa(x/0) (3.42)
D=0

Example 3.10. Consideremos el problema de decisién binario unidimensional dado
por las verosimilitudes gaussianas de medias mo = 2y m; = 4y varianzas vp = 5
y v1 = 0.5, siendo las probabilidades a priori de las hipétesis Py (0) = 2/3 y
Py (1) = 1/3. La fig. 3.4(a) muestra las verosimilitudes de ambas hipdtesis. Sus
puntos de corte marcan las fronteras del decisor ML, resultando X7 = [2.89, 5.55] (y
Xo = R—AX}). La fig. 3.4(b) muestra el decisor MAP. Dado que la hip6tesis Hy es, a
priori, mas probable, la regioén de decision asociada a D = 1 se reduce con respecto
ala del decisor ML y estd dada por X; = [3.22, 5.22]. Si, ademds, suponemos costes
c10 = 2, co1 = 1y cgo = c11 = 0, los errores al decidir D = 1 tienen mayor coste,
y por tanto la regién de decisién, Xy = [3.74,4.70], es todavia menor.

Example 3.11. Considere un problema de decision dado por las siguientes verosimil-
itudes

Paju (2]0) = 2exp(—2x) x>0

per(all) = exp(-2) 23>0

donde se sabe que Py (0) = % y se tienen los siguientes costes: coop = c11 = O,
c10 = 1y co1 = 3. Obtenga el decisor de minimo riesgo, el de minima probabilidad



60 3 Decisién analitica

== €10 POy (X10)
— oy Py py (X1
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x
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(a) Decisor ML (b) Decisor MAP

Fig. 3.4. Decisores para un problema de decisién binario unidimensional dado por las
verosimilitudes gaussianas de medias mo = 2y m; = 4 y varianzas vg = 5y v1 = 0.5,
siendo las probabilidades a priori de las hipétesis Py (0) = 2/3 'y Pu(1) = 1/3. La figura
(c) muestra el decisor de riesgo minimo con costes cig = 2, co1 = 1y coo = c11 = 0.

(c) Decisor de minimo riesgo

de error y el decisor ML, calculando para cada uno de ellos su probabilidad de error.
Comenzamos calculando el decisor de minimo riesgo a partir de la expresion (3.38):

=1 (Clo —Coo)PH(O) - 1-0 2/3

Px|H(X\1) _ exp(—) _ it
pxu(x]0)  2exp(—2z) D<: o (o1 —cu)Pu(l)  3-0 1/3

Vv

Ly

3

D
exp(z)
D

A

0
D=1
r 2 In 3= 0.28
D=0
Para el cédlculo de la probabilidad de error, comenzamos calculando su Pra y Py
mediante las expresiones (3.22) y (3.23):

oo

PFA:PD\H(HO):/ pX\H(l’|0)dx:/ 2exp(—2x)d

4
Xl In 3

4 9

= exp (-2111 3) = TG
4
3

In
Fu=Pon(01) = [ pxim(elds = [ exp(-a)da

0 0
1 14 1
=1-—ex n—- | =-

FP\M3) Ty

aplicando (3.41) tenemos la probabilidad de error



3.3 Decisores binarios 61

11 N 2 9 11
34 3 16 24

Dado que el decisor de minima probabilidad de error es el MAP, partimos de la
expresion (3.40) para su calculo

P, = PH(I)PM =+ PH(O)PFA =

D=1
pxjp(X[1) _ exp(—x) 7" Pu(0) _2/3
px|a(x]|0)  2exp(—2w) D<: 0 Pg(1) 1/3
D=1
exp(z) 2 4
D=0
D=1
r 2 Ind4=138
D=0
y su probabilidad de erro la podemos calcular con:
oo
1
Pea = Pp i (1)0) = / 2exp(—2z)dx = exp (—21In4) = 6
In4

In4
3
Pv = Ppg(0[1) = / exp(—z)dr =1 —exp (In4) = 1
0

13 2 1 7
P. = Py(1)Py + Py(0)Pea = = - =

34 316 2
Por dltimo, para el caso del decisor ML partimos de la expresion (3.42):
D=1
px|a(x|1) =exp(—z) 2 pxa(x|0) =2exp(—2x)
D=0
D=1
exp(z) 2 2
D=0
D=1
r 2 In2=0.69
D=0
y en este caso la probabilidad de error sera:
e 1
Pra = Pp i (1]0) = / 2exp(—2z)dx = exp (—2In2) = 1
In2

In2
1
Py = PD‘H(O\l) = / exp(—x)dr =1—exp(In2) = 3
0

1

1
P, = PH(l)PM =+ PH(O)PFA = g . 5

ol o
NG
o

+
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3.3.5 Decisores no Bayesianos
Cociente de verosimilitudes

La regla de decision dada por la ec. (3.38) se conoce como Test de Cociente de
Verosimilitudes, o LRT (Likelihood Ratio Test). En su forma mds general, un LRT
tiene la forma

px(x1) P =1
_— 2 7 (3.43)
pxia(x[0) p =

La ec. (3.43) es una interesante alternativa a (3.38) cuando las probabilidades a
priori de las hipétesis son desconocidas (bien porque no se dispone de datos para esti-
marla o bien porque dichas probabilidades varian con el tiempo, y los datos histéricos
no proporcionan informacién fiable sobre éstas), o bien por que no se conocen los
parametros de coste (por la dificultad que, en la practica, puede plantear la cuantifi-
cacién numérica de los costes asociados a cada par decision-hipétesis). Al depender
solamente de las verosimilitudes, la ec. (3.43) evita la necesidad de considerar las
hipétesis como variables aleatorias, pues, aunque son desconocidas, no es necesario
calcular probabilidades sobre ellas. En teoria de la decisidn, suele decirse que un
decisor LRT en el que el pardmetro n no depende de las probabilidades a priori
es no bayesiano, en contraste con los decisores bayesianos, que son aquellos que
modelan lo desconocido (en este caso, la hipdtesis correcta) como variable aleatoria.
Observe que, bajo esta perspectiva, el decisor ML es un caso particular de decisor no
bayesiano dado porn =1

Curva caracteristica de operacion

Pese a sus ventajas, el LRT tiene un pardmetro libre, 7, y por tanto se precisa algin
procedimiento para asignarle un valor. Dado que las prestaciones de un decisor (el
riesgo o la probabilidad de error) son combinacién lineal de las probabilidades de
falsa alarma, Pga y de pérdida, Py (0, equivalentemente, de deteccion, Pp = 1— Pyy),
resulta especialmente util representar la variacion de estos dos pardmetros con 7. La
representacion de Pp en funcién de Pga se conoce como Curva Caracteristica de
Operacion, o ROC (Receiver Operating Curve).

Example 3.12. El LRT binario con verosimilitudes

x| (z|l) = 2z, 0<z<1 (3.44)
pxin(]0) = 2(1 — o), 0<z<1 (3.45)
tiene la forma
. D=1
T2 Z 0 (3.46)
D=0
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0, equivalentemente

xD;1L (3.47)
Dooltn
Por tanto, aplicando (3.22) y (3.23)
1 1
Poa — /X px | (z|0)dz = / W -adr= s (G48)
1 7]2
Py = /X P (]1)dz = /+ 2wde =1~ s (3.49)

La ROC para este LRT se representa en la fig. 3.5.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

PFA

Fig. 3.5. Curva caracteristica de operaciéon (ROC) del LRT para las verosimilitudes del ejem-
plo 3.12

Es interesante observar en la fig. 3.5 del ejemplo 3.12 cdmo, al asignar un valor
an, elegimos un punto de operacion del decisor a lo largo de la ROC. En particular,
para

— Py (0
_ (10 — co0) P (0) 7 (3.50)
(cor — e11)Pu(1)
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obtendremos el punto de operacién del decisor bayesiano. Por tanto, los decisores
Bayesianos operan en un punto de la ROC del LRT que depende de los pardmetros
de coste y las probabilidades a priori de las hipétesis.

El concepto de ROC no estd ligado exclusivamente a los decisores tipo LRT.
Cualquier familia de decisores dependiente de un pardmetro tiene una curva carac-
teristica de operacion, que refleja las variacion de las probabilidades de deteccion y
de falsa alarma en funcién de dicho pardmetro.

Example 3.13. La linea continua de la Figura 3.6 muestra la ROC del LRT dado por
las verosimilitudes del ejemplo 3.10. Como vimos en dicho ejemplo, el decisor LRT
para estas verosimilitudes es de tipo intervalo (decide 1 para todas las muestras que
caen dentro de un intervalo finito, y O en el resto). Por tanto, los decisores de umbral
sobre x, de la forma
D=1
xT 2 (3.51)
D=0

no son LRT. La ROC de la familia de decisores dados por (3.51), que recorre los
puntos de operacion que se obtienen variando y, se muestra en la figura 3.6 en trazo
discontinuo.

FA

Fig. 3.6. ROC correspondiente al LRT dado por las verosimilitudes del ejemplo 3.10. La linea
a trazos muestra las prestaciones de los decisores de umbral
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Resulta interesante observar que, en el ejemplo anterior, la ROC del LRT esta
siempre por encima de la ROC de los decisores de umbral. Esto significa que, por
cada punto de la ROC del decisor de umbral, existe al menos un punto de la ROC del
LRT con mayor P y menor Pga. Dicho de otra manera: por cada decisor de umbral,
existe un decisor LRT de mejores prestaciones.

Lo anterior refleja una propiedad de caracter general: la ROC del LRT es-
tablece un limite a las prestaciones alcanzables en un problema de decisién, y no
existe ningtin decisor que pueda operar por encima de la ROC del LRT, 3. Para las
verosimilitudes del ejemplo 3.13, podemos afirmar que todos los decisores posibles
tienen un punto de operacion en la regién sombreada de la Figura 3.6.

Cuando no es posible determinar el decisor bayesiano, debe utilizarse un crite-
rio alternativo para elegir un punto de operacién en la ROC. EI criterio ML es una
posibilidad. Mencionaremos en lo que sigue otras dos.

Detectores de Neyman-Pearson

Se conoce como detector de Neyman-Pearson (NP) a aquel que, estableciendo una
cota superior a la probabilidad de falsa alarma, maximiza la probabilidad de detec-
cién. Matematicamente, si « es la cota,

¢* = argmax {Pp}, sujetoa Prpa < (3.52)
[

Example 3.14. Para las verosimilitudes del ejemplo 3.12, podemos disefiar el decisor
NP dado por la cota @ = 0.1. La regién sombreada de la figura 3.7 muestra el
conjunto de puntos de operacién que satisfacen esta cota. Se observa que el valor
maximo de la probabilidad de deteccién se obtiene tomando el valor de P que estd
sobre la ROC exactamente para Pry = «.

Igualando Prs = a en (3.48) y despejando n, resulta

1
Pra

n= —1~2.1623 (3.53)
y, aplicando (3.49) se obtiene Pp = 0.53. Por tanto, el decisor de Neyman-Pearson
opera en el punto (0.01,0.53).

El ejemplo 3.14 ilustra un procedimiento general para determinar el decisor LRT
de Neyman-Pearson cuando la ROC es una curva continua*: Se toma Pry = 'y se

3 La demostracién de esta propiedad no es dificil, y se basa en la relacién (3.50), que es-
tablece que cada punto del LRT, (Pra(n), Po(n)), es punto de operacién de algtn decisor
Bayesiano (por ejemplo, el decisor LRT de umbral n es también, de acuerdo con (3.50) el
decisor Bayesiano para Py (0) = Pu (1), cio = 1, co1 = 1, coo = c11 = 0). Por tanto,
el decisor que opera en el punto (Pra(n), Po(n)) minimiza un coste medio. Ahora bien,
cualquier punto de operacién ( Py, P5) por encima y a la izquierda de (Pra(n), Po(n)) (es
decir, con Pra(n) < Pgyy Po(n) > Pj) tendria menor coste medio. Por lo tanto, ningtin
decisor puede operar en (Pgy, Fp)

4 La ROC del LRT puede ser discontinua, por ejemplo cuando las observaciones son vari-
ables aleatorias discretas. No estudiaremos estos casos aqui.
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1

0.8t
n=1(BEP)
0.6f
=2.1623
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(N-P)
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0 o 0.2 04 0.6 0.8 1
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Fig. 3.7. Punto de operacién del decisor NP y Break Even Point (BEP) para el LRT del ejemplo
3.12

calcula el valor de 17 en la ROC que proporciona dicha Pga . Con frecuencia, el calculo

de 1 no puede hacerse analiticamente, y hay que recurrir a métodos numéricos.
Cuando px|#(x|0) es una distribucién de tipo exponencial, resulta conveniente

utilizar el logaritmo del cociente de verosimilitudes como funcién discriminante

pX|H(X|1)
A= g((X) =log ( (3.54)
(( ) pX|H(X|O)
de tal modo que el LRT puede escribirse como
D=1
A 2 7]/ (3.55)
D=0
siendo ' = log(n). La probabilidad de falsa alarma serd, entonces
P = / Par(A0)dA (3.56)
n’

Tomando Pra = « en (3.56) y despejando 7/, se obtiene el LRT.

Decisores minimax

Otra forma alternativa de elegir el punto de operacién consiste en otorgar la misma
importancia a los errores de pérdida que a los de falsa alarma, es decir, elegir 7 de tal
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modo que Py = Pga 0, equivalentemente
Po=1— P (3.57)

Graficamente dicho punto es la interseccion de la ROC con larecta Pp = 1 — Ppa, y
se denomina Break Even Point (BEP).

Example 3.15. Para las verosimilitudes del ejemplo 3.12, igualando Py = 1 — Pp
en (3.48) y (3.49), y despejando, se obtiene 7 = 1, tal y como se muestra en la figura
3.7.

El BEP tiene una interesante propiedad: aplicando (3.41) se comprueba que
P, = P = Py (3.58)

y, por tanto, la probabilidad de error no depende de las probabilidades a priori. Esto
hace al decisor que opera en el BEP muy robusto frente a cambios en las probabil-

idades a priori. Para cualquier otro decisor LRT de pardmetro 7, la probabilidad de

error (3.41) varfa linealmente con las probabilidades a priori. En el caso peor, resulta
Pe} = B B 3.59

.  {Pe} = max{Fea(n), Pa(n) (359

Puede demostrarse, de hecho, que el punto BEP minimiza la probabilidad de error

caso peor,

7P = argmin max{ P (), Pu(n)} (3.60)
n

Por este motivo, el decisor que opera en el BEP se denomina decisor minimax.

3.4 El caso Gaussiano

Supongamos que

1 1
px|u(x|i) = CNENAE exp <—2(X —m;) Vi (x - mi)) (3.61)

en tal caso, aplicando logaritmos sobre el decisor LRT en (3.38), podemos escribir

1 1 _
—5 log|Vy| - §(X —my) Vi(x—my)

2
1 1 D=1
+510g[Vo| + 5 (x —mo) Vi (x —mg) = log(n) (3.62)
2 2 =
D=0
y, agrupando términos
D=1
(x—mg)" Vi (x—mp) — (x —my)"Vi'(x—my) = u  (3.63)
D=0
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siendo
= 2log(n) + log [V1| —log [ V| (3.64)

La ec. (3.63) muestra que el decisor 6ptimo en un caso gaussiano estd dado por
una regla de decisidn que es un polinomio de segundo grado. Las fronteras de de-
cision resultantes son, por tanto, superficies cuddricas. En particular, en problemas
bidimensionales, resultan hipérbolas, pardbolas, elipses o lineas rectas.

Example 3.16. La figura 3.8 muestra las frontera de decision ML para un problema
binario bidimensional gausiano con variables

1 1.2 0.43
X0~ ((1) ’ (0.43 1.75)> (3.65)
XHNG(@)’(S?)) (3.66)

donde X|i ~ G indica que px | (x|0) es la funcién G, y G(m, V) denota la densi-
dad de probabilidad gausiana de media m y matriz de varianzas V.

En tonos grises se muestra la distribucién de px (x) siendo més oscuras las zonas
de mayor densidad. Las lineas blancas muestran las curvas de nivel de cada una de
las verosimilitudes. La frontera de decision es una hipérbola con dos ramas, aunque
solamente una de ellas es visible (la otra recorre valores de z2 superiores a los que
abarca la figura).

Fig. 3.8. Frontera del decisor ML para un problema de decisién binario bidimensional. En
tonos grises se muestra la distribucién de px (x) siendo mds oscuras las zonas de mayor den-
sidad. Las lineas blancas muestran las curvas de nivel de cada una de las verosimilitudes.

Example 3.17. La figura 3.9 muestra la frontera de decisiéon ML para un problema
binario bidimensional gausiano con variables
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xo-((2).(272,)) o
0.2 0.5 0
XING(<0.4)’<0 0.2)) (3.68)

En este caso la frontera de decision es una elipse.

1.5

1

Fig. 3.9. Ejemplo de un problema de decisién binario bidimensional gausiano con frontera
eliptica.

Hay algunos casos particulares de interés:

3.4.1 Varianzas iguales
En tal caso, (3.63) se reduce a

D=1
(x—my) 'V x-—my) - (x—-m) ' Vix—m) = pu (3.69)
D=0

Descomponiendo la forma cuadrética, y observando que el término x” V ~!x aparece
dos veces con sentidos opuestos, y se cancela, resulta

D=1
2(m; —mp) 'V x+mlVimg-m!{Vvim, = g (3.70)
D=0

que es un decisor lineal. Obsérvese que, ademds, en tal caso 1 = 2log(n), y es
independiente de la varianza de las distribuciones.
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Example 3.18. La figura 3.10 muestra las fronteras de decisién para un problema
binario bidimensional gausiano con variables

1 0.44 0.32

X0~ <(1) ’ <0.32 0.81)> (3.71)
3 0.44 0.32

X|1NG<(3)’<0.32 0.81)> (3.72)

El niimero etiquetando cada frontera indica el valor de log(n), de tal manera que
log(n) = 0 se corresponde con el decisor ML.

—_

Fig. 3.10. Decisores para un problema de decisién binario bidimensional con matrices de
varianzas iguales.

3.4.2 Medias nulas
Suponiendo my = m; = 0, resulta
D=1
x'(Vat=vihx =z (3.73)
D=0

Example 3.19. La figura 3.10 muestra la frontera de decisién ML para un problema
binario bidimensional gausiano con variables

0 0.62 —0.22
X0 ~G <<0> ’ <—0.22 0.37 >) (3.74)
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-0 ((2).(22)

La region &) se corresponde con el interior de la elipse. Al ser mayor la varianza de
X]|1 en todas direcciones, lejos del origen de coordenadas el decisor siempre toma
D=1

Fig. 3.11. Un problema de decisién binario bidimensional gausiano con medias nulas y fron-
tera eliptica.

Example 3.20. La figura 3.10 muestra la frontera de decisién ML para un problema
binario bidimensional gausiano con variables

0 0.33 0.39
X0~6 ((0) ’ <0.39 0.77)) (3.76)
0 0.39 —0.19
XllNG((0>’<—0.19 0.16 >) (3.77)

En este ejemplo, la varianza de X|1 es dominante solamente en algunas direcciones,
pero no en otras. Como resultado, la frontera de decisién es una hipérbola.

3.5 Apéndices

3.5.1 Diseiio analitico de decisores con costes dependientes de la observacion

En un caso general la funcién de coste que modela las consecuencias derivadas de
cada decisién no tiene porque ser independiente de la observacién y es necesario
definir el coste como una funcién de x. En este anexo consideraremos esta situacion
y derivaremos las reglas de decision resultantes de considerar, en primer lugar, fun-
ciones de costes dependientes de la decisién y la observacion y, en segundo lugar,
dependientes de la decisidn, la hipétesis y el valor de la observacion.
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Fig. 3.12. Un problema de decisién binario bidimensional gausiano con frontera hiperbdlica.

Costes dependientes de la decision y la observacion

En este primer caso se considerard que las consecuencias derivadas de decidir D =
d cuando la observacién es X = x vienen modeladas por una funcién de coste
c¢(d,x) € R. Entonces el riesgo del decisor dado por la funcién de decision ¢ pueden
medirse por su coste medio:

ro = E{e(D, X)} = E{c(6(X), X)}
- /X ($(x), X)px (x)dx (3.78)

La ecuacién anterior nos proporciona de forma inmediata una regla para disefiar
el decisor 6ptimo: la integral serd minima cuando sean minimos los valores del in-
tegrando. Por tanto, el decisor dptimo serd aquel que, para cada valor de x, tome la
decision

¢*(x) = argmin ¢(d, x) (3.79)

d

Example 3.21. Pedro desea comprar un nuevo modelo de reloj. En la relojeria TIC,
préxima a su casa lo venden por 130 Euros, pero sabe que en la relojeria TAC puede
conseguirlo por 124 euros. Es mds barato, pero la tienda estd a 40 Km, y tendria que
ir a buscarlo en su coche, que consume 5 litros cada 100 Km. Tras observar el precio
de la gasolina, x, Pedro debe decidir entre comprar el reloj en TIC (D = 0) o bien
en TAC (D = 1). Midiendo el coste de cada decision en términos exclusivamente
econdémicos, resultan los costes:

¢(0,x) =130 (3.80)
e(1,2) = 124 +40-0.05 - z (3.81)

La regla decisién 6ptima dado x serd
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D=0
v 2z 3 (3.82)
D=1

Es decir, solamente si el precio de la gasolina sube por encima de los 3 Euros por
litro, compensa comprar el reloj en la tienda mds préxima.

Desafortunadamente, la aplicacién préctica de la regla (3.79) tropieza con una
dificultad fundamental: la premisa de partida (a saber, que es posible cuantificar las
consecuencias derivadas de cada decision) es, en general, falsa. Las consecuencias
derivadas de cada accién tienen una componente impredecible antes de tomar la
decision, y deben modelarse probabilisticamente.

Example 3.22. Pedro se da cuenta de que su estimacion del consumo de gasolina en
su coche es poco realista. El consumo real depende mucho de las condiciones del
trafico. Considera mds adecuado modelar el consumo de su coche como una variable
aleatoria uniformemente distribuida entre 4 y 8 (U (4, 8)). En tal caso, resultan los
costes:

(0, z) = 130 (3.83)
C(1,2) = 124 + 0.4CGx (3.84)
donde G es una variable aleatoria U (4, 8). Observe que ¢(0, x) se denota con minus-

culas, porque no tiene ninguna componente aleatoria, mientras que C(1,z) si la
tiene.

De forma general, debemos considerar el coste C'(d, x) como variable aleatoria.
Aplicando la férmula de la esperanza matematica total, el coste medio global del
decisor ¢ sera

ro = B{C(6(X), X)} = / E{C(6(X), X)X = x}px(x)dx  (385)

Se puede obtener una expresion alternativa descomponiendo la integral por regiones
de decision, que facilita el calculo

M—-1

re = Z / E{C(d,X)|X = x}px (x)dx (3.86)

En todo caso, partiendo de (3.85), resulta evidente que la decisién 6ptima para una
observacion x sera
¢*(x) = argmin E{C(d, X)|X = x} (3.87)
d

Es decir, el decisor 6ptimo serd aquel que, para cada observacion, tome la decision
cuyo riesgo condicional sea minimo.
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Example 3.23. Continuando el ejemplo 3.22, los costes medios dada la observacién
T seran

E{c(0,z)|z} = 130 (3.88)
E{C(1,z)|z} =124 + 04E{G}x = 124 + 2.4z (3.89)

de donde resulta el decisor 6ptimo

D=0
z = 25 (3.90)
D=1

Costes dependientes de la decision, la hipétesis y la observacion

Aunque (3.87) proporciona una solucién tedrica al disefio de un decisor, la apli-
cacion préctica de esta ecuacion pasa por determinar un procedimiento para calcular
el riesgo condicional, E{C(d, X)|X = x}, lo que no siempre es facil. Una estrategia
frecuente consiste en analizar las posibles circunstancias o hipétesis, no observadas
por el decisor, bajo las que puede tener lugar la decisidn, y determinar las consecuen-
cias (costes) de cada decision bajo cada una de dichas circunstancias.

Example 3.24. Pedro sabe que el consumo de su coche es muy diferente dependiendo
de si hay poco trifico (hipétesis H = 0) o mucho (hipétesis H = 1). Para H = 0,
el consumo G en la ec. (3.84) sigue una distribucion pg g (g/0) = 4(8 — g), con
4 < g < 8. Por el contrario, bajo hipétesis H = 1, pga(g|1) = 4(g — 8), con
4 < g < 8. Si Pedro conociera que hay poco tréfico, podria utilizar los costes
condicionales

E{c(0, )|z, H = 0} = 130 (3.91)

2
E{C(1, )|z, H = 0} = 124 + 0.AE{G|H = 0}a — 124 + goa: (3.92)

que conducen a la regla

D=0
¢ = 25 (3.93)
D=1

Por el contrario, si hay mucho trafico, el umbral de decisién Optima asciende a
2.8125. Por tanto, en el rango 2.5 < x < 2.8125, la mejor decision varia depen-
diendo de cudl de las dos hipétesis es correcta.

En el ejemplo anterior, se comprueba que cada hipétesis conduciria a una regla
de decision distinta.
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3.6 Problemas

3.1. Considere el problema de decisiéon con tres hipdtesis dado por la observacion
x = (z1,22) € [0,1]? y verosimilitudes

px|u (x[0) = 2(1 — 1) (3.94)
px|a(%[1) = 221 (3.95)
px|H(X]2) = 222 (3.96)

a) Determine el decisor ML
b) Represente las regiones de decision.

3.2. Considere el problema de decisién dado por la observacién z € [0, 1], verosimil-
itudes

px i (al0) = 2(1 - 2) (3.97)
pxu(zll) =1 (3.98)
y probabilidad a priori Py (1) = 1/4.

a) Determine el decisor ML

b) Determine el decisor MAP.

¢) Sabiendo que cy; = 2, ¢c19 = 1, ¢11 = ¢po = 0, determine el decisor de minimo
coste medio.

d) Considere un decisor de umbral sobre x de la forma

D=1
x 2 N (3.99)
D=0

Calcule las probabilidades de falsa alarma, pérdida y error, en funcién de 7.

e) Aplique el resultado a los tres decisores anteriores. Compruebe que el decisor
MAP obtiene la mimima probabilidad de error.

f) Determine el riesgo para los tres decisores anteriores, utilizando los pardmetros
de coste del apartado (c), y compruebe que el decisor obtenido en dicho apartado
obtiene el menor coste medio.

3.3. Un problema de decision binaria unidimensional con hipdtesis equiprobables
obedece a las verosimilitudes

N w D -

pxia(ll) =52%, |z <1

a) Determine el decisor ML.
b) Determine los valores de Pra, Py y Pe del decisor anterior.
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3.4. Considere el problema de decisién dado por la observacién x > 0 y verosimili-
tudes

px|u(2]0) = exp(—2); (3.100)
px|u(7|1) = 2exp(—2z); (3.101)

a) Determine el decisor LRT
b) Determine la ROC

3.5. Considere un problema de decisién binaria donde la verosimilitud de la hipétesis
H = 0 es uniforme en el intervalo 0 < = < 1, mientras que px|q(z|1) = 2z,
O0<z <l

a) Obtenga la expresion genérica de un test de razén de verosimilitudes con pardmetro
7. Represente graficamente sobre unos mismos ejes ambas verosimilitudes, indi-
cando sobre dicha figura las regiones de decision correspondientes al caso ML.

b) Obtenga la expresion analitica de la curva ROC del decisor LRT. Represente
dicha curva indicando sobre la misma los puntos de operacién correspondientes
al decisor ML y al decisor de Neyman-Pearson con pardmetro o« = 0.1 (i.e.,
B FA S o = 01)

3.6. La empresa E fabrica diariamente 10000 unidades de un producto. Se ha esti-
mado que:

La venta de una unidad en buenas condiciones reporta un beneficio neto de 3 €
La puesta en el mercado de una unidad defectuosa ocasiona (en media) unas
pérdidas de 81 €

e Laretirada de una unidad (tenga o no defectos) supone pérdidas de 1 €

Se dispone de un sistema automatico de inspeccién que obtiene, por cada unidad,
una observacion z;. Se sabe que, llamando H = 0 a la hipétesis “la unidad no es
defectuosa” y H = 1 ala hipétesis “la unidad es defectuosa”,

x| m(21]0) = exp(—z1)u(r) (3.102)

px,a(T1|1) = A exp(=Az1)u(z:) (3.103)

siendo A\; = 1/2. Asimismo, se sabe también que la cadena de montaje produce, en
media, una unidad defectuosa por cada 100 no defectuosas.

Se pretende incorporar un mecanismo de retirada automadtica de unidades defec-
tuosas basado en la observacién de x.

a) Diséfiese el detector que proporcione a E el mayor beneficio esperado.

b) Determinese el maximo beneficio esperado (diario) que se puede obtener.

¢) Una empresa ofrece a E un innovador dispositivo de inspeccién que proporciona,
para cada producto, ademds de 1, una nueva observacién x, estadisticamente
independiente de x1, tal que

P, (22]0) = exp(—z2)u(zz) (3.104)
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Pxo i (T2]1) = Mg exp(—Aox2)u(zs) (3.105)

siendo Ay = 1/4. El coste de dicha mdquina es de 6000 Euros. Determinese una
expresion para el tiempo medio que tardaria E en amortizar dicha maquina.

3.7. (*) En la seccién 3.4 hemos visto problemas de decision bidimensionales gaus-
sianos caracterizados por fronteras de decisién hiperbdlicas, elipticas y lineales.
Dado que la pardbola también es una superficie cuddrica, cabe esperar que existan
valores de mg, mi, Vo y V1 que den lugar a fronteras parabdlicas. Especifique un
problema de decisién gaussiano que de lugar a fronteras parabdlicas.

3.8. 5 En un sistema de comunicacién binario el transmisor puede transmitir la sefial
so = 0 o la sefial s; = 1. El canal de comunicacién afiade, independientemente,
ruido N gausiano de media nula y varianza 1, siendo la sefial recibida:

X=s5,+N i=0,1

En un momento dado el receptor observa la sefial z = 0.6:

a) Determine por mixima verosimilitud que sefial envi6 el transmisor. Obtenga su
probabilidad de falsa alarma y de pérdida

b) Sabiendo el simbolo s tiene una probabilidad a priori de ser transmitido de 2/3,
aplique el decisor MAP para decidir que sefial envié el transmisor y obtenga su
probabilidad de falsa alarma y de pérdida.

¢) Aplique el criterio de Neyman-Pearson para decidir que sefial envid el transmisor
considerando que la Pra debe ser menor de 0.25. Obtenga su probabilidad de
pérdida.

Considere ahora que el receptor puede disponer de K observaciones independientes
(todas ellas correspondientes a un tinico simbolo transmitido) para decidir que sim-
bolo fue transmitido:

d) Obtenga la expresién del test de maxima verosimilitud.
d) Calcule la probabilidad de falsa alarma y de pérdida cuando se dispone de K = 5
y K = 10 observaciones.

5 Este problema ha sido adaptado de: H. Hsu, “ Schaum’s Outline of Probability, Random
Variables, and Random Processes”, 2nd ed., Mc Graw Hill, 2010.
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Decision maquina

4.1 Diseino de clasificadores bajo enfoque maquina

Toda la teoria de la decision estadistica (basada en hipétesis) se fundamenta en el
supuesto de que se dispone de un modelo estadistico de la dependencia entre hipéte-
sis y observaciones. En la prictica, este supuesto raras veces se cumple, y el disefio
del clasificador debe abordarse a partir de colecciones de datos representativos del
problema.

En lo que sigue, abandonaremos la formulacion general, basada en costes, del
problema de decisién, y nos centraremos en el criterio de minima probabilidad de
error (es decir el caso particular con costes cg; = c19 = 1, cgo = ¢11 = 0). En
primera aproximacion, plantearemos el problema de disefio bajo enfoque maquina
del modo siguiente: disponiendo de un conjunto S = {x*®) p¥) k = 1,... K}
de realizaciones independientes de cierta distribucién px pr(x,h) desconocida, se
pretende disefiar un clasificador D = ¢(X) de minima probabilidad de error.

Siendo desconocida la distribucién de los datos, el disefio exacto (es decir,
analitico) del clasificador éptimo (esto es, el decisor MAP) no es posible, y por lo
tanto cualquier procedimiento de disefio proporcionard, en general, un decisor aprox-
imado. Interesan, en todo caso, procedimientos que proporcionen buenas aproxima-
ciones para K finito, y disefios asintéticamente 6ptimos para K infinito (es decir,
que a medida que el nimero de observaciones disponibles para el disefio aumente, el
clasificador resultante se aproxime al decisor MAP).

La evaluacion de las prestaciones de un clasificador plantea problemas similares
al caso de estimacion mdaquina: el disefo del clasificador debe garantizar buenas
propiedades de generalizacion, es decir, el clasificador debe conservar buenas presta-
ciones con datos no utilizados durante el entrenamiento, y para ello, la particién de
los datos en conjuntos de entrenamiento (S.), test (S;) y (posiblemente) validacion
(S,) es imprescindible para evaluar las prestaciones del disefio obtenido.

Los resultados de la teorfa de la decisién analitica sugieren tres estrategias difer-
entes para disefiar decisores 6ptimos a partir de S:
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1. Estimar las probabilidades a priori de las hipdtesis y sus verosimilitudes, y luego
aplicar (3.14)

2. Estimar las probabilidades a posteriori de las hipdtesis para aplicar la regla (3.19)

3. Determinar una funcién discriminante de minima probabilidad de error.

Las estrategias 1 y 2 corresponden con lo que se denomina habitualmente proced-
imientos semianaliticos. Los métodos maquina propiamente dichos se corresponden
con la estrategia 3, que no presupone ningtin modelo estadistico para las observa-
ciones.

Discutiremos brevemente la estrategia 1, aunque el procedimiento a seguir puede
extenderse facilmente a la estrategia 2.

4.1.1 Estimacion paramétrica ML para clasificacion

El procedimiento (paramétrico) habitual para disefar un clasificador mediante las
estrategias 1 y 2 consiste en postular un modelo px (%, h|v) para la verosimilitud
de cada hipétesis, y estimar su parametros, v mediante maxima verosimilitud sobre
los datos, es decir

K
* b (k) p(k)
v = argmax [ | px sy (<9, A9 )
k=1
K
= arg m‘z}xz logﬁX,H‘v(x(’“), R |v) 4.1)
k=1

0, equivalentemente, descomponiendo distribuciones conjuntas en productos de verosimil-
itudes por probabilidades a priori,

K K
v* = arg max <Z log PH|v(h(k) |v) + Z logf))qH,V(x(k)|h(k)7 v)) 4.2)
k=1 k=1

Si suponemos que el vector de pardmetros puede descomponerse como v = (q, w),
siendo q pardmetros de las probabilidades a priori, y w pardmetros de las verosimil-
itudes, podemos escribir

K K
W) = log Py (R¥)|q) + log px | i1.w (xF A F)
(a”, w") = argmax (; og Prrjq(h™]a) I; 0g x| ar,w (XM [1™), w)
(4.3)

y, por tanto, podemos separar la estimacion de pardmetros de probabilidades a priori
y verosimilitudes,

K

q = argmnglogI:’Hm(h(k)m) (4.4)
k=1



4.1 Disefio de clasificadores bajo enfoque maquina 81

K

w* = argmax E logﬁx‘H’w(x(mh(k),w) 4.5)
w
k=1

El decisor resultante aplicara la regla

d = ¢(x) = arg max ]5H|q(h|q*)]5x|H(x|h, W) (4.6)

Estimacion de probabilidades a priori

Si el nimero de hipétesis no es muy alto, podemos utilizar un pardmetro para la
probabilidad a priori de cada una de las clases, de modo que g;, defina la probabilidad
a priori de la hipétesis h; es decir,

Prjq(hla) = gn 4.7)
Sustituyendo (4.7) en (4.4), se obtiene

K

*=a a lo . 4.8
q rgqukZ::l S qp (k) 4.8)

Si llamamos K, al nimero de muestras en S de la categoria h, podemos agrupar los
sumandos en (4.8) por categorias, resultando

M

q" = arg max Z K}, log(qn) 4.9
h=1

El méaximo (con la restriccién de que ), 5 = 1) se obtiene cuando

K,

7 (4.10)

q, =

En definitiva, las probabilidades a priori se estiman como la porcién de muestras de
cada hipétesis en el conjunto de entrenamiento.

Estimacion de verosimilitudes

Las verosimilitudes de las hipdtesis habrdn de estimarse utilizando (4.5).

Example 4.1. Considere el clasificador binario dado por los modelos de verosimili-

tudes . 5
P (410) = 5= exp (—(“’ o) ) (.11)

1 _ 2
Pxia(z|l) = \/ﬁexp (_(a: 2:11) ) (4.12)
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Para aplicar (4.5) al vector de pardmetros w = (mg, m1,v), dividiremos el sumato-
rio sobre todas las muestras en dos sumas, una por cada categoria. Llamando Z; al
conjunto de indices de todas las muestras de la categoria O (es decir, al conjunto de
valores de k para los que (%) = 0), y Z; al resto de indices, podemos re-escribir la
ec. (4.5) como

(m§,mi,v*) = arg max L(mg,mi,v) (4.13)
mo,m1,v
siendo
L(mg,m1,v) = Z logzﬁxm,w(x(’“)IO,W) + Z logﬁxm,w(x(k”l,w)
keTZo ke,
B log(2mv)  (x —mg)? log(2mv) (2 —mq)?
== ( 2 T 2 2 2 T 2
k€To k€T,
K (z —myg)? (x —my)?
- (2 log(2mv) - Z 2v B Z 2v
keTo keT,
(4.14)

Derivando respecto a cada uno de los pardmetros, igualando a cero y despejando,
resultan los estimadores

.1
my = 2= >y (4.15)
0 keto
1
mt = e >y (4.16)
L ker
1

vt = % (Z (@™ —my)? + ) (=) - m;)2> 4.17)

k€Zy keI,

Observe que, en el ejemplo, las verosimilitudes de las hipétesis tienen un pardmetro
comun, v, y otro pardmetro especifico de cada distribucion (mg y m;). Como conse-
cuencia, v* depende de todas las muestras de entrenamiento, mientras que mq y mq
solamente dependen de las muestras de una categoria.

En general, si todos los pardmetros son especificos de una de las verosimilitudes,
los estimadores se pueden calcular separadamente por cada categoria, de tal modo
que, si llamamos wy, al vector que contiene todos los pardmetros de la verosimilitud
de la hipdtesis h, puede reemplazarse (4.5) por

w; = arg max Z log px | H,w), (x(k)|h,wh) (4.18)

kE€Tn

donde Z;, es, como en el ejemplo, el conjunto de indices de las muestras de la cate-
goria h (es decir, el conjunto de valores de k para los que h(*) = h).
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Filtrado Lineal

5.1 Introduccion

Un problema comiin en estimacién es el de querer determinar los coeficientes de
un filtro lineal con M coeficientes a partir de la sola observacion de las entradas
y salidas de este. A esta tarea, asi como a otras relacionadas, se la conoce con el
nombre genérico de “filtrado lineal”. En este bloque mostraremos como las técnicas
descritas en el bloque B1 pueden ser usadas para disefiar estimadores ML, MAP,
MAD y MMSE de los coeficientes de dicho filtro, asi como de futuras salidas del
filtro si se conocen las correspondientes entradas.

5.2 El problema de filtrado

Suponga que se utiliza un filtro de respuesta al impulso finita (FIR, finite impulse
response), s[n], con s[n] = 0, paran distinode 0, 1,..., M — 1 para filtrar una sefial
u[n]. Al resultado se le suma cierto ruido gaussiano ¢[n] iid de media nula y varianza
o2, dando lugar a una observacién z[n]. Es decir,

[n] * s[n] + ¢[n] (5.1
[n]s[0] + u[n —1]s[1] + ... +uln — M + 1]s[M — 1] +¢[n]. (5.2)

z[n] =u

Agrupando los coeficientes no nulos del filtro desconocido en un vector s =

[s[0],s[1],...,s[M —1]] T y compactando una secuencia contigua de longitud M de
la sefial de entrada u[n] = [u[n],u[n —1],...,un — M + 1]]7, podemos decir que
z[n] = u[n]"s + ¢[n]. (5.3)

El problema de filtrado consiste entonces en estimar los coeficientes s de un filtro
a partir de un conjunto de entradas y salidas observadas, asi como estimar la salida
x, correspondiente a una nueva entrada u,.

Si disponemos de las sefiales u[n] y x[n] en el intervalo 0 < n < N —1y
suponiendo que ambas sefiales son nulas para n < 0, dispondremos de un total de N
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N-1

parejas entrada-salida, {u[n], z[n]}, ;.

salida en las matrices x y U:

Podemos agrupar dichas parejas entrada-

z[0]
z[1]

x = .f[Mfl] : (5.4)
| z[N —1] | Nl

U=[u0] ul] ... u[M—-1] ... u[N —1]]
[w[0] w[l] ... w[M —1] ... u[N —1]

_ 0 wl0]...uM—2]...u[N —2] 55)

0 0 u0)  uN-bM,,

lo que permitira obtener expresiones compactas en las secciones siguientes.

Nota: A lo largo de las subsiguientes derivaciones, la sefial u[n] y por tanto la
matriz U estdn consideradas como valores observados y deterministas, a los que
estan implicitamente condicionadas todas las expresiones probabilisticas.

5.3 Solucion ML

El propio planteamiento del problema nos proporciona la verosimilitud de los coefi-
cientes del filtro s dada la observacién n-ésima:

p(z[n]ls) = N(z[n][uln] s, o2), (5.6)

donde se utiliza la notacién N (a|u, v) para referirnos a una fdp normal (Gaussiana)
con v.a. a, media p y varianza v.

Dado un conjunto de observaciones, simplemente tomamos el producto de las
anteriores verosimilitudes, ya que los términos de ruido son independientes

N
p(x[s) = H N(z[n][u[n]"s,0?) = N(x|U"s,o21). (5.7

n=M

El valor de s que maximiza p(x|s) es

$mL = argmax p(x|s) = argmax log p(x|s)

1 1 N
= argmin i(x ~UTs)"(?T) " 1(x—U'"s) + 5 log |0 21| + 5} log(2m)

= argmin ||x — U's||? (5.8)

(Uu’)~lux. (5.9)
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El dltimo paso es simplemente la solucidén least squares que se vid en el capitulo
de regresién. Dicho minimo se puede obtener ficilmente tomando el gradiente con
respecto a s, igualando a cero y despejando.

5.4 Solucion Bayesiana

Para obtener un estimador Bayesiano de s necesitamos conocer su probabilidad a
priori p(s). Aunque en general ésta es desconocida, es sensato utilizar

p(s) = N(s0,021), (5.10)

ya que considera aceptable cualquier conjunto de coeficientes reales, y supone que
estos tienen media nula y una dispersién fijada por o2. También es posible fijar

02 — oo para conseguir una distribucién uniforme. En cualquier caso, el uso de

S
esta distribucién a priori permite obtener de manera analitica la distribucién a poste-
riori.

Conocidas la verosimilitud p(x|s) y la distribucién a priori p(s), podemos
obtener la distribucién a posteriori p(s|x). Para ello, podriamos aplicar directamente
el teorema de Bayes y simplificar el cociente tanto como sea posible, pero este es un
proceso muy tedioso. En lugar de eso, vamos a obtener el resultado en dos pasos.

Primero vamos a encontrar la fdp conjunta de s y x. Una manera sencilla de hacer
esto es observar que

m = [%T] s+ m cone=[g0],....e[N=1)]T, (.11

es decir, el vector [s” x ] " es una combinacién lineal de v.a. con fdp Gaussiana mds
un vector independiente de ruido blanco y Gaussiano con varianza o2, y por tanto,

conjuntamente Gaussiano. Obtener la media y varianza de [s” x']T es por tanto

inmediato: ) 2
S 0 o‘SI O'SU
[X} _N([O} ’ [UEUT anTU+a§ID (5.12)

y utilizando la férmula de condicionamiento en Gaussianas vista en los apuntes de
estimacion (B1), tenemos que

p(s|x) = N(s | c2U(02U U + ¢%1) "%, %1 - 02U(02U U + ¢%1)"1Us?),

(5.13)

lo cual, usando el lema de inversién de matrices y algo de algebra, puede operarse

hasta obtener la siguiente expresion, mds simple y computacionalmente mds eficiente
cuando M < N:

p(s|x) = N(s | PUx, o°P), (5.14)

donde hemos definido P = (UU T + Z—%I)’l. Esto nos proporciona los siguientes
estimadores para s:
SMMSE = Smap = Smap = PUx (5.15)
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Nétese que suponer una distribucién a priori uniforme (usando 02 — oo en la
expresion anterior) convierte la solucion MAP en la solucién ML obtenida anterior-
mente.

5.4.1 Prediccién probabilistica de la salida del filtro

Una vez resuelto obtenidos diversos estimadores del filtro s , pasamos ahora a
plantearnos el problema de estimar una nueva salida x, correspondiente a una nueva
entrada u.. Siguiendo con la perspectiva Bayesiana, obtendremos la fdp a posteri-
ori de la variable a estimar, x,, a la vista de las salidas ya observadas, x. Es decir,
queremos calcular p(x,|x).

En primer lugar, hay que notar que x, x, y s son conjuntamente Gaussianas. Esto
se sigue de la ecuacién (5.12), que puede ampliarse a cualquier nimero arbitrario de
salidas, incluyendo z.. Esto implica necesariamente que X y x, Son conjuntamente
Gaussianas (al marginalizar s) y finalmente que p(z.|x) debe ser Gaussiana. Dado
que

Ty = uIs + ey (5.16)

es una transformacién lineal de s mas ruido blanco independiente, podemos facil-
mente calcular la media E[z,|x] y varianza V[z.|x] de dicha Gaussiana usando
p(s|x), que ya conocemos, dando lugar a

p(z|x) = N(z | u] PUx, 02+ c%u]Pu,). (5.17)

que inmediatamente nos proporciona los siguientes estimadores para x.:

ZaMMSE = Emap = Zamap = U, PUx = u vk (5.18)

Se observa por tanto, que para obtener los diversos estimadores mencionados

de la nueva salida z. es suficiente con conocer la nueva entrada u, y el estimador
SMMSE-

5.5 Calculo online

Es posible obtener las soluciones anteriores de manera online, es decir, a medida
que se obtienen nuevas parejas entrada-salida. Si bien se podrian repetir los cdlculos
completos cada vez que llega una nueva muestra, a menudo existen maneras mas
eficientes de hacer esto.

Observe que la estimacién de s mediante las ecs. (5.9) o (5.15) requiere invertir
una matriz de tamafio M x M. Esto tiene un coste O(M 3), es decir, si doblamos el
tamafio del filtro M, multiplicamos por ocho su coste computacional. Supongamos
ahora que se desea estimar s a medida que se reciben nuevas parejas entrada-salida,
es decir, se nos da primero {u[0], z[0]}, luego {u[1], z[1]} y asi sucesivamente. En
este caso, podriamos reutilizar los resultados de la estimacién anterior para calcular
la nueva estimacion actualizada de s, reduciendo asf el coste O(M?) que tendria un
método “ingenuo” que simplemente recalcule todo de nuevo cada vez que llega una
muestra.
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5.5.1 Soluciéon Bayesiana

Se puede obtener de manera exacta Syvsg @ medida que se dispone de mas muestras
(/N aumenta) sin necesidad de rehacer todos los calculos, reusando la solucién ante-

2
rior. Para ello, se define P(V) = (UUT + 1)L, r(N) = Ux y se usa el siguiente
célculo recursivo (la primera ecuacién corresponde a la aplicacién directa del lema
de inversion de matrices a la actualizacion de P):

pov) _ PMulN +1Ju[N +1]TPMY
1+ u[N +1]TPMu[N + 1]

VD = (V) L [N + 1]z[N + 1]

N+1) — p(N+1) p(N+1)

PN+

s

que sélo tiene un coste O(M?) por paso (a diferencia de aplicar la ecuacién original
completa en cada paso, que tendria coste O(M?)). A este algoritmo se le llama
recursive least squares (RLS).

5.5.2 Solucion ML

Se puede obtener una aproximacién a Sy, online con coste computacional O (M)
sin mds que notar que

$mL = argmax p(x|s) = argmin ||x — UTs||? (5.19)
S S

y a continuacién usar gradiente estocéstico para minimizar ||x — U T s||2.

Notese que
N-1

|x —UTs|]? = Z (z[n] —uln]"s)?, (5.20)
n=0

por lo que un método de descenso por gradiente calcularia el gradiente de dicha ex-
presion y desplazaria iterativamente la estimacion del minimo en la direccién opuesta
al gradiente en cada paso. Un descenso por gradiente estocdstico realiza la misma op-
eracion, pero considerando tnicamente uno de los sumandos del mencionado suma-
torio en cada paso. Asi, la actualizacién de coeficientes que debe iterarse para efec-
tuar la minimizacién es en este caso

SOV = 8™ 4 1 (wfn] — uln] 8™ ) ufn), (5:21)

donde u es un paso de adaptacién “suficientemente pequefio”. A este algoritmo se le
Ilama least mean squares (LMS).

5.6 Filtro de Wiener

El filtro de Wiener Swiener €5 €l filtro que minimiza el error cuadratico esperado entre
una salida deseada x[n] y la salida producida al ser utilizado para filtrar la entrada
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u[n]. En este apartado, tanto x[n] como u[n| se consideran sefiales de media nula y
u[n] se trata como un proceso estocdstico y no como una seifial determinista, como
se ha venido haciendo hasta ahora.

Este problema se puede plantear como un problema de estimacién lineal de min-
imo error cuadratico medio (MMSE), por lo que se pueden usar la formlacién de la
seccion B1 para dar lugar a la siguiente solucion:

SWiener = R;q}ru:m (5.22)

donde R, es la matriz de autocorrelacién de la sefial de entrada u[n] y r,, es el
vector de correlacién cruzada entre u[n] y x[n]. Desafortunadamente, estas dos can-
tidades son desconocidas en general, por lo que en la mayoria de las ocasiones, el
filtro de Wiener no puede calcularse. Sin embargo, es frecuente usar la expresion an-
terior usando estimaciones muestrales para la matriz de correlacién Ruu = %UUT
y el vector de correlacion cruzada 1, = %Ux. El resultado es una aproximacion
al filtro de Wiener Swiener = f{;jf‘uz que minimiza el error cuadratico muestral (a
menudo llamada “estimacion least-squares”) y que coincide con la solucién ML, es
decir éWiener = éML-

A medida que el nimero de muestras disponibles para la estimacién de los es-
tadisticos R, y ry; aumenta, dichas estimaciones se vuelven mds precisas, de man-
era que Swiener Y POI tanto Syy. coinciden asintéticamente con el verdadero filtro de
Wiener.

5.7 Problemas
5.1. Considere la siguiente secuencia

w[l]...u[7]=0.7, —0.1, 0.7, —0.2, —0.1, 1.5, — 1.1

que se alimenta como entrada a un filtro lineal de tres coeficientes s = [s1, s, s3] "
Se conocen los siguientes elementos de la secuencia de salida, (corrompidos con
ruido Gaussiano de varianza 0.25):

z[1]...z[6] = —0.60, 1.13, 0.57, 0.42, 1.25, — 2.58

a) (Cudl es la estimacién ML de s? (filtro de Wiener basado en estadisticos aproxi-
mados).

b) Utilice el filtro obtenido para predecir x[7], Zmr -

c) Calcule las estimacion MMSE, MAP y MAD de s asumiendo que la pdf a priori
de sus componentes es s; ~ N(0, 1).

d) Obtenga la estimacién MMSE de z[7], ZmmsE-

e) Calcule el error cuadrético esperado en la prediccion b). (Es decir, la esperanza
de (#yr — «[7])? ala vista de los datos disponibles).

f) Calcule el error cuadratico esperado en la prediccion d). (Es decir, la esperanza
de (Zmmse — z[6])? a la vista de los datos disponibles).
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Soluciones de los problemas

6.1 Problemas del Capitulo 1

1.1 Los estimadores buscados son:

Smmse = 1/2?

R In2
SMAD = ?
Smap =0

1.2 Los estimadores buscados son:

Smmse = 1/x

. In2
SMAD = Tv
Smap =0

La Figura 6.1 representa la distribucién a posteriori de .S para X = 2, e indica el
valor de los diferentes estimadores estudiados para dicha observacion.

1.3
a) gLMSE =0.5X —0.5.

b) E { (s _ S*LMSE)Q} — 0.75.

14
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=2)

Pgx(SIX

05 1 15 2
S

Fig. 6.1. Estimacion de una variable aleatoria .S cuya distribucion dado X = 2 es exponencial.

A X
a) SmMse = 5
N 2
b) E { (5 — SMMSE> } —0.
1.5
v =~ o1 Iny®
1.6

a) OAZML = 056,
Uprr = 0.029
b) A,.in = 1.91.



6.2 Problemas del Capitulo 3

6.2 Problemas del Capitulo 3

31

a)
. 0, siz1 <05 y z1+za<1
dyL = |1, siz;y > 0.5 y I1 > T2
2, resto

b) Las regiones de decision se muestran en la figura:

xz A
1

0.5

\4

Fig. 6.2. Regiones de decision.

3.2
a)
D:l1
D=0
b)
D:15
D=0
9)
D=12
D=0

3 1
&) Pa = (1=n)?* Pu=n, P =(1=n)+ 7

91
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N | Pv | Pea| Pe
I
&) Nip— A E T
616 136 |48
Bayesiano|2|2 [z |1
"¢
5 ML =
MAP |22
Bayesiano|
33
a)
1
p—|b s1§<|x|<1
0, resto.
2 1 7
b) Pa= =, Pu=—, P. = —
) fia =g P = o7 54
34
a) El decisor ML es
D=1
r 2 In-
D=0 "
b) Pp = Pea(2 — Pra)
3.5
a) Eldecisor LRT es
D=1
x 2 g
D=0

b) Pp = Ppa(2 — Pea). El decisor ML opera en el punto (Pra, Pp) = (0.5,0.75).
El decisor NP opera en (Pga, Pp) = (0.1,0.19)

3.6 Se trata de un problema de decisién con costes: ¢c1; = 1, ¢c19 = 1,01 = 81y
cpo = —3 y probabilidades a priori Py (0) = 100/101, Py (1) = 1/101,
a) El decisor 6ptimo es
D=1
z1 2 n=2mhl0~4.61
D=0
b) El coste medio por unidad de producto sera

— 223
C=——~-221
101

luego el beneficio diario esperado es
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2230000
B=—

~ 22100
101

¢) El coste medio por unidad de producto es

1
C'= 1o (218.5 +90- 40—%) ~ —2.42

y el tiempo medio que tardarfa E en amortizar la maquina sera

T = &%, /2 28600 dias

3.7 Se obtiene un ejemplo sencillo buscando un problema de decision bidimensional
(x = (21, 72)) que conduzca a una frontera de decisién de la forma zo = ax? + b
(siendo a y b constantes arbitrarias). Por ejemplo, para mg = 0, m; = (0,1)T, y
matrices de varianzas

3.8

a) El criterio ML indica que se transmiti6 el stmbolo s; (0.6 > %). Pra = 0.3085 y
Py = 0.3085.
b) Como 0.6 < 1.193, el decisor MAP decide sy con Pgy = 0.1164y Pyy = 0.5763.
¢) Como 0.6 < 0.674, el test de Neyman-Parson decide que se transmitié so con
una probabilidad de pérdida de 0.3722.
d)
1 K " D=1 1
fall T > =
K ; pD=02

C) K=5: PFA = PM =0.1318. K = 10: PFA = PM = 0.057.
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6.3 Problemas del Capitulo 5

5.1 Primero, escribimos los datos en la forma matricial vista en la teoria:

0.57
0.7-0.2-01 1.5 0.42

U=|-01 07-02-01|; x= ;ou,=[-11,15 —01]T,

1.2
0.7 0.1 0.7 0.2 oss

donde u, es el vector de entrada que daria lugar, al ser multiplicado por el vector de
pesos del filtro y corrompido con ruido Gaussiano de varianza 0.25, a x[7].

a)

$mp = (UU ") 'Ux = {U"\x en MatLAB/Octave} = [—1.35, 0.57, 2.02] "
b)

v = u) éy = [-1.1, 1.5, —0.1] - [~1.35, 0.57, 2.02] " = 2.14
c)

SMMSE = SMAP = SMAD = (U[J—r + 0.251)_1UX = [—1.25, 0.28, 1.56]T
d)

Eummse = 0, Smmse = [—1.1, 1.5, —0.1] - [~1.25, 0.28, 1.56] " = 1.64
e)

el(@mL — [7)?U, x, 0] =
- / (st — 2[7])2N (@[7]] T Snases 0.25 + 0.25u (UUT + 0.251) 1w, )da[7]
_ /(@ML — 27N (2[7] | 1.64, 1.004)dz[7] = (2.14 — 1.64) + 1.004 — 1.254
f)
e[(Zumse — 2[7))*|U, x, 0] =
= / (Evmse — 2[7])°N (z[7]] w] Syvmse, 0.25 + 0.25u, (UU + 0.251) " u, )dz[7]

- /(@MMSE — 2[7))2N (x[7] | 1.64, 1.004)dz[7] = (1.64 — 1.64)% 4 1.004 = 1.004
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