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@) ivos del curso

o Desarrollar una intuicién sobre los fendmenos aleatorios.

e Comprender y manejar los principios basicos del cdlculo de
probabilidades.

e Conocer los resultados basicos de la probabilidad, incluida su
demostracién, al menos en situaciones sencillas.

e Manejar funciones de distribucién y de densidad en una y
varias variables.

e Familiarizarse con las distribuciones de probabilidad mas
usuales y sus aplicaciones.

e Ser capaz de modelar fenédmenos aleatorios sencillos.

e Entender y saber utilizar la convergencia de sucesiones de
variables aleatorias, la ley de los grandes niimeros y el teorema
central del limite.

Importante: Este curso es una introduccién elemental a la Teoria
de la probabilidad. La formalizacién de muchas de las ideas que se
verdn en este curso se dard en Probabilidad II.
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Material del curso

Transparencias: Se pueden descargar en moodle:

Apuntes Probabilidad 1 (1onl)
Apuntes Probabilidad 1 (20n1)
Apuntes Probabilidad 1 (4onl)

Relaciones de problemas: Dado el limitado tiempo, sélo haremos
en clase los problemas en los que se tengan dificultades. Estos
ejercicios se pediran por adelantado al profesor para desarrollarlos
en las clases de problemas.

Pagina web: En el Moodle de grado de la asignatura se
encontrara disponible el resto del material del curso: Guia docente;
horarios y fechas de exdmenes; calificaciones (cuando las haya);
informacidn acerca de las revisiones; otros materiales
complementarios; etc.
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Calificaciones: opcién 1

Examenes parciales: Se realizard 2 exdmenes parciales de 2 horas.
La fechas previstas son los jueves 14 de marzo (parcial 1) y 25 de
abril (parcial 2) de 2019.

Examen final: lunes 20 de mayo por la tarde (15 h.).

Calificacién: La nota final sera:
Nota = mdx{0,3 x Nota parciales 4+ 0,7 x Nota final, Nota final}.

Atencion: Para poder aprobar usando los parciales es necesario
sacar al menos un 4 en el examen final. La asistencia a clase y la
entrega voluntaria de algunos problemas propuestos pueden ayudar
a mejorar la nota.

Evaluacion extraordinaria: Aquellos alumnos que no hayan
superado la convocatoria ordinaria podran presentarse al examen
extraordinario el martes 18 de junio por la mafiana (10 h.). La nota
de los exdmenes parciales no se conservarad para esta convocatoria.
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Calificaciones: opcién 2 (aprobar por parciales)

Examenes parciales: Se realizard 2 exdmenes parciales de 2 horas.
La fechas previstas son el 14 de marzo (parcial 1) y 25 de abril
(parcial 2) de 2019.

Examen final: lunes 20 de mayo por la tarde (15 h.).
Calificacion final:

(1) C=(NP1+ NP2)/2si NP1y NP2 >4y C > 5.
(2) NEF (Nota del examen final) si no se verifica (1).
(3) Subir nota: max{5, NEF} si (NP1 + NP2)/2 > 5.

Atencion: La asistencia a clase y la entrega voluntaria de algunos
problemas propuestos pueden ayudar a mejorar la nota.

Evaluacion extraordinaria: Aquellos alumnos que no hayan
superado la convocatoria ordinaria podran presentarse al examen
extraordinario el martes 18 de junio por la mafiana (10 h.).
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Tema 1: Espacios de probabilidad

Descripcién del tema

Introduccién: Fenémenos y experimentos aleatorios.
Algebra de sucesos.

Espacios de probabilidad.

Probabilidad condicional.

Algunos resultados clasicos.

Independencia de sucesos.

Ejemplos.

00 N o R e

Apéndice: Combinatoria elemental.
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Tema 1: Espacios de probabilidad

Objetivos principales

e Comprender la naturaleza de los experimentos aleatorios.
e Entender la probabilidad como medida de incertidumbre.
e Familiarizarse con la notacién de la Teoria de la probabilidad.

e Entender que el conocimiento de nueva informacién sobre el
modelo de probabilidad afecta al calculo de las probabilidades.

e Manejar con soltura los resultados clasicos relativos a la
probabilidad condicional.

e Familiarizarse con la nocién de independencia estocastica.
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1. Introduccién: Fenédmenos y experimentos aleatorios

Tipos de fenémenos:

@ Deterministas: Se conoce desde el principio el resultado final.
@ Aleatorios: Muchas situaciones finales posibles.

La Teoria de la probabilidad estudia el comportamiento de los
fendmenos o experimentos aleatorios.

Dado € experimento aleatorio:

— Conocemos con antelacién el conjunto de todos los posibles
resultados finales Q (espacio muestral).

— No es posible determinar que resultado se va a dar previa
realizacién de e.

— La Teoria de la Probabilidad nos permitira “medir” o
“cuantificar” la incertidumbre asociada a los posibles
resultados finales de un experimento aleatorio.
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1. Introduccién: Fenédmenos y experimentos aleatorios

Ejemplos: Experimentos aleatorios y sus espacios muestrales
1. € lanzar un dado al aire. 2 = {1,2,3,4,5,6}.
2. e: lanzar una moneda al aire. Q = {C, +}.
(C ="sacar cara", + ="sacar cruz")
3. e: jugar en bolsa. Q = {G, P}.
(G ="ganar dinero”, P ="perder dinero")
4. e: lanzar dos dados al aire.

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)}
={(a,b):a,be {1,2,3,4,5,6}}.

Situaciones con resultados aleatorios de la vida real

1. Control de calidad en una fabrica (pieza defectuosa o no).

2. Caracteristicas de muestras recogidas en el campo (especie de
insecto, longitud del fémur).

3. Peso y altura de una persona.
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2. Algebra de sucesos

Definiciones basicas

Q es el espacio muestral: conjunto de todos los posibles
resultados finales de un experimento aleatorio e.

Se llama suceso (aleatorio) a un subconjunto del espacio
muestral (A C Q).
(Concretaremos la definicién de suceso con mas detalle en breve.)

Si el suceso estd formado por un sélo elemento w € €, es decir,
A= {w} CQ, el suceso se llama suceso elemental. Si A no es
elemental, A se dice suceso compuesto.

El suceso Q se denomina suceso seguro.
(2 siempre ocurre al realizar €)

El suceso () se denomina suceso imposible.
(0 nunca ocurre al realizar €)
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2. Algebra de sucesos

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire.
El espacio muestral Q = {1,2,3,4,5,6}.

e Un suceso A es cualquier subconjunto de {1,2,3,4,5,6}.

e P={2,4,6} es un suceso (sacar un nimero par).

o S; = {4} es un suceso elemental (sacar 4).
e | ={1,3,5} es un suceso (sacar un ndmero impar).
e Q=1{1,2,3,4,5,6} es el suceso seguro (sacar cualquier

ndmero).
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2. Algebra de sucesos

Si A C Q es un suceso, A° (el complementario del conjunto A) se
denomina suceso contrario a A.

Q Q

AC

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire (2 ={1,2,3,4,5,6}).
o SiA=1{2,4,6) = A° = {1,3,5}.
o SiA= {4} = A° ={1,2,3,5,6}.
e SIA=Q= A°=).
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2. Algebra de sucesos

Sean Ay B dos sucesos. La interseccién de los sucesos Ay B,
AN B, representa que se cumplan ambos sucesos simultdneamente.

Q Q
A B ANB

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire (2 ={1,2,3,4,5,6}).
« SiA={1,3,5}, B={2,4,6} = ANB=0.
e SiA={2,4}, B={1,4,5) = ANB = {4}.
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2. Algebra de sucesos

Sean Ay B dos sucesos. La unién de los sucesos Ay B, AU B,
representa que se cumpla el suceso A o que se cumpla el suceso B.

Q Q
A B AUB

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire (2 ={1,2,3,4,5,6}).
© SiA=1{1,35)},B=1{24,6) = AUB=Q.
e SiA={2,4}, B={1,4,5} = AUB =1{1,2,4,5}.
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2. Algebra de sucesos

Sean Ay B dos sucesos. La inclusién de Aen B, AC B,
representa que se si se cumple A, entonces también se cumple B.

Q

@B

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire (2 ={1,2,3,4,5,6}).
« SiA={2}, B={2,4,6} = ACB.
(Si sacamos un 2, entonces hemos sacado un niimero par)
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2. Algebra de sucesos

Sean Ay B dos sucesos. La diferencia de B y A,
B—-—A=BnA-,
representa que se cumple B y no se cumple A.

Si AC B, B — A se denomina diferencia propia.
Observar que A€ = Q — A.
Q Q

B—-A A—-B

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire (2 ={1,2,3,4,5,6}).
e SiA={2,4,6}, B={2,4} = A— B ={6}.
¢ SiA=1{2,46},B=Q=A—B=0.
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2. Algebra de sucesos

Sean Ay B dos sucesos. Ay B se dicen disjuntos o
incompatibles si AN B = (). En este caso la unién entre ellos se
denota también AUB = AW B = A+ B (unién disjunta).

Q Q

Disjuntos No disjuntos

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire (2 ={1,2,3,4,5,6}).
o A=1{2,4,6}, B={1,3,5} son disjuntos. A+ B = Q.
o A={2,4,6} y B = {2} no son disjuntos.
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2. Algebra de sucesos

Propiedades de las operaciones con sucesos
Conmutatividad:
e AUB=BUA (unién).
e ANB=BNA (interseccién).
Asociatividad:
e AU(BUC)=(AUB)UC (unién).
e AN(BNC)=(ANnB)NC (interseccién).
Elementos neutros:
e AUD=A (unién).
e ANQ=A (interseccion).
Distributividad:
e De la unidn respecto a la interseccién:
AU(BNC)=(AuB)N(AUC).
e De la interseccién respecto a la unién:
AN(BUC)=(AnB)U(ANn ().
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2. Algebra de sucesos

Propiedades de complementacion
o (A9 = A
[ ) QC = @ y @C = Q
Leyes de De Morgan
e (AN B)¢ = A°U B°.
e (AUB)® = A°nNB°.

Q Q
(An B)°=A° U B¢ (AU B)¢=A¢ n B¢
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3. Espacios de probabilidad

Queremos definir la probabilidad como medida de la incertidumbre.

Definiciones de la probabilidad en la historia

Clasica: Basada en los juegos de azar. La probabilidad se define
como el cociente entre los casos favorables y los posibles.

Inconvenientes: ; Qué ocurre cuando 2 es infinito o cuando los
sucesos elementales no son equiprobables?

Frecuentista o empirica: La probabilidad de un suceso se define
como el limite de las frecuencias relativas del suceso.

Inconvenientes: j Qué nimero de pruebas debemos realizar?,

[

iqué ocurre con aquellos experimentos que se puedan repetir una
sola vez?

Axiomatica: Engloba a las anteriores y solventa los problemas
mencionados. Es la que estudiaremos y se debe a Kolmogorov.
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3. Espacios de probabilidad

Un espacio de probabilidad es un triplete (Q2, 7, P), donde

(1) Q es un conjunto no vacio llamado espacio muestral.
(2) F es una o-algebra o tribu de P(Q2) (partes de Q).
(3) P es una medida de probabilidad sobre F, es decir,

P:F—10,1]
A+— P(A)

verificando los axiomas de probabilidad de Kolmogorov:

(A1) P(Q) =1
(A2) o-aditividad o aditividad numerable: {A;}%°, C F disjuntos
dos a dos (es decir, A;NA;j =0, si i # j), entonces:

o (194) - in
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3. Espacios de probabilidad

Nota: Como se vera en otras asignaturas (Teoria de la integracién
y la medida, Probabilidad Il), en algunas ocasiones no es posible
calcular la probabilidad (o la medida) de cualquier subconjunto de
Q.

Las colecciones de conjuntos adecuadas para calcular
probabilidades son las o-algebras.

Una coleccién F C P(Q2) se dice que es una o-algebra o tribu si
(1) Qe F.
(2) F es cerrada o estable para la complementacién.

Si A€ F, entonces A® € F.
(3) F es estable para la unién numerable.

Si {Ai}72; C F, entonces U2 A € F.

Los elementos de F se llaman sucesos (aleatorios).
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3. Espacios de probabilidad

Propiedades de las o-algebras
(1) beF.
(2) Si {Aij}2; C F, entonces (2, Aj € F.
(3) Si {Ai}_, C F, entonces (]_; Aie FyUi_,AieF.

e Si {A;j}2, C F, decimos que A, crece hasta A, A, T A, si
AL CACA3C - yA:U?ilA,-.

e Si {A;j}2; C F, decimos que A, decrece hasta A, A, | A, si
AiLDA DA3D--- yAzﬂ?ilA,-.

(4) F es estable para limites crecientes y decrecientes:
Si{Ai}2, CFyA,TAo A, | A entonces A c F.

Nota: Para nuestros intereses y por simplicidad, podemos suponer
que todos los subconjuntos de 2 estan en la o-algebra F. Por
tanto, supondremos que podemos calcular la probabilidad de
cualquier conjunto.
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3. Espacios de probabilidad

Propiedades de la probabilidad
O P(0)=o.
@ {Ai}"_, C F disjuntos, entonces P (H7_; A;) = >, P(A)).
® Si A, B € F, entonces P(B — A) =P(B) —P(AN B).
O ABeFyAcCB P(B-A)=P(B)-—P(A)yP(A) <P(B).
O P(A°)=1-P(A).
@® Principio de inclusiéon-exclusidn:
P(AuB) =P(A)+P(B) —P(AN B)
P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)
—(P(ANB)+P(ANC)+P(BN(Q))
+P(ANnBN Q).
P (UL A) = iP(Ai) =D P(ANA)+-+ (-1)"P (N A).
i=1 i<j

@ {Ai}"_; C F, entonces P(U"_;A;) <37 P(A).
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3. Espacios de probabilidad

Propiedades de la probabilidad
O P(0)=0.
® {A;}"_, C F disjuntos, entonces P (H7_; A;) = >, P(A)).
® Si A, B € F, entonces P(B— A) =P(B) —P(AN B).
O ABeFyACB.P(B-A)=P(B)-P(A)yP(A) <P(B).
O P(A°) =1-P(A).

@® Principio de inclusiéon-exclusidn:

P (UL A) =D P(A) = D PAINA) +-- + (=1)""P (N, A).
i—1 i<
@ {Ai}"_, C F, entonces P(U"_;A;) <37 P(A).

O {Ai}2, C FyA, 1T A entonces P(A,) 1 P(A).

O {Ai}2, C FyA,l A entonces P(A,) | P(A).

0 {Ai}2) C F P(UZA) < 322 P(A).
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3. Espacios de probabilidad

Ejemplo: En una escuela el 50 % del alumnado ha aprobado inglés,
el 20% francés y el 5% los dos idiomas. ; Cudl es la probabilidad
de seleccionar un alumno al azar que haya aprobado alguna de las
dos asignaturas?

Ejemplo: Sean Ay B dos sucesos de (2, F,P) tales que
P(A)=P(B)=1/2y P(AU B) = 2/3. Calcular:

(a) P(ANB). (c) P(AN B°).

(b) P(A°nN B°). (d) P(A°N B).

Ejemplo: Sean Ay B dos sucesos de un espacio de probabilidad
(Q, F,P) tales que P(A)=0,3, P(B) =04y P(ANB) =0,1.
Sefialar qué afirmaciones son falsas.

(a) P(AUB) =0,6. (d) P(ANB)=0,3.

(b) P(AN B¢) =0,2. (e) P((AN B)) =0,9.

(c) P(AN(BUB®)) =0,4.
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Ejemplos basicos

Modelo clasico o de Laplace: Dado Q = {ws,...,w,} espacio
muestral finito, la aplicacién:

P(A) = ﬂn(A), ACQ,
es una medida de probabilidad sobre (2, P(2)).
En este ejemplo, cada elemento w; (i = 1,...,n) tiene la misma
probabilidad (P({w;}) =1/n, i=1,...,n). Esto se conoce como
equiprobabilidad.

Ejemplo: € : lanzar un dado al aire (2 = {1,...,6}).
P(A) = card(A)/6 (A C Q) es una probabilidad sobre .
P({2,4,6}) =3/6=1/2,  P({6}) = 1/6.

Ejemplo: € : extraer una carta de una baraja espafiola

(Q={Xi:Xe{0,B,C,E},i €{1,2,3,4,5,6,7,5,C, R}}).

P(A) = card(A)/40 (A C Q) es una probabilidad sobre .
P(«sacar figura») = 12/40 = 3/10, P({01}) = 1/40.
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Ejemplos basicos

Modelo finito: Sea Q = {w1,...,w,} un espacio muestral finito y
{p1,.-.,pn} nimeros con p; >0 (i=1,...,n)y
p1+ -+ pp = 1. La aplicacién:

P({wi})=pi (i=1,...,n), P(A)=> P({w}) ACQ,

wi€A
es una medida de probabilidad sobre (2, P(2)).

Nota: El modelo de Laplace es un caso particular del modelo finito
en el que todas las masas de probabilidad son iguales.

Ejemplo: ¢ : lanzar un dado al aire cargado o trucado

(2 ={1,...,6}) de forma que la probabilidad de los sucesos

elementales es: P({6}) =1/2y P({i}) =1/10,i=1,...,5.
P({2,4,6}) =2/10+1/2 =7/10, P({1,3}) =1/5.

Ejemplo: € : puntuacién al lanzar dos dados (2 = {2,...,12}).
P({2})=1/36, P({7})=1/6, P({2,7})=1/36+1/6=7/36.
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Ejemplos basicos

Espacios discretos: Q2 = {wi,wy, ...} contable, F = P(Q) y
P({w;}) € [0,1] tal que ), P({wi}) = 1. (Q, F,P) es un espacio
de probabilidad.

P(A) =) P({w}), AcCQ

wi€A

Ejemplo: € : Lanzar una moneda sucesivamente y observar cuantas
caras sacamos antes de que salga la primera cruz.

En este ejemplo Q = {0,1,2,...} y P({n}) = 1/2"*1 (n > 0).
P({2}) =1/23, P({7})=1/2% P({0,1,2,3})=15/16.
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Ejemplos basicos

Problema: El caballero de Meré (inicio de la probabilidad)
Tal caballero jugaba a dos juegos:
Juego A: Lanzar un dado 4 veces. Apuesta: sacar al menos un 6.

Juego B: Lanzar 2 dados 24 veces. Apuesta: sacar al menos un
doble 6.

Observé (empiricamente) que con el juego A ganaba mas de la
mitad de las veces y, sin embargo, con el juego B perdia mas de la
mitad de las veces.

No entendia la razén de sus observaciones ya que argumentaba:

En A: 4-(1/6) = 2/3 (4 tiradas por prob. de sacar 6)
En B: 24-(1/36) = 2/3 (24 tiradas por prob. de sacar doble 6)

Preguntd a Pascal: jcoémo es posible la diferencia de ganancias?

Indicaciéon: Obviamente, Pascal sabia que no se pueden sumar
probabilidades de sucesos que no sean mutuamente exclusivos.
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4. Probabilidad condicional

Ejemplo: ¢: lanzar un dado equilibrado. El modelo de probabilidad
asociado es: (2 ={1,...,6},F =P(Q),P) (modelo de Laplace).

En este ejemplo, P({6}) = 1/6.

Supongamos ahora que poseemos cierta informacién adicional, por
ejemplo, sabemos que ha salido un ndmero par. Es decir, se ha
producido el suceso P = {2,4,6}.

Es claro que ahora la probabilidad de sacar 6 ha cambiado. Ahora
serd una nueva probabilidad, P*, y
o P*({1})=0.
Casos favorables 1 1/6

pP* = === .
* Pr({6) Casos posibles 3 1)2
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4. Probabilidad condicional

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y A, B € F con
P(B) > 0. Se llama probabilidad de A condicionada a B a:
P(AN B)

P(B)
Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y B € F fijo con
P(B) > 0. La aplicacién:

P(A|B) =

P(-|B): F — [0,1]
A P(A|B)

es una medida de probabilidad sobre (2, F). Por tanto, P(:|B)
verifica los axiomas y propiedades de una probabilidad.

La nueva informacién disponible (se ha dado B) ha modificado la
medida de probabilidad sobre (2, F). Hemos pasado de
(Q,F,P(:) a (Q,F,P(-|B)). De esta manera incorporamos esta
informacién conocida al modelo de probabilidad.
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4. Probabilidad condicional

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad y A, B € F con
P(B) > 0. Se llama probabilidad de A condicionada a B a:

P(AN B)

P(AIB) = (g

Q Q

O ||

Idea intuitiva: La P(A|B) es la medida de la parte de A que
estd en B normalizada para que la total tenga medida 1.
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4. Probabilidad condicional

Ejemplo: Se lanzan dos dados legales. (€2, F,P) modelo de
Laplace.

— ;Cual es la probabilidad de que la suma de los dados sea 77
— ;i Cudl es la probabilidad de que la suma de los dados sea 7
sabiendo que...?

e La suma de los dados es impar.

e La suma es mayor que 6.

o El resultado del primer dado es impar.

o Los dos dados tuvieron el mismo resultado.

e Los dos dados tuvieron distinto resultado.

S(2) S(3) S(@) S(5) S(6) S(7) S8 S(9) S(10) S(11) S(12)

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (56) (6,6)
(21 (22) (23) (24 (2,5 (3,5) (45 (55) (6,5)
3,1 (32 (33) (34 4 (5.4 (64
) (42) (43) (53) (63)
(5,1) (5,2) (6,2)
(6,1)
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5. Algunos resultados cldsicos

Férmula del producto
Sea (£, F,P) espacio de probabilidad y A1,...,A, € F tales que
P(A1N---NA,) > 0. Se tiene:
— P(A1N Az) = P(A1)P(Az|Ar).
— P(A1 N Ax N As) = P(A1)P(A|A1)P(As| A1 N Ay).
En general:
- P(A1n---NA,) =P(A1)P(A2|A1) - - - P(As|A1 N - - N A1),

Observacidn: La probabilidad condicional nos permite (en algunas
ocasiones) calcular la probabilidad de una interseccién.
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5. Algunos resultados cldsicos

Férmula del producto

Sea (9, F,P) espacio de probabilidad y Ay,...,A, € F tales que
P(A1N---NA,) > 0. Se tiene:

P(ALN---NAp) = P(A1)P(A2|AL) - P(An|AL N -+ N An_q).

Ejemplo: Una urna contiene 10 bolas blancas, 12 rojas y 8 negras.
i Cudl es la probabilidad de que extraigamos primero una bola
blanca, luego una roja y luego una negra con y sin
reemplazamiento?

LP(BI NRyN N3)?
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5. Algunos resultados cldsicos

Sea (2, F,P) espacio de probabilidad. Una coleccién contable
(finita o numerable) de sucesos {A1, Az, ...} C F se dice que es un
sistema completo de sucesos (S.C.S.) o una particién de Q si:

(a) P(A) >0, i>1.
(b) Q@ =1; Ai (unién disjunta).

Q

A
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5. Algunos resultados cldsicos

Férmula de la probabilidad total

Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad y {A;}; € F un S.C.S.
Entonces, para cualquier B € F,

P(B) = >_P(A)P(BJA).

Q
A, B
Al /\
As & A, )
As

Nota: Mediante la Férmula de la probabilidad total podemos
calcular la probabilidad de cualquier suceso a través de las
probabilidades condicionadas en un S.C.S.
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5. Algunos resultados cldsicos

Férmula de la probabilidad total
Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y {A;}; € F un S.C.S.
Entonces, para cualquier B e F,

ZP(A (B|A)).

Ejemplo: Una urna contiene 10 bolas blancas, 12 rojas y 8 negras.
Hemos realizado dos extracciones sin reemplazamiento. j Cudl es la
probabilidad de sacar una bola roja en la segunda extraccién?

/\ @ en la segunda extraccién

iP(R2)?
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5. Algunos resultados cldsicos

Férmula de Bayes (de la probabilidad a posteriori de las causas)

Sea (R, F,P) un espacio de probabilidad, {A;}; € F un S.CSy
B € F con P(B) > 0, entonces
P(A))P(B|A))

PAIB) = Sapeay I

Las probabilidades P(A,,) se llaman probabilidades a priori.
Las probabilidades P(A,|B) se llaman probabilidades a posteriri.

Nota: Mediante la Férmula de Bayes podemos calcular las
probabilidades de un S.C.S. condicionadas a B a través de las
probabilidades condicionadas a ese S.C.S.
Nota: Si A € F con P(A) € (0,1), entonces {A, A} es una
particién de €. En este caso particular,

P(A)P(B|A)
(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°)

P(AIB) = 5
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5. Algunos resultados cldsicos

Férmula de Bayes

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad, {A;}; € F un S.CSy
B € F con P(B) > 0, entonces
P(A)P(BIA)

PAIB) = Sopeay 12T

Ejemplo: Una urna contiene 10 bolas blancas, 12 rojas y 8 negras.
Extraemos una bola (no la miramos). Extraemos una segunda bola
y es negra. j Cudl es la probabilidad de que la bola que hemos
extraido en primer lugar sea roja?

/\oo

iP(R1|N2)?
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6. Independencia de sucesos

Definicion: (2, F, P) espacio de probabilidad. Dos sucesos
A, B € F se dicen independientes si P(AN B) = P(A)P(B).
Notacién: AB = AN B. (A, B indep. sii P(AB) = P(A)P(B).)
Observaciones:

¢ Si P(A) =0, entonces Ay B ind. para todo B € F.

e Si P(A) =1, entonces Ay B ind. para todo B € F.
e Si Ay B ind. con P(B) > 0, entonces P(A|B) = P(A).

Nota: Si Ay B son independientes, la ocurrencia de uno no altera
la probabilidad de que ocurra el otro (y al revés). Esta es la idea
detras de la definicién de independencia.

e Si Ay B ind., entonces: A, B€ ind.; A€, Bind.; y A, B ind.

Ejemplo: Las extracciones sucesivas de bolas con reemplazamiento
son independientes. (P(Bz|B1) = P(B,)). Sin embargo, las
extracciones sucesivas de bolas sin reemplazamiento no son
independientes (P(Bz|B1) # P(B2)).
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6. Independencia de sucesos

Definicion: (2, F, P) espacio de probabilidad. Tres sucesos
A, B, C € F se dicen (mutuamente) independientes si:

P(AN B) = P(A)P(B).
P(AN C) = P(A)P(C).

P(B N C) = P(B)P(C).

P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C).

Observacion: A, B, C € F son independientes sii () y ().
P(AB) = P(A)P(B)

(%) { P(AC) =P(A)P(C) } {A,B, C} ind. dos a dos
P(BC) =P(B)P(C)

(xx) P(ABC) = P(A)P(B)P(C)

Observacion: (x) % (xx) y (k) % (%).
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6. Independencia de sucesos

Observacion: A, B, C € F son independientes sii () y ().

(%) {A, B, C} independientes dos a dos.
(#x)  P(ABC) =P(A)P(B)P(C).

Observacion: (x) = (xx) y (xx) = (*).

Contraejemplo 1: (x) = (xx)

(Q={a,b,c,d},P(Q2),P) modelo de Laplace.

(Los sucesos elementales {a}, {b}, {c} y {d} son equiprobables.)

A={a, b}, B={b,c}y C = {c,a} son independientes dos a dos,
pero no son (mutuamente) independientes.

Contraejemplo 2: (xx) 2 (x)
(Q = {a1, az, a3, aa, as, a¢, a7, ag }, P(2), P) modelo de Laplace.

A={a1,ar,a3,a4}, B=1{a1,a3,as,ar}, C ={a1,ar,a4,a8}
verifican (), pero no son independientes dos a dos.
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6. Independencia de sucesos

Definicion: Sea {A;}ic; C F. Se dice que los sucesos {A;};c; son
(mutuamente) independientes si

V{Ai, ... Ai,} C{Ai}ier, P(Ay -+ Aj) = P(Ay) - P(A;,).
En particular, n sucesos {A1,...,A,} son independientes sii:

] P(Al N Ag) = P(Al)P(AQ).

° P(Al N A3) = P(Al)P(A3).

] P(Al NAN A3) = P(Al)P(Ag)P(A3)

] P(Al NAN A4) = P(Al)P(Ag)P(A4).

e P(A1Nn---NA,) =P(A1)---P(A)).
Pregunta: Comprobar la independencia de algunos sucesos puede
ser una tarea complicada. jCudntas condiciones debemos
comprobar para asegurar que {Aj,...,A,} son independientes?

Proposicion: {A;};c; independientes => {Af},c; independientes.
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6. Independencia de sucesos

Una demostracién probabilistica de la férmula de la ¢ de Euler

La funcién ¢ de Euler: p(n) (n € N) cuenta el nimero de
naturales menores o iguales que n y coprimos con n. Es decir,

o(n) = Card{m < n:m.cd.(m,n) =1}.

Resultado: Si n = p{* --- pf" con pi,...,p, primos, entonces
p(n)=n(l—1/p1)---(1=1/p) = n][(1 - 1/p).
pln
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7. Ejemplos

Ejercicio: Sean A1, Ay, , A, sucesos independientes con
P(A;) = p, para i = 1,2,...,n. Halla la probabilidad de que:
@ ninguno de los A; ocurra;
@ un nimero par de los A; ocurran.

Ejercicio: Con las hipdtesis habituales, halla la probabilidad de que
en una reunién de 25 personas haya al menos dos con la misma
fecha de cumpleafios.
i Cudl es el nimero minimo de personas para que esa probabilidad
sea al menos 0,57

364 363 . 341

Nota: Para calcular p = gz - 352 - - -+ - 3¢5 se puede aproximar su logaritmo:

24
logp = <Z log(365 — i)> — 25log 365
i=0

5 log 365 + log 341
2

25
= ?(Iog 341 — log 365) = —0,8502.

~ 2 — 25log 365

Por tanto, 1 — p ~ 0,57. (El verdadero valor es 1 — p = 0,56869970 - - - .)
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7. Ejemplos

Ejercicio: Con las hipdtesis habituales, halla la probabilidad de que
en una reunién de 25 personas haya al menos dos con la misma
fecha de cumpleafos.

i Cual es el nimero minimo de personas para que esa probabilidad
sea al menos 0,57

10t

ooo"'....'
08}

06} .

04} !

»
»
A
L)
re
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7. Ejemplos

Ejercicio: En el circuito de la figura, cada interruptor esta cerrado
con probabilidad p, independientemente de todos los demas.
Subsana los fallos en la siguiente argumentacién para calcular la
probabilidad de que pueda circular la corriente entre Ay B.

A</>>B
</

Sea C el suceso que indica que la corriente circula entre Ay B.
® C = G UG UG, donde ( significa que la corriente pasa
por arriba, (> por el medio y C3 por abajo.
® P(C)=P(G)+P(G)+P(G).
©® Por simetria, P(C) = 3P(().
O Por independencia, P(C) = 3(1 — p)°.
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7. Ejemplos

Ejercicio: El borracho. Un trasnochador dispone de un llavero
con tres llaves totalmente indistinguibles en la oscuridad, de las
cuales sélo una abre la puerta de su casa. Para dar con la Ilave en
cuestién sigue uno de los siguientes métodos:

M+: Prueba las llaves una tras otra teniendo cuidado de no volver
a usar la misma.
My: Prueba una llave y si no abre agita el llavero y prueba otra vez.

Contéstese a las siguientes preguntas:

(a) ¢Cudl es la probabilidad de que abra al tercer intento si sigue
el método primero? jy si sigue el segundo método?

(b) Se sabe ademds que el trasnochador usa el segundo método
cuando vuelve a casa después de haber bebido en exceso (lo
cual ocurre uno de cada tres dias) y el primer método cuando
regresa sobrio. Si se conoce que en los dos primeros intentos
ha fracasado, jcudl es la probabilidad de que el trasnochador
esté borracho?
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

Combinatoria: Teoria matemdtica que proporciona métodos para
determinar el niimero de elementos de un conjunto finito.
Recordamos que, si m,n >0,y n < m,
— Factorialde n: n!=n-(n—-1)---2-1
(0! =1 por definicién).
— Ndmero combinatorio m sobre n:

() = =y

Problema: Sean {a1,...,am} m elementos.
i Cudntos grupos de n elementos pueden formarse con {aj,...,am}?

Problema andlogo: Disponemos de una urna con m bolas
numeradas. Extraemos sucesivamente n de ellas, es decir, tomamos
una muestra de tamano n.

i Cudntos muestras posibles de tamafio n podemos extraer?
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

Problema: Disponemos de una urna con m bolas numeradas.
Extraemos sucesivamente n de ellas, es decir, tomamos una
muestra de tamafo n.

i Cuantos muestras posibles de tamafio n podemos extraer?
Hay que precisar dos cuestiones:

e Tipos de muestreo:

(1) Sin repeticion (sin reemplazamiento): no podemos sacar dos
veces la misma bola.

(2) Con repeticion (con reemplazamiento): podemos sacar mas
de una vez la misma bola.

e Tipos de muestras:

(A) Variaciones: Importa el orden ((1,2) # (2,1)).
(B) Combinaciones: No importa el orden ((1,2) = (2,1)).
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

(1) Solucién: {a1,...,am} m elementos. ;Cudntos grupos de n
elementos pueden formarse sin reemplazamiento?

(1-A) Variaciones ordinarias: Un grupo es distinto de otro
atendiendo a los elementos y a su orden. Variaciones de m
elementos tomadas de n en n.

m!
(Este ndmero combinatorio también se conoce como el
factorial descendente, m> =m-(m—1)---(m—n+1).)

Ejemplo: m=4, n=2, {a1,a2,a3,a4}.

(a1,22) (a2, a1) (as,a1) (a4, a1)
(a1,a3) (a2,a3) (a3;a2) (a4, a2)
(31734) (32,34) (33734) (34,33)

, 4l
V4 = E =4.3= 12, ((al, 32) 7& (az,al)).

Javier Carcamo Pl. Tema 1: Espacios de probabilidad



8. Apéndice: Combinatoria elemental

(1) Solucién: {ai,...,am} m elementos. ; Cuantos grupos de n
elementos pueden formarse sin reemplazamiento?

(1-A) Permutaciones: Caso n = m (Variaciones de m elementos
tomados de m en m). Permutaciones de m elementos.

Phn=V'l=ml=m-(m-1)---2-1.
Ejemplo: m =3, n =3, {a1, a2, a3}.

(31732)33) (32733731) (32731533)
(31733732) (33,31,32) (33732731)

P3=31=3-2=6, ((a1, a2, a3) # (a2, a1, a3))-
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

(1) Solucién: {a1,...,am} m elementos. ;Cudntos grupos de n
elementos pueden formarse sin reemplazamiento?

(1-B) Combinaciones ordinarias: Un grupo es distinto de otro
atendiendo a los elementos. Combinaciones de m elementos

tomadas de n en n.
m
cr = ()

Ejemplo: m =4, n=2, {a1,a2,a3,a4}.

(a1, a2)
(a1,23) (a2, a3)
(a1,24) (a2,24) (a3,24)

2= (‘2‘) _ 2‘:—;, =6, ((a1,2) = (a2, 21)).
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

(2) Solucién: {a1,...,am} m elementos. ;Cudntos grupos de n
elementos pueden formarse con reemplazamiento?

(2-A) Variaciones con repeticion: Un grupo es distinto de otro
atendiendo a los elementos y a su orden y admitimos
repeticidén. Variaciones con repeticion de m elementos
tomadas de n en n.

VR = m".

Ejemplo: m =3, n =2, {a1, a2, a3}.

(a1,a1) (a2, a1) (a3, a1)
(a1,32) (a2,32) (a3, a2)
(a1,a3) (a2,a3) (a3, a3)

VR =32 =0.
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

(2) Seolucién: {a1,...,am} m elementos. ;Cudntos grupos de n
elementos pueden formarse con reemplazamiento?

(2-B) Combinaciones con repeticién: Un grupo es distinto de otro
atendiendo a los elementos y admitimos repeticion.
Combinaciones con repeticién de m elementos tomadas de n
en n.

Ejemplo: m =3, n =2, {a1, a2, a3}.
(a1,a1)
(a1, a2) (a2, a2)
(a1, a3) (a2,a3) (a3,a3)

CR? = (g) = 6.
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

Resumen

Muestras ordenadas | Muestras sin ordenar
H H n n

Sin reemplazamiento vy cr

Con reemplazamiento VR], CRy,
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

Otro problema: Supongamos que tenemos n elementos de los

cuales ni, my, ..., ny, son iguales (ny + - -+ 4+ ny = n). Es decir,
n n Nm
—N— ——
{al, ..,81,32,...,22,...,am,...,am}.

i Cuantos grupos de n elementos pueden formarse atendiendo al
orden?
Permutaciones con repeticion:

PLsesim n!
n nilnol... 1’
1:N2: Nm:

Ejemplo: ny =3, no =2 (n=n1 + np =5), {a1, a1, a1, az, a2 }.

(327 a1, a2, adi, al)
(a2, a2,a1,a1,a1)

(a1,a1,a1,a2,a2) (a1, a2, a1, a2, a1
(81731732781782) (31732732781731
(a1,a1,a2,a2,a1) (a2,a1,a1,a1,a
(31732731781732) (32731781732731
p32_ 2 _ g,

> 312

— — N
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8. Apéndice: Combinatoria elemental

Ejercicio: De todas las sucesiones de longitud n compuestas por
las cifras 0, 1 y 2 se elige una al azar. Hallar la probabilidad de los
sucesos siguientes:

(a) La sucesién comienza con 0.

(b) La sucesién contiene exactamente m unos.
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Tema 2: Variables aleatorias

Descripcion del tema

Variables aleatorias.

Funcién de distribucién.

Variables discretas.

Variables continuas.

Transformaciones de variables aleatorias.
Algunas distribuciones discretas notables.
Algunas distribuciones continuas notables.

No ok owhH

Objetivos principales

e Comprender la nocién de variable aleatoria.

e Manejar con soltura las funciones de distribucién y de
densidad.

e Calcular la distribucién de una transformacién de una variable
en los casos mas sencillos.

e ldentificar y saber utilizar las distribuciones mds importantes.
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1. Variables aleatorias

Observacion: Cuando observamos un experimento aleatorio es frecuente
que nos interese una caracteristica concreta del resultado, mas que el
resultado en si mismo. Por ejemplo, la suma de las puntuaciones al lanzar
dos dados o el niimero de caras que hemos obtenido al lanzar una
moneda varias veces.

Una variable es cualquier aspecto relativo a un experimento. Si
(Q, F,P) es un espacio de probabilidad, podemos pensar en una
aplicacién:
X:Q—E
w— X(w).

Las variables pueden ser cuantitativas o cualitativas. Nos
centraremos en las variables cuantitativas (E C R). Se denomina
variable aleatoria ya que a priori no conocemos el resultado del
experimento, luego no sabemos el valor que va a tomar X.
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1. Variables aleatorias

Dado (€2, F,P) un espacio de probabilidad, se llama variable
aleatoria (v.a.) a toda aplicacién:

X:Q—R (oR)
w— X(w).

Observacion: Realmente, para que X sea una v.a. debe cumplir una
condicién de medibilidad: Para todo a € R, se pide que el conjunto
{w e Q: X(w) < a} € F. Cuando F = P(R2), esto siempre se cumple.

Idea: Como P es medida de probabilidad sobre (€2, F), sabemos
“calcular probabilidades” en € via P. Al tener una aplicacién
X : Q — R vamos tener una forma de “medir’ en R.

La medida de probabilidad P sobre (€2, F) induce una nueva
medida de probabilidad sobre R, Px, que llamaremos distribucion
de probabilidad de |a variable aleatoria X.
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1. Variables aleatorias

Q X

m
uJ
=

Notacién: {X € B} = X }(B)={w e Q: X(w)e B}, BCR

X : (2, F,P) — R variable aleatoria. Consideramos la aplicacién
Px :BC P(R) — [0,1]
B+—— Px(B) =P(X € B).
Px se llama distribucion de probabilidad de X y es una medida
de probabilidad en R.

Nota: B es una o-dlgebra sobre R (o-dlgebra de Borel) que incluye todos
los conjuntos que nos pueden interesar para calcular probabilidades.
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1. Variables aleatorias

Ejemplos elementales

— X = escafios de un partido en unas elecciones.

— X = peso de una persona (elegida aleatoriamente).

— X = altura de una persona (elegida aleatoriamente).

— X = nota de Probabilidad de un estudiante.

— X = horas de estudio de Probabilidad de un estudiante.
— X = beneficios anuales de una empresa.

— X = valor en bolsa de una compaiia.

— X = tiempo de procesado de un programa informatico.
— X = vida 0til de una componente de un sistema.

— X = tiempo entre la llegada de un mail y su respuesta.
— X = nlmero de visitas al dia de una pagina web.

— X = nlmero de errores de cddigo de un programador.
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1. Variables aleatorias

Ejemplo: ¢: lanzar una moneda al aire 3 veces.
Q={(C,C,Q0),(CCH),....(++,+H)}

(2, P): modelo de Laplace (equiprobabilidad). Card(Q) = 23 = 8.

P{(C, ¢, O} =PH(C, C,H)}) = = P{(+,+,+)}) = 1/8.

Consideramos la v.a. X : 2 — R que mide el nimero de caras
que hemos obtenido.

X:Q—R X:Q—R
(C,C,C)—3 (+,+,+)—0

(C,C,+)—2 (C,+,+)—1
(C,+,0)—2 (+,C,+)—1

Pregunta: ; Cudl es la distribucién de probabilidad de X7
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1. Variables aleatorias

X toma los valores {0, 1,2,3} con probabilidad:
Px({0}) =P(X =0) = P({w € Q: X(w) = 0})
= P({(+,+.1)}) = 1/8.

Px({1}) =P(X =1) =P({w € Q: X(w) = 1})
=P{(C,+,+),(+, C,+),(+,+,C)})
=P{(C,+,H)}) + PH{(+. C, )} + PH{(+, +, O)})
=1/8+1/8+1/8=23/8.

Px({2}) = P(X = 2) = P({w € 9 : X() = 2})
=P{(C, C,+),(C,+,C), (+.C,O)})
=P{(C, C,H)N +PH(C,+, O +PH(+ G, O)})
=1/8+1/8+1/8=3/8.

Px({3}) = P(X = 3) = P({w € Q: X(w) = 3})
= P({(C.C.O) =1/8.
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1. Variables aleatorias

X = ndmero de caras al lanzar 3 monedas.

X toma los valores 0,1,2 y 3 con probabilidades 1/8, 3/8, 3/8 y
1/8, resp.

3/8 3/8
1/8 | | 1/8
1 2
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1. Variables aleatorias

Ejemplo: Craps es un juego de dados en el que se pueden hacer
una gran diversidad de apuestas en el lanzamiento de dos dados
(una o mas veces). Una de las mas sencillas es la llamada Any
seven en la que se apuesta en un solo lanzamiento a que se
obtienen un total de 7 puntos. La apuesta paga 4 a 1.

La variable G (ganancias) toma los valores —1, 4, con
probabilidades 5/6, 1/6, respectivamente.

5/6
1/6
| | | | '
I | | |
-1 0 1 2 3 4
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1. Variables aleatorias

Sea X : (2, F,P) — R variable aleatoria. Se llama funcién de
distribucion de X a la funcién Fx definida mediante:
Fx :R —R
x +— Fx(x) =P(X < x) = Px((—o0,x]).

Idea: Para cualquier x € R, Fx(x) mide la masa de probabilidad
que la variable X concentra a la izquierda del punto x.

Fx(x)

R

< WJ

Notacién: Si no hay duda, denotaremos simplemente por F (en
vez de Fx) la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.
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2. Funcidon de distribucién

Ejemplo: X = nldmero de caras al lanzar tres monedas.

1
_
7/8
—
4/8
—
1/8

0 ? ] | ]
| | | |

0 1 2 3

Observacién: La funcién de distribuciéon de X es constante a
trozos y “salta” en los puntos donde X concentra masa de
probabilidad.
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2. Funcidon de distribucién

Propiedades basicas de la funcién de distribucién

Sea X variable aleatoria y F su funcién de distribucién.
@ F es no decreciente (x <y, entonces F(x) < F(y)).
@ F es continua por la derecha (x, J x, entonces F(x,) | F(x)).
O limy_o F(x) =0; limyo 100 F(x) = 1.

Teorema de unicidad

Sea F : R — R verificando @, ® y ® de arriba, entonces, existe
X :(Q,F,P) — R variable aleatoria tal que F = Fx.

Ademas, la variable X es dnica en distribucién (es decir, la f.d.
caracteriza la distribucién de probabilidad de una v.a. de forma bi-
univoca).
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2. Funcidon de distribucién

Calculo de probabilidades con la funcién de distribucién

Sea x,y € R con x < y. Se tiene:
O P(X < x) = F(x).

® P(X >x)=1-F(x).

® P(X <x)=F(x7).
OPX>x)=1-F(x).

® P(x <X <y)=F(y) - F(x).
O P(x<X<y)=F(y)-F(x).
OPx<X<y)=F(y )—F(x).
O P(x<X<y)=F(y")— F(x).

O P(X=x)=F(x)—F(x7).

F(x) 1—-F(x)

F(y)

<M U
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3. Variables discretas

Una variable X se dice que tiene distribucién discreta si existe un
conjunto S C R contable (finito o infinito numerable) tal que

P(X € S) =1 (o, alternativamente, P(X € 5¢) = 0). Es decir, X
concentra su masa en S. El conjunto S se llama soporte de la
distribucién (de X).

—eo—Q@—0—o—0—0——@ O R
Nota: X variable discreta con soporte S C R, entonces

P(XeB)= » P(X=s), BCR
seSNB

Ejemplos:
e X = nidmero de caras al lanzar 3 monedas: S = {0, 1,2, 3}.
e X = puntuacién de un dado: S ={1,2,...,6}.
e X = nuimero de personas esperando en una cola:
$={0,1,2,...} =NU{0}.
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3. Variables discretas

Sea X es una variable discreta con soporte S. La funcién:
px :R— R

x — px(x) = P(X = x)
se denomina funcién (de masa de) probabilidad de X. Es decir,
px(x) es la masa de probabilidad que X concentra en el punto x.
Notaciéon: Cuando no haya confusién denotaremos por p (en lugar
de px) la funcién de probabilidad de la variable X.

p(x)

—.-.—.—.—.—.—.—.—. @ R

X

Si X es variable discreta con funcién de probabilidad p, tenemos:

e p(x)=0,sixeSy> sp(x)=1
o P(X € A) =3 cans P(x) (suma finita o serie abs. conv.).

i Como es la funcién de distribucién de una variable discreta?

Javier Carcamo Pl. Tema 2: Variables aleatorias



4. Variables continuas

Idea intuitiva: La funcién de probabilidad de una variable discreta
que toma un nimero muy grande de valores muy préximos entre
si suele ser similar a una funcién real positiva.

Ademads, hay muchas variables que pueden tomar un nimero
infinito no numerable de valores. Por ejemplo:

e X = peso de una persona.

e X = tiempo de duracién de un suceso.

e X = tiempo de espera en una cola.
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4. Variables continuas

Ejemplo: X = elegir un punto “al azar” en el intervalo [0, 1].

Podemos pensar en dejar caer un alfiler que se mueve sobre una
barra de longitud 1.

| |
| l |
|
|
| | |
0 )

Pregunta: Intuitivamente, jcudl serd la probabilidad de que el
alfiler caiga exactamente en el punto 1/27 jy en el punto x, donde
x es un punto cualquiera de [0, 1]?
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4. Variables continuas

Una funcién f : R — R se llama funcién de densidad (de
probabilidad) sobre R si cumple:

(a) f(x) >0, para todo x € R.
(b) f es integrable (Riemman).

(c) /+OO f(t)dt =1.

—00
Nota: En la préctica, la condicién (b) de arriba se puede sustituir

por la mas exigente:
(b") f tiene un nimero finito de discontinuidades.

Area 1
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4. Variables continuas

Una variable aleatoria X con funcién de distribucién F se dice
(absolutamente) continua si existe una funcién de densidad f tal
que
X
F(x)= / f(t)dt, x eR. (%)
—00
Observaciodnes:
» Si X es continua, entonces P(X = x) = 0, para todo x € R.
e Si X es una v.a. continua, entonces F es una funcién
continua.
e Cada variable aleatoria continua X tiene asociada una funcién
de densidad.
X v.a. continua <> f densidad.
e De (x), y usando el teorema fundamental del célculo, se tiene
que en cada punto de continuidad x de f

d
&F(X) = f(x).
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4. Variables continuas

Calculo de probabilidades con variables continuas

P(X < x) = P(X < x) = F(x) = /X F(t) d.

—0o0

F(x)

— R
X

Px<X<y)=Px<X<y)=P(x<X<y)
:F(y)—F(x):/y F(t) dt

P(x<X<y)
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4. Variables continuas

Ejemplo: Seleccionar un punto “al azar” en el intervalo [0,1]. La
densidad de la variable que nos da el punto seleccionado es

Flx) = 1, sixe€]0,1],
70, six¢[o1]

Ejercicio: Consideremos la funcién

B 3x%, sixe[-1,1],
f(x)_{é, si x ¢ [—1,1].

(a) Muéstrese que f es una funcién de densidad.

(b) Calculese la funcién de distribucién F de la variable X que
define la densidad f.

(c) Calctlense las siguientes probabilidades:

P(-1<X<0), P(X<1/2) y P(-1<X<1).
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4. Variables continuas

Tras definir el concepto de variable aleatoria, hemos estudiado dos
grandes grupos:

e Variables aleatorias discretas.

e Variables aleatorias continuas.
Sin embargo, hay variables que no pertenecen a ninguno de estos
dos grupos.

Ejemplo: Basta considerar una funcién de distribucién que tenga a
la vez discontinuidades de salto y tramos continuos estrictamente

crecientes:
0, x < 0,
Fix)=4 14+1x, 0<x<1,
1, 1 <x.

En este ejemplo, la distribucién es una mezcla de una variable
continua y otra discreta, pero también existe otro gran grupo de
distribuciones de probabilidad (distribuciones continuas singulares)
que no estudiaremos en este curso.
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5. Transformaciones de variables aleatorias

Dada una v.a. X : Q — R y una funcién (continua) g : R — R,
la aplicacién:

Y=g(X):Q—R
wr— Y(w) = g(X(w)),
es una v.a. que se denomina transformada de X a través de g.
Ejemplo: X2, eX, log X (X > 0), X3 +1, sin(X) son v.a.

Problema: Calcular la distribucién de probabilidad de Y a partir
de la de X.

Método de las funciones de distribucion:

Expresar la f.d. de Y, Fy, mediante la f.d. de X, Fx:
Fy(y) =P(Y <y) =P(g(X) <y) =P(X € A)),
donde A, = {x € R: g(x) < y}.
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5. Transformaciones de variables aleatorias

Ejemplo (transformaciones lineales): La v.a. Y = aX + b, con
a, b € R, se llama transformada lineal de X.

[ Fx(52), sia>0,
Friv) = {1_ Fe((=2)7), sia<o.

a

Caso discreto: Si X es discreta con f.p. px e Y = g(X), se tiene:
- py(y)=P(Y=y)= >  px(x) fp.deVY.
x:g(x)=y

- Fy(y)=P(Y<y)= Y px(x) fd deY.

x:g(x)<y
Caso continuo: Si X es v.a. continua con f.d. fx e Y = g(X),
con g continua y mondtona (creciente o decreciente) se tiene:

Fy(y) = Fx (gfl()’)) si g creciente
- Fx(g7(y)) si g decreciente.

En cualquier caso, Y es continua con densidad:

() = ) |0
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5. Transformaciones de variables aleatorias

Ejercicio: Sea X ~ U(0,1), es decir, X tiene densidad

10< x<
f(x):{l, si0<x<1,

0, en otro caso.
Calcular la distribucién de
~ Y =log %
- Y=a+(b—a)X, cona<b.

Ejercicio: Si X tiene densidad

Flx) = 3x2, s? x € [-1,1],
0, si x ¢ [-1,1].

— Calcular la densidad de Y = eX.

— Calcular la densidad de Y = X2.
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6. Algunas distribuciones discretas notables

@ Distribucion degenerada en un punto a
P(X=a)=1.
@ Distribucién de Bernoulli de parametro p € (0,1)
P(X=0)=g=1-p, P(X=1)=p.

Aplicaciones: Con esta distribucién se modelizan fenémenos
que sélo pueden presentar dos resultados posibles
(dicotémicos). El valor 1 se identifica con el éxito y 0 con el
fracaso. Es la base de la distribucién binomial y de otras
muchas distribuciones discretas importantes.
Notacion: X ~ B(1; p).

© Distribucién uniforme en n puntos a;,...,a,

1
P(X:a,-):;7 i=1...,n.

Notaciéon: X ~ U({a1,...,an}).
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6. Algunas distribuciones discretas notables

O Distribuciéon binomial de parametros n, p

P(X =k) = (Z)pkq”_k, k=0,1,...,n.

Aplicaciones: Sea n € Ny p € (0,1). Consideremos un
experimento ¢ en el que prestamos atencién a un suceso A
(éxito) y A€ (fracaso), con P(A) = p. Repetimos n veces el
experimento en pruebas independientes, es decir, bajo las
mismas condiciones. Estas repeticiones se denominan pruebas
(independientes) de Bernoulli.

La variable aleatoria
X = nudmero de éxitos en los n intentos

se dice que tiene distribucién binomial (de parametros n'y p)
y toma los valores 0,1, ..., n.

Notacién: X ~ B(n; p).
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6. Algunas distribuciones discretas notables

O Distribucion binomial de parametros n, p

P(X = k) = (Z)pkq"_k, k=0,1,...,n.

Suma de variables de Bernoulli independientes:
Consideremos X, ..., X, v.a. B(1, p) independientes, donde
X; toma el valor 1 si en la i-ésima prueba de Bernoulli ocurre
el suceso A (éxito). Tenemos,

X=X+ -+ X,, X,'NB(].;p) (izl,...,n).

Luego, la v.a. con distribucién binomial de pardmetros ny p
se puede expresar como suma de n v.a.s (independientes) de
Bernoulli de parametro p.

Suma de binomiales independientes:

Si Xi,..., Xk v.a. (independientes) con X; ~ B(n;; p)
(1<i<n) lava. X=X+ + Xy ~ B(n; p), con
n=mny+---+ ng.
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6. Algunas distribuciones discretas notables

Funcién de probabilidad de B(n;0,5)

10 05 — 020 —
08 04 025
06 03 00
I — 015 —— -

04 02

010
02 01 005,

|
00 000

0.0 05 10 15 ~05 00 05 10 15 20 25

025, 012
020 - 015 010 N
"
015 010 008 .
006 . .
0.10) [ o B = .
005 004 | ]
0.05 —— —— B B 0.02 f ,
- . ’ .,
0.00Le=t= e 000 ] L. 000 % -
0o 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 0 10 20 3 40 50
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6. Algunas distribuciones discretas notables

Funcién de probabilidad de B(n;0,3)

08 05— 035 |
04 A 030 °
06 o 025
04 - 020
— - 02 015 |
02 o1 0.10
- | 005
L
00 00 000
05 00 05 10 15 -05 00 05 10 15 20 25 o 1 2 3 4 5

020 012
025 I o 010 o

, . L

015
020 —— n 008 -
015 0.10 N 0.06) .
010 —— sl T L, 004 . .
005t L, ' o - 0.02 . A
0.00 e 0.00's* e 0,00 koot Cie
o 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50
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6. Algunas distribuciones discretas notables

Ejercicio (uso de la tabla de probabilidades binomiales): El
duefio de una fotocopiadora afirma que el 20 % de todos los errores
son provocados por los clientes (que no siguen las instrucciones de
operacién correctamente). Si esto es cierto:

(a) iCudl es la probabilidad de que entre 20 errores cometidos,
mas de 4 hayan sido ocasionados por los clientes que no
siguen las instrucciones?

(b) iCual es la probabilidad de que entre 20 errores cometidos,
menos de 15 hayan sido provocados por la maquina?
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6. Algunas distribuciones discretas notables

O Distribucion geométrica de parametro p € (0,1)
P(X = k) =pgk, k=0,1,...
Aplicaciones: Esta distribucién aparece al considerar una
variable aleatoria que representa el nimero de unidades de
tiempo que es necesario esperar hasta la ocurrencia, por
primera vez, de un determinado acontecimiento aleatorio.
Notacién: X ~ G(p).
|G(0.1), G(0.25), G(05) |

0.25F+—
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6. Algunas distribuciones discretas notables

O Distribucion geométrica de parametro p € (0,1)

Nota: En algunas ocasiones interesan conocer la distribucién
de la variable Y que cuenta el nimero de intentos hasta el
primer éxito. Los intentos se suponen independientes unos de
otros y la probabilidad de éxito es p. En este caso, la variable
de interés es Y = X + 1, donde X ~ G(p), es decir, Y verifica

P(Y =k)=pg"t, k=1,2,...

Dependiendo de la literatura consultada, en algunas ocasiones
la distribucién de la variable Y también se conoce como
geométrica de pardmetro p. Por tanto, en los ejemplos
practicos conviene saber cudl de las dos distribuciones nos
interesa.
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6. Algunas distribuciones discretas notables

@ Distribucién binomial negativa (parametros t € N,
pe(0,1))

t+k—1
P(X:k):<+k )pqu, k=0,1,...

Aplicaciones: Esta distribucién es un modelo discreto de
tiempo de espera: En una sucesion de experimentos
independientes de Bernoulli con probabilidad de éxito p, la
distribucién nimero de fracasos antes de obtener t éxitos es
binomial negativa de parametros t, p.

Notacion: X ~ BN(t; p).

Observacion: Si t = 1, es geométrica de pardmetro p
(BN(1; p) ~ G(p)).
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6. Algunas distribuciones discretas notables

Funcién de probabilidad de BN(t; p)

BN(2,0.1), BN(2,0.25), BN(2,0.5)|
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6. Algunas distribuciones discretas notables

@ Distribucion de Poisson de parametro A > 0

oY

H, kZO,l,

P(X=k)=e
Aplicaciones: Se utiliza como modelo probabilistico para el
estudio de fenémenos en los que ocurren determinados
sucesos por unidad de tiempo, espacio, volumen, area, etc.

e El ndmero de plaquetas en un ml. de sangre.

e El nimero de mutaciones en un fragmento de ADN después de
una cierta cantidad de radiacion.

e Nimero de personas que llegan en un intervalo de tiempo a
una cola.

Notacién: X ~ P()).

Pregunta: ; Por qué la distribucién de Poisson es la adecuada
para modelizar este tipo de fenédmenos?
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0.35"
0.30"
0.25
0.20"
0.15¢
0.10;
0.05

6. Algunas distribuciones discretas notables

Funcién de probabilidad de P()\)

P(1), P(3), P(5), P(10)

20
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6. Algunas distribuciones discretas notables

Aproximacion de Poisson a la binomial:
)\k
(Z)pk(l — p)"‘k ~ e_AF, n— oo, np — A.

Se dice que la binomial converge en distribucién a una v.a. P()).
Condiciones para la aproximaciéon binomial a Poisson:
Dada X ~ B(n; p). Para calcular

P(X=k)= (Z)pkq”_k, k=0,1,....n,

muchas veces es (til utilizar la aproximacién anterior, es decir,
P(X = k) = P(Y = k), donde Y ~ P(np).

Para que el error cometido en la aproximacién no sea muy grande se
suele pedir: n > 30; 7 <0,1; nw < 18, con # = min{p,1 — p}.

Ejercicio: La probabilidad de que un petrolero tenga un accidente
y genere una marea negra es 0.0001. Calcular la probabilidad de
que entre 1000 petroleros haya al menos un accidente.
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6. Algunas distribuciones discretas notables

© Distribucién hipergeométrica (N,n,r € N, con n,r < N)

r\ (N—r
P(X =k)= L/\,;_k)’ max{0,n—N+r} < k <min{n, r}.
(n)
Aplicaciones: Consideremos la extraccién (sin
reemplazamiento) de n bolas de una urna que contiene N
bolas, de las cuales r son rojas y N — r blancas.

/\ Extremos n bolas sin

reemplazamiento
O nNr

@

La variable X que cuenta el nimero de bolas rojas extraidas
tiene distribucién hipergeométrica de pardmetros N, ny r.

Se utiliza habitualmente en Control de calidad.
Notaciéon: X ~ H(N; n; r).
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6. Algunas distribuciones discretas notables

Funcién de probabilidad de H(N; n; r)

H(N=50,n=3, r=10)

05—
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0.0

N
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7. Algunas distribuciones continuas notables

@ Distribucién uniforme en el intervalo (a, b)

F(x) = 5= Len(x).

Aplicaciones: Se utiliza en los métodos de generacién de
ndmeros (pseudo-)aleatorios. Supongamos que queremos
generar observaciones aleatorias de una variable con funcién
de distribucién F (continua). Primeramente se generan
nimeros de una variable U uniforme estandar (i.e. con a =0,
b =1) y se transforman con F~1. Esta aplicacién se basa en
la siguiente propiedad.

Propiedad: generacién de nimeros aleatorios

Sea X variable aleatoria con funcién de distribucién F continua. La
variable U = F(X) tiene distribucién uniforme estandar.

Notacién: X ~ U(a, b).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

@ Distribucién normal de parametros € R, 0 > 0

1 1 /x—p 2
f(x)——a 2Fexp [—5( . )

, X€ER.

Notacion: X ~ N(u; o).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Ejemplos de densidades normales

p=0

8,

2 4 & -6 -4 -2 2 4 & -6 -4 -2 4 &

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0_1 3 0. 0.4
-6 -4 -2 2 4 & -6 -4 -2 2 4 & -6 -4 -2 2 4 &

0.8 0.8 0.8

a.6 a.6 a.6
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7. Algunas distribuciones continuas notables

La distribucién normal es la ley en la cual todo el mundo cree
firmemente, los matematicos porque creen que es un hecho comprobado
experimentalmente y los experimentadores, porque creen que se trata de

un teorema matemdtico.
Gabriel Lippman (1845-1921), Premio Nobel de Fisica (1906).

Importancia de la distribuciéon normal (o de Gauss):

(1) Modeliza muchos fenémenos aleatorios muy usuales de la
naturaleza que se pueden considerar como la suma de muchos
pequenos efectos independientes como: Peso o altura de una
persona o animal (datos biométricos en general); Magnitudes
fisicas; Ingesta de alimentos; Errores de medicién; Datos
meteoroldgicos; etc.

(2) En Estadistica aparece como distribucién limite de muchos
estadisticos que se usan para la inferencia.

(3) (1) y (2) son debidos (principalmente) a que se verifica el
Teorema Central del Limite (TCL).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Algunas propiedades de la densidad normal

o f es simétrica respecto de la recta x = p
(F(p = x) = f(u+ x))-
e Sipu=0 (X~ N(0;0)), fespar(f(—x)=Ff(x)).
e f alcanza su maximo absoluto en py f(u) = 1/(oV/27).
e Los puntos i &+ o son puntos de inflexién de f.
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Regla 68-95-99

2% [ 13.5% 34% 34% |13.5% | 2%
u—3c uU—-2oc u—o u u+o YU+20c U+30

|768%—|
9506 ———|

| 99%
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Regla 68-95-99

Ejemplo: Sea X la v.a. que representa la cantidad diaria de kcal
que toma una persona elegida al azar en una poblacidn. Se sabe
que la poblacién es normal con media p = 2500 kcal y desviacién
tipica ¢ = 100 kcal. Usando las propiedades anteriores da
respuestas aproximadas a las preguntas siguientes:

(1) ¢Cudl es la probabilidad de que X esté entre 2300 y 2700
kcal?

(2) iCudl es la probabilidad de que X sea mayor que 2700 kcal?
(3) iCudl es la probabilidad de que X sea mayor que 2500 kcal?

(4) iCudl es la probabilidad de que X sea mayor que 2300 kcal?



7. Algunas distribuciones continuas notables

Tipificacion de variables normales

Llamamos variable normal tipificada a la v.a. Z ~ N(0;1). Es
decir, Z tiene densidad

1
f(Z) = EG_ZZ/Z, zeR.

Su funcidn de distribucién se suele denotar mediante &,

z
d(z) = / \/%e_tz/z dt, zcR.

SiXNN(u;U):Z:uwN(O;l). J
o

Esta transformaciéon se denomina tipificaciéon o estandarizacion.
Ejemplos:

~ Si X ~ N(5;4), entonces Z = X ~ N(0; 1).

~ Si X ~ N(—4;0,5), entonces Z = X ~ N(0; 1).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Tipificacion de variables normales

~ Si X ~ N(5;4), entonces Z = X ~ N(0; 1).

= Si X ~ N(—4;05), entonces Z = & ~ N(0; 1).
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0
0.2 0,
A ——
5 5 10 15 5 5 10 15
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0
0.2 0,
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Tabulacion de variables normales

En las tablas estan los valores a y z, de forma que P(Z > z,) = «a.
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Tabulacién de variables normales
Ejercicio: Sea Z ~ N(0;1). Calcular:
1. P(Z >1,12), P(Z < —0,5), P(Z > —1), P(Z < 1,45).

79 tal que P(Z < z5) =0, 25.
zp tal que P(Z < z) =0, 95.
79 tal que P(Z > z) = 0,99.
X ~ N(30;3), P(X < 38).

N(30;4), P(X > 25).

X ~ N(20;6), P(10 < X < 25).
X ~ N(30;4), atal que P(X < a) =0,47.
X ~ N(30;4), atal que P(X > a)=0,3.

$°9°.\'.C”.L”:'>P°!\’
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Ejercicio: Se supone que el gasto anual por hogar en servicios

médicos y sanitarios es una variable aleatoria normal con

u = 39275 euros y o = 33,10 euros. Se elige un hogar al azar:

(a) §Cudl es la probabilidad de que el gasto sea mayor que 451,80
euros?

(b) ¢Cudl es la probabilidad de que el gasto no se desvie de u en
mas de 33,10 euros?

Ejercicio: La cantidad de agua destilada que entrega cierta
mdaquina tiene una distribucién normal con pardmetros p = 64
onzas y o = 0,78 onzas. jQué tamafio de recipiente ¢ asegura que
el sobreflujo ocurre sélo 5% del tiempo?
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7. Algunas distribuciones continuas notables

® Distribucion de Cauchy

1 1

A1 (R

f(x) =
Aplicaciones: En el estudio de emisiones de particulas. Si Z
es un angulo aleatorio distribuido uniformemente entre —7/2
y 7/2, tg(Z) tiene distribucién de Cauchy. El cociente de dos
v.a. normales estandar independientes tiene también
distribucién de Cauchy.

Esta distribucién es muy util para muchos contraejemplos ya
que no es integrable.
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Densidad de Cauchy
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7. Algunas distribuciones continuas notables

@ Distribucion exponencial de parametro A > 0
f(x)=Xe™, x>0.

Aplicaciones: La distribucién exponencial se utiliza para
modelar el tiempo transcurrido hasta la ocurrencia por primera
vez de un suceso. Muy utilizada en modelos de fiabilidad.

e Tiempo entre dos llamadas consecutivas en una centralita.

e Tiempo entre la llegada de dos pacientes a un servicio de
urgencias.

e Tiempos de vida de articulos o piezas (tiempo que tarda en
averiarse un electrodoméstico).

e Tiempo que tarda una cierta cantidad de una sustancia
radiactiva en reducir su masa a la mitad (datacién de fésiles o
cualquier materia orgdnica mediante la técnica del C!*).

e Distancia entre mutaciones en un fragmento de ADN.

e Tiempos de espera en colas.

Notacién: X ~ Exp(\).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Una variable aleatoria X > 0 se dice que no tiene memoria si

P(X >s+t|X >s)=P(X >1t), paratodos,t>0.

Propiedad: falta de memoria de la exponencial

Sea X > 0 una v.a. absolutamente continua. Son equivalentes:
@ X tiene distribucién exponencial.

@ X no tiene memoria.

| Exp1/2), Exp(d), Exp(2)|

20

15

10

0.5
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Ejercicio: El tiempo de procesado de un programa de ordenador
determinado tiene una distribucién exponencial de pardmetro

A = 1/2. Calctlese la probabilidad de esperar mas de 3 segundos
para procesar el programa.
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7. Algunas distribuciones continuas notables

® Distribucion gamma de parametros o, 5 > 0
Xa_le_’BXBa

f(x) = T,

x >0,

o
Mp) = / xP~Le™ dx, p > 0, es la funcién gamma de Euler.
0

Propiedades: '(p+ 1) = pl(p), p > 0= T(n) = (n—1)!,

n € N. También se puede ver que ['(1/2) = /7.
Aplicaciones: Cuando a € N, se llama distribucién de Erlang
y se usa en problemas de fiabilidad (tiempo de espera hasta «
fallos), cantidad de lluvia caida, cuantia de las reclamaciones
a las compaiiias de seguros, modelos de supervivencia,....

Cuando a = n/2 (n € N) y 8 =1/2, se llama x? con n grados
de libertad y desempena un importante papel en Estadistica.

Sia=1y =M\, es una distribucién Exp(\).

Notaciéon: X ~ Gamma(q; 53).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Funcién de densidad de Gamma(a; 3)

Gamma(e,1/2), =0.5, 1, 2, 4
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7. Algunas distribuciones continuas notables

® Distribucién beta de parametros o, 3 > 0

x:—1 x 11— x)P1 x
100 = g =" xe (1)
donde
ﬁ(a,b):%, a,b>0,

es la funcién beta de Euler.

Aplicaciones: Dependiendo de los valores de los parametros
la densidad beta adopta formas muy variadas. Esta
distribucién (o sus versiones “reescaladas’ en otros intervalos
diferentes a [0, 1]) proporciona un modelo muy flexible para
describir variables aleatorias reales de soporte compacto.

Notacién: X ~ Beta(a; f3).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Funcién de densidad de Beta(a, f3)

Beta(e, ), @,3=0.5, 1, 2, 4
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7. Algunas distribuciones continuas notables

@ Distribucion Weibull de parametros 0,k > 0

k /x\ k-1 K
f(x) =2 (—) e/ x> 0.
) =513
Aplicaciones: Esta distribucién suele modelizar tiempos de
supervivencia en problemas de fiabilidad en ingenieria,
velocidad del viento, periodos de incubacién de algunas
enfermedades, etc.

Notacion: X ~ Weibull(6; k).
Observacion: Weibull(1/X; 1) ~ Exp()).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Funcién de densidad de Weibull(6; k)

Weibull(1,k), k=0.5, 5, 0.5
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7. Algunas distribuciones continuas notables

® Distribucion de Pareto de parametros a >0y 6 >0

0a?

f(x) = o1

X > a.

Aplicaciones: Distribuciéon de ingresos, de reservas de
petrdleo, de drea quemadas en bosques, de tamafios de
ficheros enviados por e-mail, de tamafios de particulas,...

Notacién: X ~ Pareto(a; 0).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Funcién de densidad de Pareto(a; 6)

Pareto(1,0), 6=1, 5, 1
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7. Algunas distribuciones continuas notables

© Distribucién lognormal de parametros t € Ry o >0

1 1 /logx — 2
f(x) = el , > 0.
9 xoy/2m &P [ 2 ( o ) ] x

Aplicaciones: Si X ~ LogN(y; o), entonces log X ~ N(y; o).
Se usa en geologia (tamafio de rocas sedimentarias) y en
general en aquellos casos en los que una variable puede
considerarse producto de muchos factores de pequeno efecto
individual.

Notacién: X ~ LogN(y; o).
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7. Algunas distribuciones continuas notables

Funcién de densidad de LogN(y; o)

LogN(0,0), 0=0.5, 5, 0.5
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Tema 3: Vectores aleatorios

Descripcion del tema

Vectores aleatorias.

Funcién de distribucién conjunta.

Vectores discretos.

Vectores continuos.

Ejemplos de distribuciones discretas multidimensionales.
Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales.
Distribuciones condicionadas.

Variables aleatorias independientes.

Transformaciones de vectores aleatorios.

LN RAE WD

Objetivos principales

e Comprender la nocién de vector aleatorio.

e Saber calcular distribuciones marginales y condicionadas.

e Calcular la distribucién de una transformacién de un vector en
los casos mas sencillos.
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1. Vectores aleatorios

En el tema anterior, dado un experimento aleatorio €, prestamos atencién
a una séla caracteristica de ¢ considerando una variable X : Q — R.

Sin embargo, nos puede interesar estudiar simultdneamente varias
caracteristicas del experimento. Es decir, estudiar varias variables a la
vezz X Q—R, Y:Q—R, Z2:Q—R, ..

Estudiar las variable simultdneamente proporciona mds informacién que
su estudio por separado ya que permite analizar las interrelaciones entre
las caracteristicas involucradas.

Por ejemplo, al seleccionar una persona se puede observar su peso y
altura. Por tanto, podemos analizar dos variables por separado o estudiar
el comportamiento de las dos variables a la vez. Al estudiar estas
variables de manera conjunta podemos observar la relacién existente
entre ambas. (En general, es razonable esperar que a mayor altura de una
persona, su peso serd mayor. Esto no lo podriamos apreciar estudiando
las variables “peso” y “altura”de forma independiente.)

Otra situacién en la que es importante el estudio de muchas
caracteristicas simultdneamente es la realizacién de una encuesta (por
ejemplo electoral).
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1. Vectores aleatorios

Dado (2, F,P) un espacio de probabilidad, se llama vector
aleatorio (d-dimensional) a toda aplicacién:

X=(X1,....Xq) : Q —R? (0 R
wr— X(w) = (X1(w), ..., Xa(w)).

Observacion: Realmente, para que X sea un v.a. debe cumplir una
condicién de medibilidad: Para todo a1, ...,aq € RY, se pide que el
conjunto {w € Q: Xj(w) < ay,..., Xg(w) < ag} € F. Cuando

F =P(R), esto siempre se cumple.

Idea: Como P es medida de probabilidad sobre (€2, F), sabemos
“calcular probabilidades” en Q via P. Al tener una aplicacién
X : Q — R? vamos tener una forma de “medir’ en RY.

La medida de probabilidad P sobre (€2, F) induce una nueva
medida de probabilidad sobre R, Px, que llamaremos
distribucion de probabilidad del vector aleatorio X.
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1. Vectores aleatorios

Q X R’

Notacién: {X € B} =X }(B) = {w € Q: X(w) € B}, BCR

X =(X1,...,Xg): (2, F,P) — R9 v.a. Consideramos
Px : B(RY) c P(RY) — [0,1]

B+—— Px(B) =P(X € B).
Px se llama distribuciéon de probabilidad de X o distribucion
conjunta de las variables X1, ..., Xy y es una medida de
probabilidad en (R?, B(RY)).
Nota: B(R?) es una o-4lgebra sobre R? (o-4lgebra de Borel) que incluye
todos los conjuntos que nos pueden interesar para calcular probabilidades.
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1. Vectores aleatorios

Si X = (X1,...,Xg) : Q — R es un vector aleatorio, las
proyecciones,

X,'ZQ—>R (OR)

wr— Xi(w
son variables aleatorias. Las variables Xi, ..., Xy se Illaman
variables marginales del vector aleatorio X. Las d distribuciones
de probabilidad (sobre R) asociadas, Px,,...,Px,, se denominan

distribuciones marginales de X.

Nota importante: En general, si conocemos Px podemos calcular
las distribuciones marginales Px,,...,Px,. Sin embargo, el
reciproco no es cierto. Es decir, (salvo en algunos casos especiales)
aunque sepamos la distribucién de Xi, ..., Xy no podemos calcular
la distribucién conjunta del vector X = (X,..., Xy).
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1. Vectores aleatorios

Ejemplo: e: lanzar una moneda al aire 3 veces.
Q={(C,C,0),(C,C,+),...,(+,+,+)}

(22, F,P): modelo de Laplace (equiprobabilidad). Card(Q2) = 8.

PH{(C, G, O =PH(C, C+H)}) = =P{(+ +,+)}) = 1/8.

Consideramos X = (X, Y) : Q — R2, de forma que:
e X = ndmero de caras obtenidas.

e Y = maximo nlmero de caras seguidas obtenidas.

Problema: Calcular la distribucién de probabilidad conjunta de
(X, Y) vy las distribuciones marginales de las variables X e Y.

Primero tenemos que ver qué valores puede tomar el vector X.
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1. Vectores aleatorios

Ejemplo: ¢: lanzar una moneda al aire 3 veces.
Q={(C,C,C),(C,C,4),....,(+,+, )}

e X = numero de caras obtenidas al lanzar 3 monedas.
e Y = maximo nlmero de caras seguidas obtenidas.

Valores que toma el vector (X, Y)

(X,Y):Q —RxR (X,Y):Q—RxR
(C,C,C)—(3,3) (+,+,+) — (0,0)
(C,C,+)—(2,2) (C,+,4+)—(1,1)
(+,C,C)—(2,2) (+, C,+)—(1,1)
(C,+,C)—(2,1) (+,+,C)—(1,1)

(X, Y) toma los valores {(0,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,3)}. Para

calcular la distribucién de probabilidad de (X, Y) tenemos que
calcular la probabilidad de que (X, Y) tome estos 5 valores.
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1. Vectores aleatorios

e X = nlmero de caras al lanzar 3 monedas.

e Y = maximo nimero de caras seguidas al lanzar 3 monedas.

Px,vy({(0,0)}) =P(X=0,Y =0) =P({w € Q: X(w) =0, Y(w) = 0})
=P({(+,+,+)}) =1/8.

Pxnv({(1,1)}) =P(X=1Y=1)=P{w e Q: X(w) =1,Y(w) =1})
=P{(C,+,+),(+, C,+),(+,+,C)}) = 3/8.

Pxvy({(2,1)}) =P(X=2,Y =1)=P({w e Q: X(w) =2,Y(w) =1})
=P{(C,+,0)})=1/8.

Pixv({(2,2)}) =P(X=2,Y =2)=P({w € Q: X(w) =2,Y(w) =2})
=P{(C,C,+),(+,C,C)}) =2/8.

Pix,vy({(3,3)})) =P(X=3,Y =3) =P({w € Q: X(w) =3, Y(w) =3})
=P{(C,C,C)}) =1/8.

El vector (X, Y)) toma los valores (0,0), (1,1),(2,1),(2,2),(3,3)

con probabilidades respectivas 1/8, 3/8, 1/8, 2/8 'y 1/8.
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1. Vectores aleatorios

e X = ndmero de caras al lanzar 3 monedas.
e Y = maximo nimero de caras seguidas al lanzar 3 monedas.

El vector (X, Y) toma los valores (0,0), (1,1),(2,1),(2,2),(3,3)
con probabilidades respectivas 1/8, 3/8, 1/8, 2/8 y 1/8.

2y | o 8|0 oo
P . |
v 1|0 |38 0o
@ 6!./8

2 0 [1/8(2/8| 0

gL
—0f123 3Jo|o|o |18
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1. Vectores aleatorios

e X = numero de caras al lanzar 3 monedas.

e Y = maximo numero de caras seguidas al lanzar 3 monedas.

Distribucién marginal de X

358 38
18 18
0 1 2 3
® @ @ ®
0 1 2 3
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1. Vectores aleatorios

e X = numero de caras al lanzar 3 monedas.

e Y = maximo numero de caras seguidas al lanzar 3 monedas.

Distribucién marginal de Y

Y:Q—R Y:Q—R
(C,C,C)—3 (+,+,+)—0
(C,C,+)—2 (C,++)—1
(+,C,C)—2 (+,C,+)—1
(C,+,0)—1 (+,+,C)—1

La variable aleatoria Y toma los valores 0,1,2 y 3 con
probabilidades respectivas 1/8, 4/8, 2/8 'y 1/8.
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1. Vectores aleatorios

e X = numero de caras al lanzar 3 monedas.
e Y = maximo nimero de caras seguidas al lanzar 3 monedas.

Distribucién marginal de Y

4/8
2/8
1/8 1/8
0 2 3
4/8
1/8 2/8 1/8
° () O 5
0 2 3
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1. Vectores aleatorios

e X = ndmero de caras al lanzar 3 monedas.
e Y = maximo nimero de caras seguidas al lanzar 3 monedas.

Distribucién conjunta y marginales de (X, Y)

1/8 (X.Y) 1/8
3 @ &= 3| ‘ 7
s o|1]2]3]x
2/8 ' X
N .
5 ' o |1s| o] o | o ]us
4/8 3/8 ' é
1 @— 1} @ 1 o 38| 0| o]as
o s e 2 o |us|28| 0 |2s
‘ ° AT 3 lolo|o |1s]s
v M 3;8 3;8 1
! 8 y |18 |3/8| 38 | 1/8
S O—(O—— !
0 1 2 3
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1. Vectores aleatorios

Observacion: AC R, {X; € A} ={Xc AxRx--- xR}
Luego, P(X1 € A)=P(X € Ax R x --- x R).
Idea fisica: n =2, P(X € A) =P((X,Y) € AxR)

2 2

R R

A

Relacién entre la distribucion conjunta y las marginales: La
masa que la variable aleatoria X concentra en A es la masa que el
vector aleatorio (X, Y) concentra en A x R.
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2. Funcién de distribucién conjunta

Dado x = (x1,...,xg4) € RY la regién suroeste generada por x es

Sx = (00, x1] X -+ X (—00, x4].

(xy)

Sea X = (X1,...,Xq) : (Q,F,P) — R vector aleatorio. Se
llama funcién de distribucidon de X o funcién de distribucidon
conjunta de las X;-s a la funcién Fx : RY — R tal que

Fx(X) = P(X € SX) = P(Xl <xgy..,Xg < Xd).
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2. Funcién de distribucién conjunta

Sea X = (X1,...,Xk) : (R, F,P) — R9 vector aleatorio. Se
llama funcién de distribucién de X o funcién de distribucién
conjunta de las Xj-s a la funcién Fx : R — R tal que

Fx(x) = P(X € SX) = P(Xl <Xx1y...,Xg < Xd).

Teorema: Propiedades basicas de la funcién de distribucién

Sea X vector aleatorio y F su funcidén de distribucién.
@ F es no decreciente (en RY).
@ F es continua por la derecha en cada variable.
O limy__ o F(x1,...,%x4) =0 (i =1,...,d);
My, xy—too F(X1, ..., xg) = 1.

Pregunta: j Qué significa que una funcién sea monétona (no
decreciente) en R9?
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Funciones monétonas (no decrecientes) en R?

Notacién: Si G : Rk — R yu<v,

Aj(u,v) = G(Xty ooy Xi—1, Vo Xig s -5 Xk) — G(X1, ooy Xi—1, Uy Xit 1y« -« 5 Xk)-

End =1, para a<b, A(a,b)F(x) = F(b) — F(a) > 0.

En d =2, para a1 < by y a» < by, se pide que

Ax(ay, b1)Ao(az, bo)F(x,y) = A1(a1, b1)(F(x, b2) — F(x, a2)) =
F(bl, bg) — F(bl,ag) — F(al, b2) + F(al,ag) > 0.

b}
a1 -
a b

1 1

En general, se pide que, para a; < b; (i=1,...,d)
Al(al)bl)A2(32)b2) o 'Ad(ada bd)F(Xlﬂ e 7Xk) Z 0.
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2. Funcién de distribucién conjunta

Sea X = (X1,...,Xk) : (2, F,P) — R vector aleatorio.
Fx(x) =P(X € 5) = P(X1 < x,..., Xq < xq).

Teorema: Propiedades basicas de la funcion de distribucién

Sea X vector aleatorio y F su funcién de distribucion.
© F es no decreciente (en RY).
@ F es continua por la derecha en cada variable.

O im0 F(x1,...,x4)=0(i=1,...,d);
||Imx1,...,xd—>+oo F(Xl, Ce ,Xd) =1.

Teorema de unicidad

Sea F : R?Y — R verificando @, @ y ® de arriba, entonces, existe
X : (R, F,P) — R vector aleatorio tal que F = Fx.

Ademas, el vector X es dnico en distribucién (es decir, la f.d. carac-
teriza la distribucién de probabilidad de un v.a. de forma biunivoca).
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2. Funcién de distribucién conjunta

Sea X = (X1,...,Xk) : (R, F,P) — R vector aleatorio. Se
llama funcién de distribucion de X o funcién de distribucién
conjunta de las Xj-s a la funcién Fx : R — R tal que

Fx(x) =P(X € 5) =P(X1 < x1,..., Xq < xq).

Cada una de las variables marginales, Xi, ..., Xy, tiene una
funcién de distribucién (unidimensional):

FX,-(Xi) = P(X,' < X,'), I = 1, SN d.

Las funciones Fi, ..., Fy se llaman las funciones de distribucién
marginales de las variables Xi,..., Xy .
Pregunta: ;Cual es la relacién entre Fx y Fx,,..., Fx,?

FX,.(X,') = [im Fx(Xl,...,Xd).

XLy esXj—15Xj 415+ Xd =70
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3. Vectores discretos

Un vector aleatorio X : (2, F,P) — R se dice que tiene
distribucién discreta si existe un conjunto S C R? contable
(finito o numerable) tal que P(X € S) =1 (P(X € 5¢) =0). Es
decir, X concentra su masa en S. El conjunto S se llama soporte
de la distribucién (de X).

Nota: X vector discreto con soporte S C R?, entonces
P(XeB)= ) P(X=s), BCR’
seSNB

En otras palabras, sélo nos interesa conocer cémo es la
distribucién de X en un conjunto finito o infinito numerable S.
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3. Vectores discretos

Sea X : (, F,P) — RY un vector con distribucién discreta y
soporte S. La funcién:

px :RI — R
x — px(x) = P(X = x)
se denomina funcién (de masa de) probabilidad conjunta de X.

Notacion: Cuando no haya confusién denotaremos por p (en lugar
de px) la funcién de probabilidad del vector X.

e
() ° R?
e p(x,y) ®
() @
° xy @ [ )
® | ® .

Si X es un vector discreto con funcién de probabilidad p, tenemos:

e p(x)=0,sixeSy> sp(x)=1
e P(X€ B) =73 cpnsp(x) (suma finita o serie abs. conv.).
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3. Vectores discretos

Un vector aleatorio X : (2, F,P) — R se dice vector aleatorio
discreto si existe un conjunto S C RY contable tal que

P(X € S) =1 (P(X € 5°) =0). El conjunto S se llama soporte
de la distribucién (de X).

Teorema: Vectores discretos
Sea X = (X1,...,Xq) : (R, F,P) — RY vector aleatorio.

X vector discreto <= Xi, ..., Xy variables discretas.

Si X = (Xi,...,Xy) vector discreto, las funciones de probabilidad
de Xi,...,Xq, Px;»-- -, Px,, se denominan funciones (de masa)
de probabilidad marginales.

Pregunta: ; Qué relacién hay entre px y px,,--.,px,”?

px;(xi) = Z Px((Xjys - s Xy X0y Xjigs - -+ XGy))-

JLseeedim—1uit1yee-Jd
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4. Vectores continuos

Una funcién f : R — R se llama funcién de densidad (de
probabilidad) conjunta sobre RY si cumple:

(2) f(x) >0, para todo x € R¢.
(b) f es integrable (Riemman).

“+o0o +oo
(C)/ / f(tl,...,td)dtl'”dtd:l.

Un vector aleatorio X = (X, ..., Xy) con funcién de distribucién
F se dice que es (absolutamente) continuo si existe una funcién
de densidad sobre R9, f, tal que para todo x = (x1, ..., xgq) € RY

X1 Xd
F(Xl,...,Xd):/ f:/ / f(tl,...,td)dtd'--dtl. (*)

De (), y usando el teorema fundamental del célculo, se tiene que

en cada punto de continuidad (xi,...,xq) de f
adF(X]_ e Xd)
o = f(xy,... .
8X1 . aXd (X17 7Xd)
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4. Vectores continuos

Calculo de probabilidades con vectores continuos

Si X = (X1,...,Xy) es un vector continuo con densidad f y
A C R? un conjunto “regular’para la integracién, entonces

XEA / / X1y ey X dX1 - dxy.

Teorema: Vectores continuos

Si X = (Xi,...,Xq4) es un vector aleatorio continuo, entonces
Xi,...,Xy son variables continuas. Ademds, si X tiene densidad
f, la densidad de la variable marginal X; (i =1,...,d) es

f;'(X,'):/ / f(Xl,...,Xd)dxl-~~dX,'_1dX,'+1--~dXd

f; se llama funcién de densidad marginal de X; (i =1,...,d).

4

Atencioén: El reciproco del resultado anterior no es cierto.
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4. Vectores continuos

Teorema: Vectores continuos

Si X = (Xi,...,Xq4) es un vector aleatorio continuo, entonces
Xi,...,Xy son variables continuas. Ademds, si X tiene densidad
f, la densidad de la variable marginal X; (i =1,...,d) es

fi(Xi)=/ / f(xi,...,Xq)dxy - dxi—1dxity - dxg.

fi se llama funcién de densidad marginal de X; (i =1,...,d).

4

Ejercicio: Si X = (X, Y') vector aleatorio bidimensional con
densidad conjunta f(x, y). Las densidades de X e Y son:

f(x) =

fa(y) =

Observacion: Puede ocurrir que Xy, ..., Xy variables aleatorias
con densidad (es decir, cada una de ellas es absolutamente
continua) y que el vector X = (Xi,...,Xy) no tenga densidad.
Ejemplo:
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5. Ejemplos de distribuciones discretas multidimensionales

©® Producto de binomiales (n1,n, € N, p1, ps € (0,1))

n e _
POx= kv = 1) = (1ol = p# (7)1 - o)
El soporte es S ={0,1,...,n1} x {0,1,...,m}.
Las marginales son X ~ B(n1,p1) e Y ~ B(na, p2).
B(10,0,5) ® B(10,0,5) B(10,0,2) ® B(10,0,8)
e >
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5. Ejemplos de distribuciones discretas multidimensionales

® Producto de Poisson de pardmetros A, > 0

Ak w!
_ ) — oA —p _
PX=kY=I)=e PR k,1=0,1,...

El soporte es S ={0,1,...} x {0,1,...}.
Las marginales son X ~ P(\) e Y ~ P(p).
P(2) ® P(2)
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5. Ejemplos de distribuciones discretas multidimensionales

©® Trinomial (n€ N, p1,p» € (0,1) con p; + p2 < 1)

n\ (n—k ok
P(X:k,Y:l):(k)< | )PfPﬁ(l—Pl—Pz)" !

n! k Al
- 1 . B
KU (n — k_/)!p1p2( p1— p2)

El soporte S = {(k,/) : k, /1 =0,1,...,ny k+ 1 < n}.
Las marginales son X ~ B(n,p1) e Y ~ B(n, p2).
B(10,0,2,0,5)
<

n—k—1
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

Teorema: Producto de densidades univariadas
Sean f, g funciones de densidad sobre R. La funcién

h(x,y) = f(x)g(y). (x,y) €R?

es una densidad en R? cuyas densidades marginales son f y g.

@ Uniforme en el rectangulo (a, b) x (c,d)

f(x,y) = ml(a,b)x(c,d)(xv)/)'

Javier Carcamo Pl. Tema 3: Vectores aleatorios



6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

® Producto de exponenciales de parametros A\, ;1 > 0

e~ tmy) i x y >0,
f(x,y) =
0, en otro caso.

0.0

20
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

©® Uniforme en el circulo unidad

fx.y) 1/m, six®+y?<1,
X,y) =
Y 0, en otro caso.

1

Ejercicio: Calcula las densidades marginales, fi(x) y f2(y).
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

O (X,Y) con densidad:

f(x.y) xe XU+ six y >0,
X, =
Y 0, en otro caso.

Ejercicio: Calcula las densidades marginales, fi(x) y f(y).
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

® Normal multivariante: El vector aleatorio X es normal
(d-dimensional) con pardmetros p y ¥ (notacién:
X ~ N(g, X)) si tiene densidad dada por:

() = [£172(2m) e {5 -/}

H1 011 012 -+ O1id

H2 021 022 -+ 024
n = . ) 2= .

Hd 0d1 Op2 -+ Odd

Nota: Se puede comprobar que las variables marginales
también son normales. De hecho, X; ~ N(u;, ;).
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

Ejemplos de densidades normales en dimension 2

Densidad de X ~ N(p,X) con = (0,0)' y X = ( g) ? )
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

Ejemplos de densidades normales en dimension 2

Densidad de X ~ N(g,X) con p = (0,0) y X = ( 018 Oi8 )
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6. Ejemplos de distribuciones continuas multidimensionales

Nota: En dimensién 2, la densidad de la normal (bivariante) se
suele expresar también como

1

2no100y/1— 2

-1 x—p1 )2 x—pm\ [y — 2 y— 2\’
><exp|:2(1_p2)<( o1 ) —2p( o1 )( 02 )+( 02 )>:|
— 1 ex| |: -1 Q(X )j|
a 2wo102+/1 — p? P 2(1 - p?) )

donde Q es la forma cuadratica

Q(X y): 1 X— M1 Yy — H2 1 —p %11
’ 1—p? o1 02 -p 1 e

Los pardmetros del vector son p1, 2 € R, 01,00 >0y p € (—1,1).

f(x,y) =
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7. Distribuciones condicionadas

CASO DISCRETO: Sea (X, Y) un vector discreto y xp € R un

valor fijo con P(X = xg) > 0. La variable Y condicionada a

X = x0, Y|X = xo, es la variable con distribucién de probabilidad

PX=x0,Y =y)
P(X =x)

De forma andloga se define X|Y = yp, para aquellos yp tales que

P(Y =y) > 0.

Py|x=x(¥) =P(Y = y[X = x0) = y €R.

CASO CONTINUO: Sea (X, Y) un vector aleatorio continuo con
densidad conjunta f y xg € R un valor fijo con fi(xg) > 0. La
variable Y condicionada a X = xp, Y|X = xp, es la variable con
densidad de probabilidad dada por

fX07y
fy|x:X0()/) = lEl(Xo))’ vy eR.

De forma andloga se define la densidad de X|Y = yp, para aquellos
yo tales que f(yp) > 0.
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7. Distribuciones condicionadas

Ejemplo: X = (X, Y) ~ N(u,X) con p = (0,0)' y & = ( (1) ? )

La densidad de Y|X =1 es también normal N(0, 1).
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7. Distribuciones condicionadas

Ejercicio: (X, Y) vector aleatorio con densidad conjunta

Fx.y) xe X0+ six y >0,
x,y) =
Y 0, en otro caso.

(a) Para a > 0, calcula la densidad de la variable condicionada

Y|X = a.
(b) Para a >0, calcula la densidad de la variable condicionada
XY = a.

(c) Identifica las distribuciones de probabilidad anteriores.
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8. Variables aleatorias independientes

CASO DISCRETO: Dado un vector aleatorio discreto
X =(Xy,...,Xy), se dice que las variables X, ..., Xy son
independientes si para cualesquiera xi,...,xqy € R,

P(X = 1. Xg = xa) = P(X = 1) - P(Xg = xa).

Es decir, la funcién de probabilidad conjunta de X es el producto
de las funciones de probabilidad marginales.

Observacion: Si Xi, ..., Xy son independientes, entonces para
todo x1,...,x4 € R, los d sucesos {X1 = x1},...,{Xyg = x4} son
(mutuamente) independientes.
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8. Variables aleatorias independientes

CASO CONTINUO: Dado un vector aleatorio continuo

X = (Xi,...,Xy) con densidad conjunta f, se dice que las
variables Xi, ..., Xy son independientes si para cualesquiera
X1,--+,Xd € R,

(X1, xq) = A(x) - fa(xq).

Es decir, la funcién de densidad conjunta de X es el producto de
las funciones de densidad marginales.

Teorema: Caracterizacion mediante funciones de distribucion

Sea X = (Xi,...,Xq) un vector (discreto o continuo) con funcién
de distribucién conjunta F y marginales F1,..., F4.

Xi,...,Xq independientes <= F(x1,...,xq) = F1(x1) - - - Fa(x4)-

(La funcién de distribucién conjunta es el producto de las funciones
de distribucién marginales.)

v
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9. Transformaciones de vectores aleatorios

Problema general
X=(Xgy,...,Xq)

(Q, F,P) RY
........................... E
Y = T(X) " 5 pk
Distribuciones derivadas: Dado un vector X = (Xi,..., Xy) con
distribucién de probabilidad conocida, Py, y una transformacién
(continua) T = (Ty,..., Tx) : RY — RX, el problema consiste en

encontrar la distribucién de Y = T(Xi,..., Xy) (vector
k-dimensional), Py.

Nota: Tedricamente, para B C R¥, Py(B) = Px(T~1(B)). Sin
embargo, lo que se busca es el célculo explicito (cuando se pueda).
Ejemplo: Sean Xi, ..., Xy variables independientes con funciones
de distribucién Fi, ..., F4. Calcula la f.d. de Y = max(Xi,..., Xy)
y de Z = min(Xq,..., Xq).
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9. Transformaciones de vectores aleatorios

Teorema: Cambio de variables

Sea (X, Y): Q — A C R? un vector continuo con densidad h(x, y)
y T:A— B C R? difeomorfismo con T~! dado por x = x(u, v)
ey =y(u,v). El vector (U, V) = T(X,Y) tiene densidad
h Jr- i B,
g(u7 V) _ { (X(ua V)ay(ua V))| T 1|a Sl (U, V) €
0, en otro caso.

Ox  Ox
Jra(u,v) = % :‘ % % ‘7& 0 (Jacobiano del cambio).
y v
A B
0 x,7) 0 )Y "\D
—_— —_—
1 X u
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9. Transformaciones de vectores aleatorios

Aplicacién: Distribucion de la suma de variables

Sea (X, Y) un vector con densidad h(x, y). La densidad de la
variable U = X + Y es

g1(u) = /_Z h(u — v,v)dv.

En particular, si X, Y son independientes con densidades fi(x) y
f2(y), entonces la densidad de X + Y es

o0

gl(u):/ f]_(U_V)fé(V)dV:fl*fz(u).
—00

(1 * f es la convolucién de f; con f.)

Ejercicio: Sean X, Y ~ U(0,1) independientes. Hallar la
distribucién de U = X + Y. Hacerlo de dos formas: (1) usando el
resultado anterior; (2) calculando directamente la f.d. de U.
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9. Transformaciones de vectores aleatorios

Aplicaciéon: Suma de variables normales independientes

(a) Sean X ~ N(0,0), Y ~ N(0,7) independientes. Mostrar que
X+Y~N (0, m) .

(b) Sean X ~ N(a,0), Y ~ N(b, 7) independientes. Mostrar que

X+Y~N(a+b,\/02—|—r2).

(c) Sean Xi,..., X, variables independientes con X; ~ N(uj, o)
(i=1,...,n). Mostrar que

X1‘|‘"‘+XnNN<N1+"‘+,Lbn’1/0'%+“'+0,2,)-

(d) Sean Xi, ..., X, variables independientes con X; ~ N(u;, o)
(i=1,...,n)y a1,...,a, constantes. Mostrar que

Xp 44Xy ~N <am1+---+anun,\/a%o—%+--~+a%az) :
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9. Transformaciones de vectores aleatorios

Aplicacion: Distribucién del producto/cociente de variables

Sea (X, Y) un vector con densidad h(x, y). La densidad de la
variable U = XY es

gi(u) = /00 h(u/v, v)i dv.

[v]

Sea (X, Y) un vector con densidad h(x, y). La densidad de la
variable U = X/Y es

gi(u) = /_OO h(uv, v)|v|dv.

Ejercicio: Sean X, Y ~ N(0, 1) independientes. Hallar la
distribucién de U = X/Y'.
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9. Transformaciones de vectores aleatorios

Caso discreto
Ejemplo 1: Sean X ~ B(n1,p), Y ~ B(n2, p) independientes.
Mostrar que X + Y ~ B(ny + np, p).
En general, si X; ~ B(n;,p) (i =1,..., k) independientes,
entonces X1 + -+ + Xk ~ B(ny + -+ + ng, p).
Ejemplo 2: Sean X ~ P()), Y ~ P(u) independientes. Mostrar
que X + Y ~ P(A+ p).

En general, si X; ~ P(\;) (i =1,...,n) independientes, entonces
Xid oo+ X~ PO o+ Ay).

Javier Carcamo Pl. Tema 3: Vectores aleatorios



Probabilidad |

Grado en Matematicas

Tema 4

Esperanza y momentos

Javier Carcamo

Departamento de Matematicas
Universidad Auténoma de Madrid
javier.carcamo@uam.es

Javier Carcamo Pl. Tema 4: Esperanza y momentos



N O RN

Tema 4: Esperanza y

Descripcion del tema

Esperanza matematica.

Propiedades de la esperanza matemadtica.
La esperanza condicional.

Momentos de variables aleatorias.

La varianza.

Otros valores importantes.

Momentos de vectores aleatorios.
Covarianza y correlacion.

Objetivos principales

Entender y saber calcular los valores tipicos que ayudan a
resumir la informacién de una variable o vector.

Comprender la covarianza y la correlacién entre dos variables
como medidas del grado de la relacién (lineal) entre ellas.
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1. Esperanza matemdtica

Idea intuitiva: Sea Q una poblacién con:
ny personas de edad e;.

ny personas de edad e.

ny personas de edad e.

ni +---+ ng = n = numero total de individuos.

Edad media = 7111 TSk _ o My g MK

n n n
€ : se elige un individuo al azar. Variable: X = edad del individuo.
X toma los valores ey, ..., e, con probabilidades P(X = ¢;) = .

k
Z ei P(X = e;) = valor medio o esperanza matematica de X.
i=1
(Nos da una idea de entorno a qué punto se distribuye la v.a.)

Javier Carcamo Pl. Tema 4: Esperanza y momentos



1. Esperanza matemdtica

CASO DISCRETO: Sea X una variable aleatoria discreta, la
esperanza (matematica) o media de X se define por:

EX:ZXP pr

siempre que la (suma o) serie sea absolutamente convergente:

Z |x| P(X = x) < 00 (serie abs. convergente). (*)

CASO CONTINUO: Sea X una variable continua con densidad
f, la esperanza (matematica) o media de X se define por:

+o0
EX = / x f(x) dx,

—00

siempre que la integral sea absolutamente convergente, es decir,

+o00
/ x| f(x) dx < o0 (integral abs. convergente). (%)

—0o0

Si se verifica (), se dice que X es una variable integrable.
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1. Esperanza matemdtica

Observacidon: No todas las variables aleatorias son integrables.

Ejemplo: Sea X la variable discreta con funcién de probabilidad

6
== e N.
p(n) " para n
X no es integrable ya que la serie
o
6 :
Z np(n 2, es divergente.

:1

Ejemplo: Si X con distribucién de Cauchy, es decir con densidad
1 1
f(x) =

12 X eR,
entonces X no es integrable ya que la integral

Tl+

o

1

/ — x| 5 dx  es divergente.
oo ™1+ x
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1. Esperanza matemdtica

Interpretacion fisica (caso discreto): Si X es discreta y sobre
cada punto se pone una masa igual a la probabilidad de que X
tome ese valor, la EX se corresponde con el centro de masas o
centro de gravedad de estos puntos.

Ejemplo: X = ndmero de caras al lanzar una moneda 3 veces.

p(0) =p(3) =1/8, p(1)=p(2) =3/8

1 3 3 1 3
EX =) xp()=0-g+1-2+2.2+3. 2=,

: . S .
0 1 T 2 3

EX=centro de gravedad de estas masas
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1. Esperanza matemdtica

Ejemplo: Una de las apuestas en el juego Craps es la llamada Any
seven en la que se apuesta en un solo lanzamiento de dos dados a
que se obtienen un total de 7 puntos. La apuesta paga 4 a 1.

La variable G (ganancias) toma los valores —1, 4, con
probabilidades 5/6, 1/6, respectivamente.

5/6

1/6
I I I l '

1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4

5 1 1
EG=(-1)- - +4.- - =—=-~ —0,16667.
(-1) 4 g 5 ,
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1. Esperanza matemdtica

Interpretacion fisica (caso continuo): Si X es continua, la EX
se corresponde con el centro de gravedad de la densidad de masa

de probabilidad de X.

Ejemplo: X con distribucién uniforme en el intervalo [a, b].

£(x) 1/(b—a), sia<x<hb,
xX) =
en otro caso.

)

+o0 b x a+b
EX:/ xf(x dX:/ dx = .
oo (x) . b—a 2
f

1U(b-a)

—F

EX = centro de gravedad de la densidad
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1. Esperanza matemdtica

Ejercicio: Una persona tiene 1000 € colocados a un interés del
10 % anual. Por otra parte, se le presenta la oportunidad de
incorporar sus mil euros a una empresa cuya rentabilidad anual
responde a la siguiente perspectiva:

— Ganar 200 € con probabilidad 0.7.
— Perder 150 € con probabilidad 0.3.

i Qué decision crees que debe tomar esta persona? Razona tu
respuesta.
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1. Esperanza matemdtica

Esperanza de funciones de variables aleatorias

Sea g : R — R una funcién (continua) y X : @ — R una
variable aleatoria, podemos componer las dos funciones para
obtener una nueva variable aleatoria Y = g(X).

Y=g(X):Q—R
wi— g(X(w))

Podemos necesitar calcular la esperanza de g(X), Eg(X).
Dada la variable aleatoria X, nos puede interesar calcular
E(3X +4), EX2, EX3, Elog(X), EeX, etc.

Ejemplo: Si X cuenta el dinero (en euros) de una persona, nos
puede interesar conocer la esperanza de la variable Y = tX + ¢,
donde t es la tasa de cambio de euros a délares y ¢ es la comisién
que nos cobrar por realizar la operacién.
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1. Esperanza matemdtica

Esperanza de funciones de variables aleatorias

CASO DISCRETO: Sea X : Q — R una v.a. discreta.
Eg(X) =) g(x)P(X = x),

siempre que la (suma o) serie sea absolutamente convergente:

Z lg(x)|P(X = x) < o0 (abs. convergente).

CASO CONTINUO: Sea X : Q2 — R una variable continua con
funcién de densidad f.
oo
Bg(X) = [ g(f() o

siempre que la integral sea absolutamente convergente, es decir,

+oo
/ lg(x)|f(x) dx < oo (abs. convergente).
—00
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1. Esperanza matemdtica

Esperanza de funciones de variables aleatorias

Observacién: X es una variable integrable <= E|X| < co.

Ejercicio 1: Sea X variable que toma los valores —1, 2 y 5 con
probabilidades 1/4, 1/4 y 1/2. Calciilese el valor esperado de
g(X) = X2, EX2.

Ejercicio 2: X con distribucién uniforme en el intervalo [a, b], es
decir, X con densidad

Flx) = {1/(b— a), sia<x<hb,

0, en otro caso.

Calciilese el valor esperado de g(X) = X2, EX?.
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1. Esperanza matemdtica

Esperanza de funciones de vectores aleatorios

Si g : R?2 — R es una funcién (continua) y (X,Y): Q — R2 es
un vector aleatorio, nos puede interesar calcular la esperanza de la
variable Y = g(X,Y), Eg(X,Y).

Dado un vector aleatorio (X, Y'), nos puede interesar calcular
E(BX +4Y), E(X? + Y?), E(XY), E(X/Y?), EeXtY etc.

Por ejemplo, si (X, Y) miden los beneficios de dos empresas, nos
puede interesar estudiar el beneficio total X 4+ Y. Si (X, Y) mide el
peso y la altura de una persona, quiza necesitemos estudiar el
indice de masa corporal o el indice de Quetelet, X/ Y2,

En general, si X = (Xi,...,Xy) es un vector aleatorio y

g : RY — R es una funcién (continua) nos interesara calcular
Eg(Xi,...,Xy). Por ejemplo:

E(X1 + -+ Xg), E(X12 —|—---~|—X3), E(X1 - Xq), BeXit-+Xs
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1. Esperanza matemdtica

Esperanza de funciones de variables aleatorias

CASO DISCRETO: Sea (X, Y) : Q — R? un vector discreto.
Eg(X,Y) = ZngyP(X—xY y),

siempre que la (suma o) serie sea absolutamente convergente:

Z Z lg(x,y)IP(X=x,Y =y) <0 (abs. convergente).

CASO CONTINUO: Sea (X, Y) : Q — R? un vector continuo
con densidad conjunta f.

+o0 +oo
Eg(X.Y) = / / g(x,y)F(x, y) dx dy.

siempre que la integral sea absolutamente convergente, es decir,

+oo  ptoo
/ / lg(x,y)|f(x,y)dxdy < oo (abs. convergente).
— —o0
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1. Esperanza matemdtica

Esperanza de funciones de variables aleatorias

Ejercicio 1: (X, Y) vector discreto con distribucién uniforme en
los puntos (0,0), (1,1), (2,1), (1,2) y (2,2). Calcular EX, EY y
el valor esperado de g(X, Y) = XY/, es decir, E(XY).

Ejercicio 2: (X, Y) con distribucién uniforme en el cuadrado
unidad, [0, 1]?, es decir, (X, Y)) con densidad conjunta

f( ) 1 Si 0 S X?.y S 1,
X,y) =
Y 0 en otro caso.

Calcular EX, EY vy el valor esperado de g(X, Y) = XY?, es decir,
E(XY?).
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2. Propiedades de la esperanza matematica

@ Para c € R constante, E(¢) = c.
® E(cX) = cEX, si ¢ € R constante.

® Linealidad: Si X, Y son integrables y a, b € R constantes,
entonces aX + bY es integrable y E(aX 4 bY) = aEX + bEY'.

O Positividad: Si X > 0, entonces EX > 0.

® Monotonicidad: Si X <Y, entonces EX <EY.
En particular, |[EX| < E|X].

® Independencia: Si X e Y son independientes e integrables,
entonces XY es integrable y E(XY) =EXEY.
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2. Propiedades de la esperanza matematica

Observacién 1: Si g1, g» : R2 — R funciones (continuas) y X e
Y variables, entonces g1(X, Y) y g2(X, Y) son variables.
©' E(agi(X,Y) + bg2(X,Y)) = aEg1(X, Y) + bEga(X, Y),
a, b € R constantes.

Observacion 2: Si g1, g» : R — R funcionesy X e Y
independientes, g1(X) y g2(Y) son también independientes.

®’ Si X e Y independientes, E(g1(X)g2(Y)) = Eg1(X)Ega(Y).

Ejemplos: Sean X e Y variables

— E(2X2? +3Y*) = 2EX? + 3EY*.

~ E(X +Y)? =EX? +2E(XY) + EY2.

— E(sen(XY) + 3eX — 2Y?) = Esen(XY) + 3EeX — 2EY2.
Si ademas X e Y son independientes:

~ E(XY)? =EX?EY?2

~ E(XeY) = EXEe.

~ EeXtY = EeXEeY.
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2. Propiedades de la esperanza matematica

Ejercicio: Expresa en funcién de las densidades las siguientes
esperanzas.

Sea X variable aleatoria con densidad f(x).
EX? =

EeX =

Sea (X, Y) vector aleatorio con densidad f(x,y).
X2 _

E (W) =

Sea X, Y v.a. independientes con densidades fi(x) y f2(y).
EeX+Y =
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3. La esperanza condicional

CASO DISCRETO: Sea (X, Y) un vector discreto y x € R con
P(X = x) > 0. La esperanza condicional de la variable Y dado
X =xes

X=x,Y=y)

E(YIX=x)=> yP(Y =y|X =x) = ZVP( P(X = x)

y y

De forma andloga se define E(X|Y =y), si P(Y =y) > 0.

CASO CONTINUO: Sea (X, Y) un vector aleatorio continuo con
densidad conjunta f y densidades marginales f; y . Si x € R con
fi(x) > 0, la esperanza condicional de Y dado X = x es

Y fyix=x(y) dy = /_oo yf;l)z;();)

De forma andloga se define E(X|Y = y), si f2(y) > 0.

oo

E(Y|X = x) :/

—00
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3. La esperanza condicional

La variable esperanza condicional se define mediante:
T(w) =E(Y|X = X(w)), weQ

La variable esperanza condicional, T = E(Y|X) es una funcién de
la variable X.

CASO DISCRETO: Sea (X, Y) un vector discreto. La variable
esperanza condicional E(Y|X) toma los valores E(Y|X = x) con
probabilidad P(X = x) > 0. (Si P(X = x) = 0, podemos definir
E(Y|X=x)=0.)

CASO CONTINUO: Sea (X, Y) un vector aleatorio continuo con
densidad conjunta f y densidades marginales f; y f,. La variable
esperanza condicional E(Y|X) toma los valores E(Y|X = x) con
densidad de probabilidad f;(x).
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3. La esperanza condicional

Ejercicio 1: Se extraen dos bolas sin reemplazamiento de una urna
con 10 bolas (2 blancas, 4 negras y 4 rojas). Consideramos

X = numero de bolas blancas en la extraccidn.

Y = ndmero de bolas rojas en la extraccién.

/\ 2 bolas
oce

L X J©
I NN

(a) Calcula la funcién de probabilidad conjunta del vector (X, Y).
(b) Calcula las funciones de probabilidad de X e Y, EX y EY.
(c) Calcula los valores E(Y|X =0), E(Y|X =1) y E(Y|X = 2).
(d) Calcula la distribucién de T = E(Y|X) y E(E(Y|X)).

(e) Repite los calculos con E(X]|Y).
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3. La esperanza condicional

Ejercicio 2: Sea (X, Y) un vector con densidad conjunta

F(x,y) e, si0<y<x,
X,y)=
’ 0, en otro caso.

(a) Calcula e identifica las densidades marginales fi(x) y f2(y),
EXyEY.

(b) Calcula e identifica la distribucién de Y|X = x (para x > 0).

(c) Calecula E(Y|X = x) (para x > 0).

(d) ¢Cudl es la distribucién de T = E(Y]X)? Calcula E(E(Y|X)).
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3. La esperanza condicional

Teorema: Regla de la doble esperanza

Si Y es una variable integrable, entonces E(Y|X) es una variable
finita. Ademads, se verifica la regla de la doble esperanza:

E(E(Y|X)) =

Aplicacion: Si X variable discreta con valores {x1,x2, ... },
tenemos

E(Y) = ZP E(Y|X = x;).

Esta férmula se conoce como regla de la esperanza total (o
teorema de la particion).
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3. La esperanza condicional

Nota: Puede ocurrir que X no sea integrable y que exista la
variable E(X]Y).

Ejemplo: Sea (X, Y') un vector con densidad conjunta

f(x,y) xe ) six y >0,
x,y) =
d 0, en otro caso.

(a) Calcula las densidades marginales fi(x) y f2(y) (hecho en el
tema anterior), ;Es la variable Y integrable?

(b) Calcula e identifica la distribucién de Y|X = x (para x > 0).

(c) Calcula E(Y|X = x) (para x > 0) y la variable E(Y|X).
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4. Momentos de variables aleatorias

Idea intuitiva: Existen muchas variables aleatorias igual media.

1
@ R
1/2 I 1/2
R
|
1/3 1/3 1/3
O O o—-r
|
1/6 1/6 1/6 1/6 1, 1/6
—s o ] 7 6—6R
1/2 I 1/2
@ i @—-r
EX

Objetivo: Necesitamos mas valores caracteristicos que nos ayuden a
distinguir entre estas variables. Nos interesa tener pardmetros para
conocer el grado de dispersién de la variable o diferentes valores que nos
ayuden a conocer la forma de la distribucién de probabilidad.

Para definir estos valores necesitamos de los momentos de una variable.
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4. Momentos de variables aleatorias

Momentos

Sea X una variable aleatoria y n € N. Se llama momento de
orden nde X a
a, =EX".

Notacion: a; = p = EX.

CASO DISCRETO: Si X es v.a. discreta:
ap = ZX”P(X = x).

CASO CONTINUO: Si X es v.a. continua con densidad f:
ap = / x"f(x) dx.
R

Ejercicio 1: Sea X ~ B(1; p) (Bernoulli). Calcula a,,.
Ejercicio 2: Sea X ~ U(a, b) (Uniforme). Calcula «,.
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4. Momentos de variables aleatorias

Momentos centrados
Sea X una variable aleatoria, n€ Ny c € R.
Se llama momento de orden n de X alrededor de c a
fnec =E(X —¢c)".
Se llama el momento centrado de orden n de X a

1o = B(X — EX)" = B(X — )",

CASO DISCRETO: Si X es v.a. discreta:
o = 3 — 1) "P(X = ).

X

CASO CONTINUO: Si X es v.a. continua con densidad f:
pin = [ (= "Flx) e
R
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5. La varianza

Sea X una variable, se llama varianza de X al segundo momento
centrado de X, es decir,

Var(X) = p2 = E(X — EX)? = E(X — p)%
Notacién: Var(X) = o2,

CASO DISCRETO: Si X es v.a. discreta:
0> = (x— p)’P(X =x).

X

CASO CONTINUO: Si X es v.a. continua con densidad f:
o /(X — u)?f(x) dx.
R

Idea: La varianza de una variable es el promedio de lo que dista la
variable de su valor esperado. (Se eleva al cuadrado para que no haya
compensacidn entre los signos y su computo sea mis sencillo.) La VarX
es una medida de la dispersidn de la variable respecto a la media.
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5. La varianza

Observacion: Si la variable X se expresa en una determinada
unidad de medida, la VarX estd dada en esas unidades al cuadrado.
Para subsanar este problema se define la desviacién tipica.

Sea X una variable aleatoria, se llama desviacion tipica de X a la
raiz cuadrada de la varianza de X, es decir,

o =VVarX = Vo2
Ejercicio 1: Sea X v.a. con distribucién de Bernoulli de pardmetro
p. Calcula la desviacién tipica de X.

Ejercicio 2: Sea X v.a. con distribucién uniforme en el intervalo
[a, b]. Calcula la desviacién tipica de X.
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5. La varianza

Propiedades de la varianza
Sean X e Y variables y a, b € R constantes. Se tiene:
® VarX > 0.
® VarX =0 siy sélo si X es una constante.
® VarX = EX? — (EX)2,
® Si X e Y ind., entonces Var(X + Y) = VarX + VarY.
® Var(aX + b) = a*VarX.
O VarX = minccr an c.
(La VarX es el momento minimo entre los de segundo orden).

Observacidn: La propiedad @ se puede sustituir por la mas
general:

@' Si X e Y (no nec. ind.) con E(XY) = EXEY, entonces
Var(X + Y) = VarX + VarY.
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5. La varianza

Nota: La esperanza . y la varianza o2 son dos de los valores mas
representativos de una distribucién de probabilidad.

Valores tipicos de las distribuciones mas notables

Ejercicio: Calcula la esperanza y varianza de las variables:

Continuas
. ® Uniforme: U(a, b).
Discretas @ Normal: N(u; o).
© Bernoulli: B(1; p). ©® Cauchy.
@ Binomial: B(n; p). © Exponencial: Exp()).
® Geométrica: G(p). i Gamma: Gamma(a; 3).
O Binom. neg.: BN(t; p). i Beta: Beta(o; ).
© Poisson P()). ® Weibull: Weibull(9; k).

& Pareto: Pareto(a; 6).
@ Lognormal: LogN(y; o).
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5. La varianza

Tipificacion de variables
Una variable X se dice tipificada si EX =0y VarX =1.

Si X es una variable con media p y varianza 02 > 0, se define la

variable aleatoria tipificada de X como la variable
X* = X — I
pa

Observaciones:

(a) EX* =0y VarX* = 1.

(b) X* es adimensional.

Aplicaciones: Para comparar valores (x e y) de dos variables X e Y,
expresadas en medidas diferentes, podemos comparar los valores
tipificados (x* e y*). De esta manera también podemos comparar la
misma variable en distintas poblaciones.

Ejercicio: Calcular la variable tipificada de una v.a. con
distribucién uniforme en el intervalo [a, b] y exponencial.
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6. Otros valores importantes

Los siguientes valores (coeficiente de asimetria y coeficiente de
curtosis) nos dan informacién sobre la forma de la distribucién.

El coeficiente de asimetria de una variable X se define por

13 E(X - EX)?
CA=—3= 3/2°
o*  (E(X —EX)2)*

El coeficiente de asimetria nos dice si la distribucién es simétrica
alrededor de su media.

e Si CA =0, la distribucién es simétrica.
e Si CA > 0, la distribucién es asimétrica a la derecha.

e Si CA < 0, la distribucién es asimétrica a la izquierda.
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6. Otros valores importantes

Coeficiente de asimetria

Simétrica

025 0%
020l 020
015 0151

Asimétrica a la derecha Asimétrica a la izquierda
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6. Otros valores importantes

El coeficiente de curtosis o de apuntamiento de una variable X:
C . Ha _ E(X — EX)4
ot (E(X - EX)?)*

CAp mide el apuntamiento o aplastamiento de X respecto de la
distribucién normal:
e Si CAp = 3, X es mesocurtica. (Como N(0;1).)
» Si CAp < 3, X es platicurtica. (Mas aplastada que N(0;1).)
e Si CAp > 3, X es leptocirtica. (Mas apuntada que N(0;1).)

CAp también permite vislumbrar, sin necesidad de conocer todos
los valores de la distribucién, si la distribucién tiene forma de
campana o de U.

e Si CAp = 1,8, la distribucién es como la uniforme.
e Si CAp > 1.8, la distribucién es campaniforme.
e Si CAp < 1,8, la distribucién tiene forma de U.
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6. Otros valores importantes

Coeficiente de curtosis o de apuntamiento

N(0;2): Leptocurtica (CAp>3)

N(0;1): Mesocurtica (CAp=3)

N(0;1/2):Platicurtica (CAp<3)

-10 -5 5
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6. Otros valores importantes

Coeficiente de curtosis o de apuntamiento

Uniforme(0,1)

Plana

CAp=1.8

00 02 04 06 08 10

Beta(1/2;1/2) N(0;1)

Forma de U

CAp<1.8
Campaniforme
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7. Momentos de vectores aleatorios

Idea: En muchas ocasiones nos interesa conocer cdmo varia una variable
con respecto a otra, o el grado de relacién que dos variables mantienen.
Para averiguar estas relaciones necesitamos definir los momentos de un
vector aleatorio.

Sea (X, Y) un vector aleatorio. Para ny, n, > 0, los momentos
de orden n = n; + ny del vector (X, Y) se definen por:

Onymy = B(X™Y™).

CASO DISCRETO: Si (X, Y) es vector discreto:

Qpyny = Z Zx"ly"zP(X =x,Y =y).
x oy

CASO CONTINUO: Si (X, Y) continuo con densidad conjunta f:

Qnyny = / / x"y™f(x,y)dxdy.
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7. Momentos de vectores aleatorios

Se define el vector de medias de (X, Y), p, mediante:

_ | ex | _ | EX
n= [ Ly } = [ EY ] (momentos de orden 1).

Sea (X, Y) con vector de medias (ux, puy). Para ni, np >0, los
momentos centrados de orden n = n; + ny de (X, Y) se definen
por:

finy.my = E((X = px)™ (Y = py)"™).

CASO DISCRETO: Si (X, Y) es vector discreto:
Hng,np = Z Z(X —pux)™(y — py)?P(X =x,Y =y).
x y

CASO CONTINUO: Si (X, Y) continuo con densidad conjunta f:

linpm = / / (x — 1x)™(y — jiy)2F(x, y) dx dy.
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8. Covarianza y correlacién

Sea (X, Y) un vector aleatorio. La covarianza de X e Y se define
Cov(X,Y) = pu11 = E((X — EX)(Y —EY)).
CASO DISCRETO: Si (X, Y) es vector discreto:
Cov(X,Y) =D (x—pux)(y — py)P(X =x,Y =y).
x y

CASO CONTINUO: Si (X, Y) continuo con densidad conjunta f:

Covx V)= [ [ (e )y = i )f(xy) d .

Observaciones:

e La Cov(X, Y) viene expresada en las unidades de X por las
unidades de Y.

e La Cov(X, Y) expresa “de alguna manera que precisaremos
mds adelante” la variacién (relativa) de una variable respecto
de la otra.
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8. Covarianza y correlacién

Sea (X, Y) un vector aleatorio. La covarianza de X e Y se define

Cov(X,Y) = E((X — EX)(Y —EY)).

Propiedades de la covarianza
O Cov(X,Y) = E(XY) - EXEY.
@SiZ=aX+byT=cY+d Cov(Z,T)=acCov(X,Y).
® Cov(X, X) = Var(X).
O Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
O Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y).
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8. Covarianza y correlacién

Sea (X, Y) un vector aleatorio. La covarianza de X e Y se define

Cov(X, Y) = E((X — EX)(Y —EY)) = E(XY) — EXEY.

Incorrelacion

Dos variables X e Y se dicen incorrelacionadas o incorreladas si
Cov(X,Y) =0, es decir, si E(XY) =EXEY.

Observaciones:

e La incorrelacion quiere decir que no existe relacion lineal entre
las variables. Esto lo aclararemos enseguida con otro valor
importante, el coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

e X e Y incorreladas < Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
e X e Y independientes = X e Y incorreladas.
e X e Y incorreladas % X e Y independientes.
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8. Covarianza y correlacién

Dos variables X e Y se dicen incorrelacionadas o incorreladas si
Cov(X,Y) =0, es decir, si E(XY) =EXEY.

Contraejemplo 1: X e Y incorreladas % X e Y independientes.

(X, Y) vector discreto con funcién de probabilidad conjunta:

v
.X-101

-1 0 (2/8| 0

0 J1/8(2/8|1/8

1 0 |2/8] 0

Ejercicio 1: Comprobar que X e Y son incorreladas, pero no
independientes.
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8. Covarianza y correlacién

Dos variables X e Y se dicen incorrelacionadas o incorreladas si
Cov(X,Y) =0, es decir, si E(XY) =EXEY.

Contraejemplo 2: X e Y incorreladas = X e Y independientes.

(X, Y) vector discreto con funcién de probabilidad conjunta:

Y
ol
s 13
4o |13 L I ®
o J13| 0 Y
-1 0 1
1 |o |3

Ejercicio 2: Comprobar que X e Y son incorreladas, pero no
independientes.

Observacidn: En este ejemplo existe una dependencia funcional
perfecta entre X e Y (Y = |X| 6 Y = X2, por ejemplo).
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8. Covarianza y correlacién

Dos variables X e Y se dicen incorrelacionadas o incorreladas si
Cov(X,Y) =0, es decir, si E(XY) =EXEY.

Contraejemplo 3: X e Y incorreladas % X e Y independientes.

(X, Y) vector discreto con funcién de densidad conjunta:

f(X, y) = 1/7T1{x2+y2<1}(xv y)

Ejercicio 3: Comprobar que X e Y son incorreladas, pero no
independientes.
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8. Covarianza y correlacién

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Si X e Y son variables con EX2, EY? < oo, entonces

E|IXY| < \/E(X2)E(Y2).

Aplicacion: [Cov(X, Y)| < oxoy.

Observacidn: La covarianza tiene el inconveniente de que depende
de las unidades de medida de las variables (X e Y'). Para corregir
este defecto se define el coeficiente de correlacion.

X e Y variables no degeneradas, el coeficiente de correlacion
(lineal de Pearson) entre X e Y estd dado por:
Corr(X,Y) =pxy = M.
OX0y
Observacion: px y es una medida adimensional que cuantifica el
grado de asociacién lineal entre las variables X e Y.
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8. Covarianza y correlacién

X e Y variables no degeneradas, el coeficiente de correlacién
(lineal de Pearson) entre X e Y estd dado por:
Cov(X,Y)

Corr(X,Y)=pxy =
oxoy

Propiedades del coeficiente de correlacion
O px,y €[-1,1].
® px,y =0« X e Y incorrelados.
er,Y:]-{:) Y=aX+b a>0, beR.
(Dependencia lineal positiva perfecta).
er,Y:_1<:> Y=aX+b a<0, beR.
(Dependencia lineal negativa perfecta).

Observacién: Cuando px y estd cerca de 1 (px,y > 0,9), se dice
que hay una dependencia lineal positiva alta entre X e Y.
Andlogamente, si px, y esta cerca de -1 (px y < —0,9) se dice que
hay una dependencia lineal negativa alta entre X e Y.
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8. Covarianza y correlacién

Correlacion y dependencia lineal

7’
0 ®

r 4
[ R
/

P préximo a 1

Javier Carcamo

@
S

) \
@

o‘\ ®

P préximo a -1
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8. Covarianza y correlacién

Caso d dimensional

Sea X = (Xi,...,Xq) es un vector aleatorio d dimensional. Los
conceptos anteriores se pueden generalizar de manera obvia.
La esperanza de X = (Xi,...,Xy) o vector de medias de X es
H1 EXy
M2 EXo
EX=p= ) = )
Hd EXq
La matriz de covarianzas y matriz de correlaciones de X:
011 O12 -+ 0O1d P11 P12 - P1d
021 022 -+ 024 P21 P22 ot P2d
Y= . S | R=| . . s
0d1 0d2 '+ Odd Pd1 Pd2 *°° Pdd

donde Oij = COV(X,',X_,') Y Pij = PX; X
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8. Covarianza y correlacién

Ejercicio: (X, Y') vector aleatorio discreto con funcién de
probabilidad conjunta:

X\Y] 1] 2
1 [1/9]2/9
2/9 [ 4/9

(a) Calcilese E(X + Y), E(2X + 3Y).

(b) El vector de medias, la matriz de covarianzas y la matriz de
correlaciones del vector (X, Y).

(c) ¢Son X e Y independientes? json incorreladas?
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Tema 5: Funciones caracteristicas

Descripcion del tema

Ndmeros complejos.

La exponencial compleja.

Variables aleatorias complejas.

Funciones caracteristicas.

Momentos y derivadas de la f.c.
Férmulas de inversién.

Identificacién de funciones caracteristicas.

NGk W=

Aplicaciones.
Objetivos principales

o Entender la utilidad de las funciones caracteristicas en la
Teoria de la probabilidad.

e ldentificar y saber manejar las funciones caracteristicas de las
distribuciones mas importantes.
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1. Ndmeros complejos

Un niimero complejo es un niimero que se puede expresar de la

forma x + yi, donde x e y son reales e i = +1/—1 es la unidad

imaginaria. El plano complejo es el cuerpo
C={z=x+yi:x,y € R}

Podemos representar cada niimero complejo z = x4 yi € C en el
plano R? identificando z con el vector (x, y).

La parte real del nimero complejo z = x + yi es x (Re(z) = x) y
la parte imaginaria es y (Im(z) = y).
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1. Ndmeros complejos

El conjugado del nimero complejo z = x+ yi es Z = x — yi.

Para z, w € C, tenemos,
o Z es una reflexién de z respecto al eje de abscisas (Z = z).
cezcRez=2

Re(z) = (z+ 2)/2.

Im(z) = (z — 2)/(2i).

e z:tw=2Z+w.

° ZW = ZW.

Siw#0, (z/w) =Zz/w.
Siz#0,1/z=z/(zZ).
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1. Ndmeros complejos

El médulo o valor absoluto del niimero complejo z = x + yi es

2l = V3@ 1 y? = /Re(2)? + Im(2)2.

z=x+Yyi

» Re

R e

Para z, w € C, tenemos,
e |z]=0&2z=0.
o |z|? = zz.
o |lz+w| <z +|wl.
o |zw| = |z[|w| y si z #0, [1/z] =1/|z].
o lw—2z|>|w[—|z].
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1. Ndmeros complejos

El argumento del nimero complejo z = x + yi es

arg(z) = arctan(y/x).
(Entendiéndose la funcién arctan definida en los cuatro cuadrantes.)

Z=x+Yyi

PO I

1 > Re
Si arctan(x) € (—7/2,7/2) (x € R), arg(z) € (—n, ] dada por:
arctan(y/x), si x >0,

arctan(y/x)+m, six<0Oey>0,
arctan(y/x) —m, six<0ey<0,

e(2) =4, o six=0ey>0,
—7/2, six=0ey <0,
indefinido, six=y=0.

Javier Carcamo Pl. Tema 5: Funciones caracteristicas



2. La exponencial compleja

La representacion en polares del niimero complejo z = x + yi es
z=rcosf+ irsinf, donde r = |z| y 0 = arg(z).

z=x+yi

Re

32 e

Usando la férmula de Euler, e’ = cos + isinf, z = re?
Im

e!® = cosB+isinf

Re
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2. La exponencial compleja

La férmula de Euler, e’ = cosf + isin6, 6 € R.

Javier Carcamo Pl. Tema 5: Funciones caracteristicas



2. La exponencial compleja

Para z = x + iy € C, la funcién exponencial compleja de z,

e? = Xt .= eXe = eX(cosy +isiny) = e<cosy + ieXsiny.

Im
e¥siny mm—mm e . e? = e¥el
¢ i
]
y (mod(27)) i
I » Re
1 e*cosy
e el =1 etW=¢%" y e?+#0, paratodo z € C.
o zn
e Paratodo z € C, e = Z—
n!
n=0
Z n
e Paratodo z€ C, e = Iim (1 + —)
n—oo
. Z
e Si z, — z, entonces e = |im (1 + —")
n
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3. Variables aleatorias complejas

Z:(Q,F,P) — C aplicacién.
Sean X = Re(Z), Y = Im(Z) parte real e imaginaria de Z, es
decir X, Y : (Q,F,P) — Ry
Z=X+iY

La aplicacién Z se dice variable aleatoria compleja si y solo si
(X, Y) es un vector aleatorio bidimensional (es decir, si X e Y son
variables aleatorias unidimensionales).

Diremos que la variable compleja Z es integrable si X e Y son
integrables. En tal caso, la esperanza de Z se define

EZ =EX +/EY.
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3. Variables aleatorias complejas

Propiedades de la esperanza de variables complejas

@ Si Z integrable, entonces EZ € C.

® Z integrable si y solo si E|Z| < o0
(|Z] es una variable aleatoria real).

® Linealidad: Si Z;, Z, v.a. complejas integrablesy a,b € C,
entonces aZ; + bZ, es integrable y

E(a21 + bZz) = aEZ; + bEZ,.

@ Si Z es integrable, entonces |[EZ| < E|Z]|.
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4. Funciones caracteristicas

Sea X una variable aleatoria. Se llama funcién caracteristica
(f.c.) de X a la funcién ¢x : R — C dada por

px(t) =B(e™), teR. |

Notas:
©® ¢x(t) es una funcién bien definida para todo t € R.

@ [ex(t)] = 1.

® ¢x(0) =1.

O px(t) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)).

O Si X =4 Y, entonces ¢x(t) = py(t), t € R.

Observacidén: Veremos mds adelante que la funcién caracteristica
de una v.a. X, @x, caracteriza su distribucién de probabilidad Px.
Es decir, en el punto anterior se puede escribir un “si y solo si".
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4. Funciones caracteristicas

Propiedades basicas

* ox(—t) = px(t). (ex(t) € Rsiy solosipx(t) es par.)
e Cambio de origen y escala: Sea Y = aX + b con a,b € R.
Se tiene py(t) = e®px(at). En particular, ¢_x(t) = px(t).
Una v.a. X se dice simétrica si X =4 —X. Si X tiene densidad
f(x) y es simétrica, entonces f(x) es par (f(x) = f(—x), x € R).
e Caso de v.a. simétricas: Si X tiene densidad par, entonces
ox(t) = E(costX) € R, t € R.
X simétrica, entonces px(t) es real (<= px es par).
¢ Independencia: Xi, ..., X, v.a. independientes Se tiene:

PxtX () = 0x, (8) -+ - x, (2).
Nota: El reciproco no es cierto.

Aplicacion importante: Suma de variables i.i.d.
e Continuidad: ¢x es una funcién uniformemente continua.
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4. Funciones caracteristicas. Ejemplos

©® X =ccs. (constante),  px(t) = €.
© X ~B(L;p),  ex(t)=(q+pe").

© X ~B(mp),  ox(t)=(q+pe)".
0 X~P(),  ex(t) =Y.

O X~G(p),  ex(t)=

1— qe"t'
p r
X ~ BN(r; = —]).
@ (rvp)v @X(t) (1_qelt>
o X U( b) (t) _ eitb _ eita
~ Ve ex(O= gy
En particular, _
SXSUELD,ex(t) = T
int
- X~U(=0) ex(t) = 2
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4. Funciones caracteristicas. Ejemplos

® X con densidad triangular f(x) = max{1 — |x|,0},

ex(t) =2 (ﬂ)

t2

O X ~Exp(a),  ox(t) = (1 - i—t) _1-

1 1
T X Cauchy f(x) = P - e,
Tl+x

® X ~ Gamma(a, B) (o, 8 > 0)
Xa—le—BXﬁa

)= 0 e = (1-5)

® X ~N(0,1),  px(t)=e /2
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4. Funciones caracteristicas. Dibujos

Bernoulli (p=0.5) Binomial (n=10,p=0.5)

Binomial (n=30,p=0.9) Binomia (n=100,p=0.5)

L
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4. Funciones caracteristicas. Dibujos

Geométrlca(p_o 5) Blnomlal negativa (r=5, p:o 7)

pYas
e

Poisson (1=9) Poisson (1=50)

Z3\
N2

A
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4. Funciones caracteristicas. Dibujos

Exponencia (A=1) Gamma (a=: 30 ﬂ_l)

A
o

)
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5. Momentos y derivadas de la f.c.

Idea: Si todo fuera maravilloso...
px(t) = Be™

.. y la derivada de la esperanza fuera la esperanza de la derivada:

P (t) = E[iXe™] — o) (0) =iEX
P (t) = B[(iX)*e™] —  %(0) = PEX?
///( ) — E[( ) tX] — ///(O) 3EX3
S =E[(iX)e™] = oP(0)=*EXF

Conclusién: En un mundo ideal, derivando sucesivamente la f.c.
wx (y evaluando las derivadas en 0) obtendriamos (salvo las
constantes i¥) los momentos de la variable aleatoria X.
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5. Momentos y derivadas de la f.c.

Teorema: Momentos de la v.a. y derivadas de la f.c.
Supongamos que E|X|" < oo para algin n € N. Se tiene:

(2) @x es derivable hasta el orden ny
(K _ ik k LitX _
oy (t) =i“E[X"e™], k=1,...,n.
En particular, gogé()(O) =i"EXK k=1,...,n.

(b) Para k=1,...,n, wgé() es uniformemente continua.

Observacion: El reciproco de este teorema no es cierto en general.
Hay ejemplos de v.a. tales que existe ¢/ (0), pero E|X| = oo.
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5. Momentos y derivadas de la f.c.

Nota (importante de cara a las aplicaciones): Supongamos que
f :(—a,a) — C admite derivadas en t = 0 hasta el orden n.
Usando el desarrollo de McLaurin, tenemos

F(t) = £(0) + F(0)t + ”2(0) 2.4 100 (O) £ 4 Ri(t),
donde Ry(t) = o(t") (t — 0), es decir, Ry(t )/t" —0,sit—0.

Si E|X|" < oo, entonces px es n veces derivable y por tanto

n .k k
EX
ex(t) = E ' i tk +o(t"), t—0. J
k=0 '

Ejemplo: Supongamos que X1, Xo, ..., v.a. i.i.d. integrables de
media p. Calcular

lim s, /5(t), donde Sp,=Xi+ -+ X,.

n—o0
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5. Momentos y derivadas de la f.c.

Teorema: Desarrollo en serie de la f.c.

Supongamos que existe un p > 0 tal que EeXl < co. La funcién
x admite un desarrollo en serie de potencias

o0 n n
i"EX
ox() =) ——t" |t|<p.

Aplicaciones:
©® X ~ N(0,1).

@ X con distribucién de Laplace o doble exponencial.

® X ~ Gamma(a, B).
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6. Formulas de inversidn

Observacion: Conocida la distribucién de una variable aleatoria X,
podemos calcular (al menos teéricamente) su funcién
caracteristica, px.

Las férmulas de inversidn tratan el problema inverso, es decir,
conocida la f.c. px, se trata de encontrar la distribucién de
probabilidad de la v.a. X.

Caso discreto

Teorema: Férmula de inversién para variables con valores en Z

Sea X una v.a. con soporte en Z y con f.c. px. Se tiene:

1 [ _.
P(X=n)= —/ e "ox(t)dt, neZ.

2m J_,
1 2 .
P(X=n)= g/o e "ox(t)dt, neZ.
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6. Formulas de inversidn

Teorema: Férmula de inversion de Lévy

Sea X una v.a. con f.c. px y f.d. Fx. Para todo a,b € R con a < b,
se tiene

P(X = a) + P(X = b)
2

1 T e—ita _ e—itb
+Pla< X < b)= lim —/ ————px(t) dt.
T—oo 2T J_ T it

En particular, si a, b € C¢ (puntos de continuidad de Fx)

T e—ita o e—itb

3 1
FX(b)_FX(a):TIinooZ S ox(t) dt.

Corolario 1: Teorema de unicidad

Sean X e Y v.a. no necesariamente definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad. Si ¢x = @y, entonces X =4 Y.

Corolario 2: Variables simétricas

X es v.a. simétrica si y solo si px real (si y solo si px par).
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6. Férmulas de inversion: Caso px € L(—00, 00)

Nota: Un caso importante es cuando ¢x es una funcién
integrable, es decir, px € L(—00,0)

“+o00
/ lox(t)] dt < oo.

—00

Teorema: Caso ¢px € L(—00, )

Supongamos que px € L(—00,00). Se tiene:
(a) X es una variable absolutamente continua.
(b) La densidad de X es

1 [~
)= o / e~ o (£) di.
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7. ldentificacidon de funciones caracteristicas

Problema: Dada ¢ : R — C, jcdémo saber si ¢ es la f.c. de
alguna variable aleatoria?
e Si ¢(0) # 1, entonces ¢ no es f.c.

o Si existe tp € R tal que |p(to)| > 1, entonces ¢ no es f.c.

Teorema de Bochner-Herglotz

Sea ¢ : R — C. ¢ es la f.c. de alguna v.a. si y solo si
(1) (0)=1.
(2) ¢ es continua en t = 0.

(3) @ es definida positiva, es decir, para todo n € N, para todo

ti,...,t, € R,y para todo z,...,z, € C, se tiene
n n
ZZQ@(L’ = tj)z,-Ej > 0.
i=1 j=1

Nota: El teorema anterior es de interés tedrico, pero poco practico.
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7. ldentificacidon de funciones caracteristicas

Problema: Dada ¢ : R — C, jcdmo saber si ¢ es la f.c. de
alguna variable aleatoria?

Teorema de Pdlya
Sea p : R — Ry. @ es la f.c. de alguna v.a. (simétrica) si
(1) ¢(0) =1.

2) ¢ es continua en t = 0.

(2)
(3) ¢ es par.
(4)

4) ¢ es convexa y decreciente en [0, c0).
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7. ldentificacidon de funciones caracteristicas

Normas a seguir para averiguar si ¢ es una f.c.

@ ;Es ¢ una de las f.c. conocidas?
@ ¢ puede expresarse de alguna manera mediante f.c. conocidas.
(1) (t) = ¢(at), donde ¢ es la f.c. de X y a € R. Entonces, ¢ es
la f.c. de aX.

(2) @(t) = ¢1(t)p2(t), donde ¢ es la f.c. de X y ¢ es la f.c. de
Y. Entonces, p esla f.c.de X+ Y, con X e Y
independientes.

(3) Si ¢(t) = etg(at), donde ¢ es la f.c. de X y a,b € R.
Entonces, ¢ es la f.c. de aX + b.

(4) @(t) = (¢(t))", donde ¢ es la f.c. de X y n € N. Entonces, ¢
eslafc.de Xy +---+ X,, con Xq,..., X, v.a. i.i.d. como X.

© Aplicar el Teorema de Pélya si se puede.

O Sospechar que ¢ no es f.c.
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8. Aplicaciones

Las funciones caracteristicas tienen muchas aplicaciones. Se
utilizan para demostrar importantes resultados limite del Calculo
de probabilidades, como veremos mas adelante. También se
utilizan en problemas relativos a distribuciones de probabilidad.

@ Distribuciones de sumas de v.a. independientes

X, Y independientes
X ~ B(n; p) = X+ Y ~B(n+ m;p).
Y ~ B(m; p)

X, Y independientes
X ~P(X) — X+ Y ~P(A+p).
Y ~ P(p)

X, Y independientes
X ~ BN(r; p) = X+ Y ~BN(r +s;p).
Y ~ BN(s; p)
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8. Aplicaciones

@ Distribuciones de sumas de v.a. independientes

X, Y independientes
X ~ Gamma(ag; ) = X + Y ~ Gamma(aj + ag; f).
Y ~ Gamma(ap; )

X, Y independientes

X ~ N(a; 0) = X+ Y ~N(a+ b; Vo + 7).
Y ~ N(b; 7)

® Otro tipo de problemas: ldentificacién de distribuciones
(1) iExisten v.a. X, Y ind. y con la misma distribucién tal que
X =Y ~U(-1,1)?
(2) Sean X, Y v.a. independientes con la misma distribucién de
media 0 y varianza 1 tales que
X+Y
V2

Mostrar que la distribucién comin es necesariamente normal.

=g X=4Y.
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Tema 6: Teoremas limite

Descripcion del tema

1. La Ley de grandes niimeros.
2. El teorema central del limite.

Objetivos principales

e Familiarizarse con los distintos modos de convergencia.
e Comprender las leyes de grandes niimeros mas sencillas.

e Entender la importancia y aplicabilidad del TCL.
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1. La Ley de grandes nimeros

Introduccion

Los resultados mas célebres e importantes de la Teoria de la
Probabilidad son los conocidos como leyes de los grandes
numeros. Tales leyes no son otra cosa que teoremas que aseguran
cierta convergencia de variables aleatorias bajo unas condiciones
determinadas. Ahora bien, hay varios modos de convergencia de
variables aleatorias.

En este tema se analizan brevemente esos modos de convergencia
y se muestran las principales leyes de los grandes niimeros.
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1. La Ley de grandes nimeros

Ejemplo introductorio

Realizamos lanzamientos sucesivos e independientes de una
moneda equilibrada.

x 1, sien el i-ésimo lanzamiento sale cara,
i= . . .
0, sien el i-ésimo lanzamiento sale cruz.

X1, X2, ... sucesion de v.a. independientes de Bernoulli, B(1;1/2).

Sp=X1+- -+ Xy

(5, = niimero de caras en los n primeros lanzamientos)

Sn o X144+ Xn
n n ’
(Sn/n = proporcién de caras en los n primeros lanzamientos)

Pregunta: ; Qué ocurre con S,/n cuando n es grande (n — c0)?
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1. La Ley de grandes nimeros

Algunas simulaciones: Caso X ~ B(n; p=1/2)

Simulacién: Realizamos n = 5000 lanzamientos de la moneda.

lista = RandomlInteger [BinomialDistribution[1l, 0.5], 5000] ;
Take[lista, 25]

(0,1,o0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,12,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1, 1}
1 n
e[k_Integer] := Extract[lista, k]; p[n_] 1= — z:e[i];
n ¢
i=1

lista2 = {}; Do[lista2 = Append[lista2, {n, p[n]}], {n, 1, 5000}1;
TableForm[Take[N[lista2], 10], TableHeadings - {None, {"'n", "p[n]1"}}]

n pin]

0.

0.5
0.333333
0.25

0.2
0.166667
0.285714
0.375
0.333333
0.4

O©oO~NOJOMWNER

[y
o
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1. La Ley de grandes nimeros

Algunas simulaciones: Caso X ~ B(n; p=1/2)

int = Interpolation[lista2, InterpolationOrder -» 1];
Plot[{int[x], 0.5}, {X, 1, 10}, PlotRange - All,
PlotStyle » {{Blue, Thickness[.006]}, {Thickness[.006], Dashing[{0.05, 0.05}]1}}]

Simulacién B(1;0.5) (n=10)

n pIn] o - — — — — — — — —
1. 0.

2. 0.5 04l

3. 0.333333

4. 0.25 o3l

5. 0.2

6. 0.166667 02l

7. 0.285714

8. 0.375 ol

9. 0.333333 ‘

10. 0.4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

(0,1,0,0,0,0,1,1,0, 1)
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1. La Ley de grandes nimeros

I Simulacién B(1;0.5) (n=100) I | Simulacion B(1;0.5) (n=1000) |
06
05 k&)‘/_vr_—:—_\—:
04
03
02

o1 o
» © C3 w 1w 200 w0 ) ) 1o

|S’mu|acic’)n B(1;0.5) (n=5000)

06 0500 — — — — — — — — —
05 — —
0.499

0.4

0.498 |-
0.3

0.497 |
0.2,
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1. La Ley de grandes nimeros

Algunas simulaciones: Caso X ~ B(n; p = 0,75)

Simulacién: Realizamos n = 5000 lanzamientos de la moneda
trucada con probabilidad de cara 0,75..

lista3 = Randomlnteger [BinomialDistribution[1l, 0.75], 5000] ;
Take[lista3, 25]

,1,0,12,2,12,12,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0}

1 n
e2[k_Integer] := Extract[lista3, k]; p2[n_] z= — E:eZ[i];
n i=1

n p2[(n]
i 1.
2. 1.

3. 0.666667
4. 0.75

5. 0.8

6. 0.833333
7. 0.857143
8. 0.875

9. 0.888889
10. 0.9
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1. La Ley de grandes nimeros

Algunas simulaciones: Caso X ~ B(n; p = 0,75)

Simulacién B(1;0.75) (n=10) |

e
N
]

.666667
.75

.8
.833333 0al
.857143
.875
.888889
-9

021

P OO~NOUODMWNERS
[eNeoNoNoNoNoNoNaol N
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1. La Ley de grandes nimeros

[Simulacion B(1,0.75) (n=100) | [ Simulacién B(1,0.75) (n=1000)|
°'8l[\_/\m_/\_/—: o8 LAN:-_
» © © © w0 ™ ) En Y o

Simulacién B(1;0.75) (n=5000)

Simulacién B(1;0.75) (n=4900-5000)

1.0

07500 — — — — — — — — —
08 074951

07490
06
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1. La Ley de grandes nimeros

Conclusiones de las simulaciones

e Si X ~ B(1; p), parece claro que, en algtn sentido,
Sp/n — p, cuando n — oo.

e p=EX, cuando X ~ B(1; p).

e Como S,/n es la media de la muestra Xi, ..., X, (media
muestral), parece razonable que, en general,

Sn/n— p, cuando n — oo (en algin sentido).

Objetivo del tema: Estudiar la convergencia de una sucesion de
variables aleatorias. (Especialmente nos interesa estudiar el
comportamiento de la media muestral.)

Nota: Hay diferentes formas de convergencia de variables
aleatorias.
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1. La Ley de grandes nimeros

Convergencia en media cuadratica
Sea X, X1, Xp, ... variables aleatorias. Decimos que X, converge
a X en media cuadratica, y escribimos X, m3 X, si
E(X, - X)? =0, n— oo.
Idea: Si X, ™3 X, el valor esperado de la distancia (al cuadrado)

de las variables de la sucesidn a la variable limite tiende a cero,
cuando n crece.

Teorema: Ley de grandes nimeros en media cuadratica

Sean Xi, X», ..., variables independientes con igual media p y va-
rianza o2. Se tiene

Pregunta: ;Se pueden rebajar las condiciones del teorema
anterior?
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1. La Ley de grandes nimeros

Convergencia en probabilidad
Sea X, X1, Xo, ... variables aleatorias. Decimos que X, converge

a X en probabilidad, y escribimos X, 2, X, si

para cada € > 0, P(|X, — X| >¢) -0, n— oc.

. P . .,
Idea: Si X, — X, a largo plazo, cada variable de la sucesién
estd muy concentrada entorno a la variable limite.

Teorema: Desigualdad de Markov
Sea X v.a. Para ¢ > 0, a > 0, se tiene

[X]*

E|X
P(IX|>¢€) < ——.

|

Corolario: Desigualdad de Chebyshev
Sea X una variable integrable. Para todo € > 0, se tiene
Var(X)

e

P(IX — EX| > ¢) <
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1. La Ley de grandes nimeros

Convergencia en probabilidad
Sea X, X1, Xp, ... variables aleatorias. Decimos que X, converge
a X en probabilidad, y escribimos X, —— X, si
para cada € > 0, P(|X, — X| >¢) -0, n— occ.

Idea: Si X, N X, a largo plazo, cada variable de la sucesién
estd muy concentrada entorno a la variable limite.
Nota: Relacién entre los modos de convergencia

- Xy MEX = X, 5 X,

~ Xy S X = X, T3 X

Teorema: Ley débil de grandes niimeros

Sean Xi, X3, ..., variables incorreladas con igual media p y varianza
02. Se tiene

Javier Carcamo Pl. Tema 6: Teoremas limite



1. La Ley de grandes nimeros

Nota histérica: La ley débil de Bernoulli

Histéricamente, la primera ley de grandes nimeros fue obtenida por
Bernoulli en el siglo XVIII. La ley se refiere a la proporcién de caras que
se obtienen en n lanzamientos de una p-moneda (moneda que cae de
cara con probabilidad p) y al modo en que esa proporcidn se aproxima a
p cuando el nimero de lanzamientos es grande. En términos mas o
menos coloquiales dice lo siguiente:

Haciendo un nimero suficientemente grande de lanzamientos, podemos
conseguir que la probabilidad de que dicha proporcién se diferencie de p
en menos de una cantidad prefijada esté tan proxima a 1 como
queramos.

Teorema: Ley débil de Bernoulli

Si X1, Xp,... son independientes y tienen la misma distribucién de
Bernoulli de parametro p, entonces

5n P

= —p.

n
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1. La Ley de grandes nimeros

Convergencia casi segura

Sea X, X1, Xo, ... variables aleatorias. Decimos que X, converge
a X casi seguramente o con probabilidad 1, y escribimos
Xp =2 X, si

P(X, — X) = P({w € Q : Xa(w) = X(w)}) = 1.

Idea: Si X, = X, salvo en un conjunto de probabilidad nula se
da la convergencia puntual de X, a X.

Nota: Relacion entre los modos de convergencia
— Xy S X = X, — X.

Xy 5 X = X, =3 X.

X, <5 X == X, ™5 X.

- X, ™A X = X, S5 X

Javier Carcamo Pl. Tema 6: Teoremas limite



1. La Ley de grandes nimeros

Convergencia casi segura

Sea X, X1, Xo, ... variables aleatorias. Decimos que X, converge
a X casi seguramente o con probabilidad 1, y escribimos
Xn =2 X, si

P(Xp — X) =P({w € Q: Xp(w) = X(w)}) =1.

Idea: Si X, =% X, salvo en un conjunto de probabilidad nula se
da la convergencia puntual de X, a X.

Teorema: Ley fuerte de grandes niimeros (Kolmogorov)

Sean Xi, Xo, ..., variables independientes con igual distribucién y
media p. Se tiene

Sn C.S.

— Wy, N — 00

n

Nota: La Ley fuerte de grandes nimeros es uno de los resultados
md&s importantes de la Teoria de la probabilidad.
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. La Ley de grandes nimeros

Resumen de las ideas principales
e Existen diferentes modos de convergencia de una sucesién de v.a.

e Los modos de convergencia fuertes son: convergencia casi segura
(principalmente) y convergencia en media cuadrética. Los modos
de convergencia débiles son: convergencia en probabilidad y sobre
todo convergencia en distribucién (siguiente punto).

e La ley fuerte de grandes niimeros asegura que la media
(aritmética) de una sucesién de variables independientes y con igual
distribucién (iid) converge con probabilidad 1 a i (media
poblacional).

o Esto resuelve el problema introductorio y confirma las simulaciones.
La ley fuerte de grandes niimeros para variables de Bernoulli afirma
que si X1, X2, ... son independientes y B(1; p), entones

Sn B X1+ -+ X,

—> p, casi seguramente.
n

n

e Al realizar experimentos sucesivos e independientes, el porcentaje de
veces que acaece un suceso de probabilidad p serd aproximadamente
el p x 100 %. De esta forma se recupera la definicién frecuentista de
la probabilidad.
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2. El Teorema Central del Limite

Convergencia en distribucién

Sea X, X1, Xo, ... variables aleatorias y sean F y F, las funciones
de distribucién de X y X, respectivamente. Decimos que X,

converge a X en distribucidn, y escribimos X, N X, si
Fn(x) = F(x), paratodo x € Cr, n— oo,

donde Cr es el conjunto de puntos de continuidad de F.

Idea: Si X, — X, la probabilidad de {X,, < a} (a constante) es
parecida a la probabilidad de {X < a} (cuando n es grande).

Pregunta: jPor qué no Vx € R en la definicién anterior?

Observacion: Si X, =1/n cte. y X = 0 cte. Es razonable esperar
que X, — X en cualquier modo de convergencia.

0 si 0 0 six<O0
F(x) = s! =% y Fn(x) — s! =" ho es fud.
1 six>0,
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2. El Teorema Central del Limite

Nota: Las convergencias casi segura y en media cuadratica se
llaman modos de convergencia fuertes (sobre todo la
convergencia c.s.). Las convergencias en probabilidad y en
distribucién se denominan modos de convergencia débiles (sobre
todo la convergencia en distribucién).

Esquema de las relaciones mutuas
Casi segura

’P /l, Probabllldad — Distribucion

Media cuadratlca
Modos fuertes Modos débiles

Nota: Los reciprocos de las anteriores implicaciones no son ciertos
en general.
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2. El Teorema Central del Limite

Idea: Una variable que es el resultado de la suma de muchos
efectos independientes entre si sin que ninguno domine al total es
aproximadamente normal.

El Teorema Central del Limite (TCL)

Sean Xi, Xp, ..., variables independientes y con la misma distribu-
cién de probabilidad tal que EX; = p, VarX; = 02 >0 (i >1).
Entonces, si S, = X1 + --- + X,,, se tiene
Sn—np
oy/n

Nota: El TCL es uno de los resultados cldsicos mas importantes de
la Teoria de la probabilidad.

L2, Z~N(0;1) (n1o0).

Javier Carcamo Pl. Tema 6: Teoremas limite



2. El Teorema Central del Limite

Observaciones importantes sobre el TCL

e Cuando n es grande, el TCL asegura que

X1+ -+ Xy~ N (nu;04/n)  (en distribucién). J

e En general, n se considera “grande” a partir de 30, n > 30.
Sin embargo, esta regla genérica para una “buena
aproximacién” se debe tomar con cautela ya que depende de
la distribucién de partida (como veremos enseguida).

o Importante: No se impone ninguna hipdtesis distribucional
sobre las X; salvo que tengan segundo momento finito. El
resultado es valido para cualquier distribucion (discreta o
continua) verificando estas condiciones.

o Para calcular probabilidades de cualquier suma (grande) de
v.a. i.i.d., es suficiente aproximar la suma por una variable
normal y utilizar las tablas de probabilidad de la normal.
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2. El Teorema Central del Limite

El Teorema Central del Limite (TCL)

Sean X1, Xy, ..., i.i.d. tal que EX; = pu, VarX; = 02 > 0 (i > 1).
Entonces, si S, = X1 + -+ + X, se tiene

Sn_n,u D .
o/ — Z ~N(0;1) (n1 o0).

Idea de la demostraciéon del TCL
Para demostrar el TCL (y otras versiones mds generales) se utilizan
f.c. El siguiente resultado es clave.

Teorema de continuidad de Lévy-Cramer

Sean Xi,X5,... v.a. con fd. Fi, Fp, ... yfc o1,00,....
Supongamos que

(a) Existe limp_00 on(t) = @(t).

(b) La funcién ¢(t) asi definida es continua en t = 0.

Entonces, ¢ es la f.c. de alguna v.a. X y X, D x.
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2. El Teorema Central del Limite

Ejemplo: La demanda diaria de un producto tiene media 30 y
desviacion tipica 6. Supuesta la independencia de la demanda de
cada dia respecto de los restantes:

(a) iCudl es la distribucién (aproximada) de la demanda en un
periodo de 182 dias?

(b) iCudl es la probabilidad de que en 182 dias, el ndmero de
unidades demandadas supere 6370 unidades?

Observaciones importantes:

e La variable aleatoria demanda es una variable discreta que
toma los valores 0,1,2,... (Muy distinta de la normal.)
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2. El Teorema Central del Limite

El Teorema de De Moivre-Laplace establece una aproximacién normal
de la distribucién binomial. Es un caso particular del TCL.
Histéricamente, primero se mostré este resultado antes de obtener el
TCL en su versién general.

El Teorema de De Moivre-Laplace

Sean Xi,...,X,,... v.a. independientes con la misma distribucidn
de probabilidad de Bernoulli B(1; p). Entonces:

_SnT P D N:1) (ntoo),

np(1 — p)
donde S, = X1 + - - - + X, ~ B(n; p) (Binomial).

Observaciones:
e Cuando n es grande, B(n; p) =~ N (np; np(l— p)) (en
distribucién).
e Cuando n es grande, podemos calcular probabilidades
binomiales mediante la aproximacién a la normal.
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2. El Teorema Central del Limite

El Teorema de De Moivre-Laplace

B(L05)y N(0505:05)| |B(205)y N(2:05V2:05:05)]
0.8] -

s I

-10 05 05 10 15 20 -1

Sy
3
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2. El Teorema Central del Limite

El Teorema de De Moivre-Laplace

|B20,05) y N(20:05,v2005:05)] |B30,0.5) y N(30:05,y30:05:05) |
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2. El Teorema Central del Limite

El Teorema de De Moivre-Laplace

|B1:0.9)y N©9,V(09-01)) |
-\ 0.30
12 " Y
7\ 025

\
oo\

]
I
]
]
7

J
Ve

| B(20;0.9) y N(20+0.9,/(20+0.9%0.1) )|

L
05 10 15 20 25 30

|B(300.9) y N30:0.9,y/(30+09+0.) )|

5 10
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2. El Teorema Central del Limite

El Teorema de De Moivre-Laplace
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL

(1) Caso general: En general, n se considera grande a partir de
30. Es decir, sin > 30y Xi,..., X, son v.a. independientes y
con igual distribucién con media i y desviacién tipica o > 0,
entonces

X1+ -+ Xy~ N(n,u;aﬁ).

(2) Caso binomial: Si S, ~ B(n; p) y queremos calcular

P(S, < k) (ke {0,...,n}).
(2.1) Si ny p estan en las tablas o la probabilidad es ficil de
calcular computacionalmente, se calcula directamente.
(2.2) Si ny p no estan en las tablas o su célculo es delicado:
- Sin>30,7<0,1ynm <18 (con w: min{p,1 — p}),
entonces se utiliza la aproximacién de Poisson
Sn =~ P(np).
- Sin>30y0,1<p<0,9, se utiliza el TCL

S, ~N (np; np(l — p)) .
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Caso binomial

Ejemplo: Conocemos que el 70 % de los usuarios del metro
utilizan bonometro.

(a) Si cogemos una muestra de 15 viajeros, jcudl es la
probabilidad de que al menos 8 de ellos tengan este tipo de
billete?

(b) Si tomamos una muestra de 10 personas en 15 estaciones,
icudl es la probabilidad de que sean menos de 95 los viajeros
que no disponen de bonometro?
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Distribucién de Poisson
Si Y ~P(\) con A > 5, entonces Y ~ P(A) = N(X; VA).

P(0.5) y N(0.5,Y0.5) P(L)y N@,V1)

o ey
Y
\
A
1
\
ll '\‘
4
4 E_
Rt ; ‘ -’ LT e
-2 -1 t 1 2 3 4 -2 2 4 6

PG3)y N(3,V3) PG)y NG,V5)
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Distribucién de Poisson
Si Y ~P(\) con A > 5, entonces Y ~ P(A) = N(X; VA).

P(6)y N(6,V6) P(10) y N(10,v'10)
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Distribucion de Poisson
Pregunta: j Por qué X; ~ P(1) =~ N(1;1)?
X1~ Y1+ -+ Yigo, con Y; ~ P(l/lOO) ind.

P(1) y N(1,V1)
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Distribucién de Poisson

Ejemplo: Un supermercado tiene tres puertas de entrada. Se
supone que el nidmero de personas que acuden diariamente por
cada una de las puestas son independientes y siguen una
distribucién de Poisson de medias 200, 150 y 50, respectivamente.

(a) iCudl es la distribucién del nimero total de personas que
entra diariamente?

(b) iCual es la probabilidad de que en 200 dias la afluencia de
personas supere la cifra de 402607
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Distribucion exponencial
Si Xq, Xz -+ ~ Exp(1) independientes, S, ~ N(n;+/n) (n grande).

Exp(1=1) y N(1,V1) Exp(A=2) y N(2,Y2)

1.0
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2. El Teorema Central del Limite

Aplicaciones del TCL: Distribucion exponencial
Si Xq, Xz -+ ~ Exp(1) independientes, S, ~ N(n;+/n) (n grande).

|Expa=20)y N(20.V20) | |Expa=30)y N(30.V30) |

30 40

EXp=50) y N(50.v/50) | EXp(1=100) y N(100.v/100) |
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