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4 Aplicaciones lineales

4.1 Aplicacién lineal

Sean V'y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (en general, R o C). Una aplicacién
f + V. — W se llama aplicacién lineal u homomorfismo si

o flu+v)=f(u)+ f(v),Vu,veV.
e f(au) =af(u), vueV, Va e K.
Estas dos condiciones son equivalentes a la tnica condicion:

flau+pv) = af(u)+Bf(v), VuveV, Va,feK

4.2 Ejemplos

1. Las siguientes aplicaciones, f : R?> — R?, son aplicaciones lineales:

(a) Homotecia: f(u) = Au, con X € R.
(b) Proyeccién: f(z,y) = (z,0).
(c) Simetria: f(z,y) = (z,—y)
2. Si A € Mpyxn(R), la aplicacién f : R® — R™ definida por f(u) = Au es una aplicacién
lineal (asociada a la matriz A). Obviamente, para que tenga sentido el producto Au, se

entiende que el vector u se escribe en columna, como se hard siempre que esté implicado
en operaciones matriciales.

1 -1
3. La aplicacién lineal asociada a la matriz A= 1 0 | es f : R? — R? definida por:
-1 2
1 -1 . T—y ¥=x-—y
flz,y) =11 0 ()z x = y=x
-1 2 y —z+ 2y 2= —x+2y

4.3 Propiedades
Si f:V— W es una aplicacién lineal, se cumple:
1. f(0)=0.
2. f(-u) = —f(u).
3. S subespacio vectorial de V= f(.5) es subespacio vectorial de W.

4. T subespacio vectorial de W == f~1(T) es subespacio vectorial de V.

4.4 Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Si f : V — W es una aplicacién lineal, se llama imagen al subespacio vectorial Im f = f(V),
y niticleo al subespacio vectorial Ker f = f~1({0}).
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4.5 Definiciones

Una aplicacién lineal (homomorfismo) se llama monomorfismo si es inyectiva, epimorfismo
si es sobreyectiva, e isomorfismo si es biyectiva. Cuando los espacios inicial y final coinci-
den, la aplicacién lineal y el isomorfismo se suelen llamar endomorfismo y automorfismo,
respectivamente.

4.6 Condicion necesaria y suficiente de monomorfismo
Sea f : V — W es una aplicacién lineal. Entonces
f es monomorfismo <= Ker f = {0}

Demostracién:
(=) Si f es inyectiva, entonces:

f(w)=0= f(u) = f(0) = u=0

luego Ker f = {0}.
(<) Inversamente, si Ker f = {0}, entonces

f)=fv)= flu-v)=0=u—-v=0=u=v
luego f es inyectiva.
4.7 Dimension del subespacio imagen
Sea f : V — W es una aplicacién lineal. Si B = {vy, va,...,v,} es una base de V, entonces
Im f=L{f(v1), f(va),...,f(vn)}) ¥, en consecuencia dimIm f < dimV

Demostracién: Siw € Im f, existe v = (z1,22,...,2,)5 € V tal que

w=f(v)=f (Z ﬂﬁivi) = inf (vi)
i=1 i=1
luego w € L({f(v1), f(va),..., f(vyn)}). Inversamente, si w € L ({f(v1), f(v2),...,f(Vva)}),

entonces
n n n
w = Zaif(vi) =f (Zaiw) y V= Z%‘Vz' eV
i=1 i=1

=1

luego w € Im f.

4.8 Determinacion de una aplicacion lineal

Si B = {vi, va,...,Vv,} es una base de V' y {w1, wa,...,w,} son n vectores cualesquiera de
W, entonces existe una tUnica aplicacién lineal f : V — W tal que

fvi)=w; ,paral <i<n
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Demostracién: Para cada v =", z;v; € V se define

f(V) = Z TiW;
i=1

Es facil ver que f es aplicacién lineal y que f(v;) = w;, para 1 < i < n. Ademds es tnica, pues
sig : V. — W verifica la misma condicién, entonces

g(v)=g (Z inVz') = mig(vi) =Y wmiw; = f(v)
i=1 i=1 i=1

4.9 Observaciones

Si f : R™ — R™ viene definida por f(u) = Au, A € M,,x»(R), entonces
e Ker f son las soluciones del sistema homogéneo Au = 0.

e Si B={ey, e2,...,e,} es la base candénica de R", entonces

Im f = L({f(e1), f(e2),..., f(en)}) = L({e1, €2,..., €n})

donde c¢; es la columna i-ésima de la matriz A.

4.10 Ejemplo

1 0 1
Si f : R? — R? es la aplicacién lineal asociada a la matriz A= [0 1 0 |, entonces
1 11

Im f =L ({(1,0,1),(0,1,1),(1,0,1)}) = L ({(1,0,1),(0,1,1)})
Kerf={u: Au=0}=L({(1,0,-1)})

ya que
101 101 =\
01 0]—(010]=<{y=0 , A eR
111 000 2= -\

4.11 Matriz de una aplicacion lineal

Como se ha visto, una aplicacién lineal f : V — W queda univocamente determinada por las
imégenes de los elementos de una base By = {v1, vo,...,v,} de V. Si By = {wy, wo,..., Wy, }
es una base de W, y

m
f(Vj):ZaijWi , 1<j<n
i=1
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entonces la imagen de cualquier u = (z1,22,...,2,)p, € V, expresada en la base By de W, es
n n n m m n
Fa)=F D apvy | =D aif(vi) =D a ) aywi=) aijzj | Wi
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
n . .
Zj:l 15T ajp a2 - Qlp 1
n
Do a2 a1 G2 - a2 T2
=1"43%) n
= = =1 . . . . | = Au
n
Zj:l Amj Ly Aml am2 " Gmn In

donde las columnas de la matriz A € M,,«,(R), llamada matriz de la aplicacién respecto
de las bases By y Byy, son las coordenadas en la base By de las imagenes de los vectores de la
base By. Se suele indicar A = M (f, By, Bwy).

Fijadas las bases By y By, a cada aplicacion lineal le corresponde una matriz y viceversa.

En el caso particular de que V. = W y que la base B en ambos es la misma, se indica simplemente

A= M(f,B).

4.12 Ejemplo

La expresién matricial de la aplicacién lineal f : R* — R? definida, respecto de las bases
candnicas, por
f (':Ula €r2,T3, CC4) = (.Tl + Ty4,T1 + x9 + xr3,T1 + 29 + .%'3)

es
100 1\ ("
{5
flay ez, e3,00) = |1 11 0) {7
1110 3
T4
Para hallar el nicleo, se resuelve el sistema:
Tl — «
_ _ r1+24=0 T9 = f3
f<u)_Au_0:>{$1+xg+x3:0 — x3=—0— 3 , o, fER
Ty =—«

de donde Ker f = {(1,0,—1,—1),(0,1,—1,0)}. La imagen es

Im f =4{(1,1,1),(0,1,1),(0,1,1),(1,0,0)} = {(1,0,0),(0,1,1)}

4.13 Dimensiones de la imagen y el ntcleo
Si f:V — W es una aplicacion lineal, entonces

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim V'
Demostracién: Sean dimV =n, dim(Ker f) =r <n,y

By ={vi,...,v,} una base del Ker f

B={vi,...,V,,Vy41,...,V,} una base de V

Entonces By = {f(vy4+1),..., f(vn)} es una base de Im f, ya que
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e B es un sistema de generadores:

welmf=w=f(v) conV:inviEV
i=1

—w=f(v (Z%W) =Y wif(vi)= Y wif(vi)
i=1

i=r+1

e B es linealmente independiente:

Zn: aif(v) = (Z alvz>—02 Z a;v; € Ker f = Z Oész—Z (—a) v

i=r+1 1=r+1 1=r+1 1=r+1 =1

n
:>Zain‘:0:>Oéz‘=0, 1<i<n=0a;=0, r+1<:<n
i=1

Por lo tanto dim(Ker f) + dim(Im f) = dim V.

4.14 Rango de una aplicacién lineal

Si A es la matriz asociada a una aplicacién lineal f : V — W, respecto de las bases By y By,
entonces, puesto que el nicleo es el espacio de soluciones del sistema Au = 0, se ha de cumplir
que

dim(Ker f) =dimV —rg A = dim(Im f) =rg A

Luego el rango de cualquier matriz asociada a f (respecto de bases cualesquiera), que se llama
rango de la aplicacion lineal, ha de ser constante e igual a la dimension de la imagen.
4.15 Proposicion

Sif:V — W es una aplicacion lineal con dimV = dim W = n < oo, entonces
f es isomorfismo <= f es monomorfismo <= f es epimorfismo
Demostracién:

f es epimorfismo <= dim(Im f) = dim W = n <= dim(Ker f) = 0 <= f es monomorfismo

4.16 Composicion de aplicaciones lineales

Sif:U—Vyg:V — W son aplicaciones lineales, entonces go f : U — W es aplicacién
lineal, y

M(gofaBUvBW) = M(ngV7BW) 'M(vaUaBV)
Demostracién: Sean A = M (g o f,By,Bw), B = M(9,By,Bw) y C = M(f,By,By).

Entonces

(9o f)(up,) =g(f(up,)) =g ((Cu)Bv> — (BCu),, — A= BC
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4.17 Ejemplo
Sif:R?—R3yg:R>— R? vienen definidas por

1 -1

10 1\ ("
f(xay) = 0 -1 <x> g(x,y,Z) = < > )
1 Y 01 0 .

respecto de las bases canénicas, entonces go f : R2 — R?y fog : R? — R3 vienen definidas
por

1 01 B x 0 0 x 0
=63 (8 )06 20
1 -1 10 1 T 1 -1 1 T r—y+z
foglz,y,z) = 0 -1 (0 1 0) yl=(0 -1 0 y| = -y
-1 1 z -1 1 -1 z —x+y—=z

respecto de las bases candnicas.

4.18 Matriz de un cambio de base

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sean
!/ / /
B={vy,...,v,} y B:{vl,...,vn}

dos bases de V. La aplicacion que hace corresponder a cada vector u € V' en la base B el mismo
vector expresado en la base B’ es la apl8icacién identidad:

Id:vE —v¥F
uB—>uB/:AuB

donde A € M, xn(R) es la matriz cuya columna i-ésima es la imagen de v;, es decir las coorde-
nadas de v; en la base B'.

Puesto que esta aplicacién es un isomorfismo, rg A = n y la matriz A es regular. Su inversa A~!
es la que pasa de las coordenadas respecto de B’ a las coordenadas respecto de B. Resumiendo:

A:M(IdevB/):(<V1)B’7---a(vn>3’) y Aup=up
A :M(IdaBlvB) = ((Vll)Bw"ﬂ(vl)B) y A_luB/ = up

4.19 Ejemplo

Si en R? se considera la base canénica B. = {e},es,e3} y la base
B={v1=(1,0,—-1),vo=(0,1,2),vs = (1,1,0)}

entonces

1
A=M(Id,B,B,)= | 0
-1

y up, = Aup

N = O
(= S
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De esta manera, si u = (3,2, —1) g, entonces

1 01 3 2
ug, =0 1 1|[2]|=]1
-1 2 0 -1 1
es decir u = (2,1,1)p, = (2,1,1). Ademas:
2 -2 1
A'=MUId,B.,B)=1 -1 1 y up=A"lup,
-1 2 -1

de donde e] = (2, 1,—1)3, €y — (1, —1, 1)3 y e3 = (—1,2,—1)3.

4.20 Cambios de base en una aplicacién lineal

Sea f : V — W una aplicacién lineal cuya matriz, respecto de las bases By en V' y By en
W, es A. ;Cudl es la matriz de f respecto de nuevas bases B{, en V' y By, en W?

Sean P = M(Idy,B{,,By) y Q = M(Idw, By, By) las matrices del cambio de base en V' y
W, respectivamente. Observando el diagrama

vBv A wBw

- e
VB(/ C WB{/V

se deduce que
C=M (fa B{/vB{/V) = Q_lAP
4.21 Ejemplo

Sea f : R® — R3 la aplicacién lineal que respecto de la base canénica B, tiene asociada la
matriz

1 0 2 1 0 2 T
A=M(f,B.,B.)=M (f,B.)=1|1 —1 3], esdecir f(z,y,2)=|(1 -1 3 Yy
1 1 1 1 1 1 z

1. ;Cudl es la matriz de f respecto de la base
B={vy=(1,0,—-1),vo=(0,1,2),vs = (1,1,0)} ?

Se construye el diagrama

A

3\ B 3\B¢
(R%)Pe ——— (R?) 1 01
TP lp—l donde P =M (Id,B,B.) = 0 11
-1 2 0

(R?’)B ¢ (]R?’)B

y entonces

2
C=M(f,B,B)y=M(f,By=P'AP=(1 2 3
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es decir, que si u = (z,y, z) g entonces su imagen, también expresada en la base B, es

2. (Cual es la matriz de f respecto de la base B en el espacio inicial y la base candnica en el
espacio final? Siendo I la matriz identidad, el nuevo diagrama, y la matriz buscada, son
R)P Lo (R 1

Tp ll de donde D = M(f,B,B,) =IAP = AP = [ -2
0

W Ut
O =

(RS)B D (RS)BC



