Los nimeros complejos.
C es R? con las operaciones:

(w1, 91) + (72,2) = (21 + 22,91 +Y2)
a(ry,y1) = (azy,ay1),a €R

(3717 yl)-(mza y2) - (551502 — Y192, T1Y2 + 3/196‘2)

Los puntos (0, y) integran el eje imaginario y los puntos (z, 0)
el eje real.

Notaciones: (x,0) ~ z; (0,1) ~4; (z,y) = x + iy.a*> + b*

Observaciones:

- i = —1, entonces (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + i(ad + bc)

~-a+bi=cH+di<=a=cb=d

-z=a-+bi,a=Rez,b=Imz

-Siz € Ces z # 0, entonces existe 27! € C tal que z.27! = 1.
Si 2 = a + bi, entonces z ! a ib

= — Como consecuencia
si w # 0, entonces = = zw e C.

a?+b?>  a?+b?

Propiedades.
Aditivas:
z+w = w+z
z+(w+s) = (z4+w)+s
240 = 2
z24+(—2) = 0
Multiplicativas:
2w = wz
(zw)s = z(ws)
lz = 2

22l = 1siz#0



Distributiva:
z(w+s) = zw + zs

Las propiedades anteriores nos permiten afirmar que C es un
cuerpo.

Raices cuadradas.
Si z € C, entonces existe w € C tal que w? = z.

D) Sea z = a + bi. Planteamos la ecuacion
w = x + 4y con (x + iy)? = a + bi

es decir,
22—yt =a;2zy =10

Elevando al cuadrado
(x2 . y2)2 _ a2;4a:2y2 B2
de donde concluimos que

5  a++Va?+b?

T =
2
Si llamamos o = 4/ &a+0 VSQ*bQ y [ = 4/ —&tvatt VQ“ZH)Q resulta:

Sib > 0, entoncesr=aey=Loxr=—aey=—0

Sib < 0, entoncesr =aey=—-For=—-aey=_



Corolario.
Toda ecuacion del tipo az®> + bz + ¢ = 0,con a,b,c € C tiene

soluciones
[—b + Vb2 — 4ac]

2a

z =

Observacion: C es el "mds pequeno" de los cuerpos que
contienen a R y en los que toda ecuacién cuadréatica tiene solu-
cion.

Representacion polar.
Si z = a + bi,llamaremos médulo de z al nimero real |z| =

r=+va?+ b
Si 0 es el dngulo entre el vector z y el eje real positivo, que
llamaremos argumento de z, 0 < # < 2m, se verifica

a = rcosf,b=rsind,a+bi =r(cosf +isinh),0 = arg z,

(representacién polar).

Observaciones:
- Una vez fijado un intervalo [a,b) de longitud 2w, cada z
tiene un unico argumento perteneciente a ese intervalo.

- |z122] = || |22] ¥ arg(2122) = arg(z1) + arg(z2) () ya que

e — i [cos 01 cos Oy — sin 0y sin O] + B
P27 P02 G cos 6 sin 6y 4 cosBasin 6] )

=T1T92 (COS (91 + 02) + 2 sin (01 + 02))

(%) Si arg(z1)+arg(zs) se va fuera del intervalo asignado para
los argumentos, tenemos que ajustar arg(z;) + arg(zs) a través
de un multiplo de 27 para hacer caer el argumento del producto
dentro del intervalo asignado.

Ejemplo.



Intervalo elegido [0,27). 2z = —1;20 = —i;arg 23 = m;arg

3.

29 = ) ; R1R9 = Z, a,rg(2122> = % y arg(zl) + arg(z2) — o + %
Luego escribiremos:

arg(z129) = arg(z1) + arg(zz) (mod 2m).

Foérmula de Moivre.
Si z =r(cos +isinf) y n € N, entonces

2" =1r" (cosnb + isinnb)

D) Es inmediata por induccion.

Raices n-ésimas.
Dado w € C se trata de resolver la ecuacién z" = w. Si
w =r(cosf +isinf)y z = p(cost + isine)), entonces

2" = p"(cosnyp +isinny) ; pt =r=|w|l ;np=0+2kr, k€ Z

.Entonces

2= {cos (Q—%%—W) + i sin (QJr%—W)]
noon non

Cada valor de k da un valor de z. tenemos n—raices asociadas
a los valores de k = 0,1,2,..., (n — 1).

Ejemplo.

Si 22 = 1, obtenemos 2 = 1; 20 = —1/2 4+ i\/3/2; 23 =
—1/2 —i/3/2. Tres raices"uniformemente distribuidas" en el
circulo unidad.

Conjugacién.
Si z = a + bi, definimos Z = a — bi (conjugado de 2)
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Propiedades.

21+ 2 = 21+ 2
217 = 1%
(ﬁ) Zlogi 2y £ 0
Z9 29
— 2 . —1 z
2Z |z|”. Luego si z # 0, 2 :‘7
z
z z+=z€cR
zZ+z zZ—Z =
Rez = 5 Imz = 5 Z=z
Propiedades del médulo.
(@) [ = [2]|7]
(it) Siz # 0, entonces |z/2'| = |z| /||
(1i1) —|z| < Rez <|z|;
—|z| < Imz<|z];
[Rez| < [z];[Imz] < [2|
(iv) [z] = 7]
(v) |z+2] < |z +|7];
2] = 1&]] < |z =7 (1)
(Vi) |z1wy + e zpwy| <

VAl + o+ Lzl f o + .+

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

D) Todas las demostraciones son triviales excepto la (v) y la

(vi).



Prueba de (v).
242 = (z+2)(z+72) =|z]*+ |2+ 2Re(27) <
< 2P 4202 12+ 12T = (1] + 1)

Por otra parte

2] = |z =2+ 2 < || +]z -7

2 = [ =2tz <zl + |z =7

Luego
Iz = ]| < |z — 2]

Prueba de (vi).
Supongamos que no todos los wy son cero. Sea

n n n
2 2
”U:Z\zk\ ;t:Z|wk\ ySZszwk
k=1 k=1 k=1

Consideremos

C: _— —
w2+ o w Pt

Desarrollando la expresion

n

Z\zk—cw_k|2 >0

k=1



obtenemos

n

> o e

k=1

.Teniendo en cuenta que

obtenemos

es decir

con lo que concluimos la prueba.

Meétrica en
La funcion d
métrica origina

n n
= v+|c|2t—cszwk—Eszwk:
k=1 k=1
9 |s|? Ss
= v+ |c| t—QRe(Es):v+T—2Re7
3s = |s] € R,
v+ﬁ—2ﬁzv—ﬁ>0
t t t —
s> < vt
C.
(z,w) = |z —w| es una distancia en C. Esta

la topologia usual y ya es conocido para todos

nosotros el manejo de los conceptos de convergencia de suce-
siones, limites de funciones definidas en dominios de C, con-
tinuidad, compacidad etc.

La completitud de C con esta métrica es obvia ya que se
deduce de la propia completitud de R si tenemos en cuenta que:

(z,) converge en C <= Re z, e Im z,, convergen en R.

En caso de convergencia

lim,z, = lim, Re z,, + ilim,, Im z,.

Compacidad.

(C,d) es un

espacio métrico. Luego un subconjunto K es

compacto si, y sélo si, toda sucesion de elementos de K admite
una subsucesién convergente hacia un punto de K.



Es importante, ya que lo manejaremos frecuentemente, recor-
dar que en C un subconjunto K es compacto si, y sélo si, K es
cerrado y acotado.

Ademsds, y como corolario, tenemos el siguiente resultado:

Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Cada sucesion acotada de niimeros complejos admite una sub-
sucesion convergente.

Compactificacion del plano complejo. El plano am-
pliado.

(C,d) es un espacio métrico completo pero no es compacto.
Vamos a proceder a compactificarlo.

Sea Y la esfera de Riemann, es decir,

1\* /1)
Z: {(:cl,xg,scg) L x4+ a3+ (%3—5) = (5) } C R®.

La proyeccién estereografica (z,y,0) del punto (xy,x,z3) #
(0,0,1) de la esfera es:
L1 L2

Tr =
e

:1—1'3.

Esta proyeccién es una aplicacién biyectiva entre >\ {(0,0,1)}
y C. (Hacer el dibujo correspondiente).

Una sucesion (21y, Tan, £3,) en >\ {(0,0,1)} converge hacia
(0,0,1), en la métrica usual de R? si, y sélo si, la sucesién de
proyecciones z, en C verifica |z,| — 0.

Extendemos la proyeccién estreogréfica haciendo correspon-
der al punto (0,0, 1) el punto co que anadimos a C. Obtenemos
asf el plano ampliado C = C U {oo}. La topologia de C viene
descrita a través de las bases de entornos de cada uno de sus pun-
tos. Las bases de entornos de los puntos z € C son lasmismas
que en (C,d). es decir, discos de la forma {D(z,r) : r > 0}. La
base de entornos de oo es {D(oco,r) : r > 0} donde D(oco,r) =



{z € C:|z| >r}U{oc}. Ahora ya damos sentido a expresiones
del tipo:

(z) C C con (z,) — oo

A~

lim f(z) para funciones f : C— C
Z—00

Observacion.

Si en la proyeccién anterior

(Z’l,xg,l'g) — Z
(2, 9, 75) «— 2

~

definimos d(/z\, 2') =distancia euclidea entre (1, 9, x3) y (2}, x4, 4),
resulta que d |ces una métrica equivalente a d y
( C,d) es un espacio métrico completo y compacto.

Repaso sobre convergencia de sucesiones y series.
Recordemos las siguientes definiciones, conceptos y relaciones:

Vamos a considerar siempre sucesiones y series de nimeros
complejos.

Def .-

(2n) — 2 <=4ep Ve >0,ANeN:n >N = |z, — 2| <€

Def .-

(0.¢]
Z 21, es convergente <45 3s € C: (s,) = (Y 2) — s
k=1 k=1

3

En este caso escribiremos

(.¢]

E Zn = S

n=1



Def .-

(2,) es de Cauchy <=>4.f Ve > 0,IN € N:p,g > N = |2, — 2| < €.

Otra forma de escribir lo anterior es:

(2n) es de Cauchy <= g.¢

Ve>0,INeN:n>N=Vp=0,1,2,..., |2, — zn1p| <€

La completitud de C nos permite afirmar:

(z,) es convergente <= (z,,) es de Cauchy

Criterio de Cauchy:

00
E Zl €S convergente <~
k=1

n+p
Ve>0,ANEN:n>N=Vp=12..| > z|<e
k=n+1
Convergencia absoluta.
Def .-
o0 o0
Z 2, converge absolutamente si Z |z1| es convergente
k=1 k=1
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El Criterio de Cauchy nos dice que

Convergencia absoluta = Convergencia

Modos de convergencia en teoria de funciones.

En los préximos capitulos veremos como los procesos de limite
nos permiten obtener nuevas funciones holomorfas ademas de los
polinomios y funciones racionales.

En este capitulo vamos a considerar siempre X C C, no vacio,
y (fn) una sucesién de funciones definidas en X con valores en

Convergencia puntual.

Def .-

(fn) converge puntualmente en A C X si Vz € A, Ilim(f,,(2))

En este caso la funcién limite puntual es

f(z) = Tm(fu(2), = € A

Observacion. Incluso en funciones reales, la convergencia
puntual no garantiza buenas propiedades en la funcién limite.
Por ejemplo (2") — f(x) en [0, 1], donde f(z) =0, siz € [0,1)
y f(z) =1six = 1.( f es discontinua).

pesar de esto, "No conocemos ninguna sucesién simple de
funciones holomorfas en el disco unidad U que sea puntualmente
convergente a una funcién no holomorfa en U ".(Tales funciones
pueden construirse utilizando el Teorema de Runge que nosotros
No veremos en este curso).

Convergencia uniforme.

(fn) — f uniformemente en A C X, f: A — C <4y
Ve > 0,aN=N(e) eN:|f.(2) — f(z)|<e,¥n>N,Vze€ A

11



(0.9]
Z fr converge uniformemente en A C X <=4
k=0

(sn) = <Z fk> converge uniformemente en A

k=0
Notaciones: En lo sucesivo serd de mucha utilidad utilizar las
siguientes notaciones:

[fla = Sup{[f(2)| : z € A}

Si consideramos V' el espacio vectorial, sobre C, definido por:
Vi={f: X —C:|f|, <00}
se verifican las siguientes propiedades:

fla = 0= f|a=0
lcfly = lel[fl4,c€C
f+gls < |flat19la

Con esta notacion

(fn) — f uniformemente en A <= liTILn | fn — f‘A =0

Propiedades.

Si (fn) v (gn) conv. unif. en A, entonces

Va,b € C,(afy +bgn) —unifena (a lim f,, + blim gn>

12



Si (fn) v (gn) conv. unif. en A y lim, f,,lim, g, estan aco-
tadas en A, entonces

lim(f,g,) = <1im fn> (lim gn> uniformemente en A.

n n

Observacién.- Si (f,) € C(X) y (f,) — f uniformemente
en X | entonces f € C(X).

Criterios de Cauchy.

(fn)converge uniformemente en A <=

(fn) es uniformemente de Cauchy en A, es decir,
Ve >0,3N = N(e) e N: |fy, — fuly <€,Vm,n >N

Para series tendriamos:

Z( fn)converge uniformemente en A <

Ve >0,aN = N(e) e N: |fri1(2) + ...+ fu(z)| <e,¥n>m > N, Vz € A
Criterio M-Weierstrass.
Supongamos que existe (M,) C R, M, > 0 tal que | f,| 4 < M,
y > M, < oco. Entonces Y (f,)converge uniformemente en A.
D) Veamos que > (f,,) satisface el criterio de Cauchy en sen-
tido uniforme.

< Z fe(2)] < ZMk

m—+1 m+1

> h(2)

m—+1

Vn >m,Vz € A,

Por otro lado la condicién > M, < oo, nos dice que

Ve>0,IN =N(e) eN: Y My <eVn>m>N,Vze A
m—+1

13



es decir Y (f,,)converge uniformemente en A.

Observacion.
En las condiciopnes del Criterio M-Weierstrass, es obvio que
la serie > (f,) converge absolutamente en A, en el sentido de

que Vz € A, > | fu(2)] es convergente.

Def. > (f,)converge normalmente en X si para todo com-
pacto K C X se verifica:y | fu| < 00.

Si X = B(zp;r) en C, cada compacto K C X esta in-
cluido en B(zp;s) para algin s con s < r. Luego en este caso
> (fn)converge normalmente en X si, y solo si, para cada s con
0 <s<rseverifica ) | falp(,.5) < 00

20;5)

Convergencia uniforme sobre compactos.

(fn)converge uniformemente sobre los compactos de X <= 4.s

Para cada compacto K C X se verifica : (f,)converge uniformemente en K
Andlogo para series.

Z( fn)converge uniformemente sobre los compactos de X <=4.¢

Para cada compacto K C X se verifica Z( fn)converge uniformemente en K

Observacién. Si (f,) C C(X), la convergencia uniforme sobre
compactos de X asegura, tanto en el caso de sucesiones como
de series , la continuidad en X del limite.

Observacion. El criterio M-Weierstrass nos dice que toda
serie normalmente convergente en X converge uniformemente
sobre los compactos de X.
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Ejemplos.
La sucesion (z") converge en cada disco B(0;r),r < 1, uni-
formemente hacia la funcién cero ya que |2"|5 ., = ", pero la

convergencia no es uniforme en el disco unidad U = {z : |z| < 1}.
En efecto si 0 < € < 1, para cada n € N existe un punto z; en
U, por ejemplo zy = {/e, tal que |z|" > e.

Esta situacién es muy comin en la teorfa de funciones holo-
morfas.

La serie g(z) = Y % converge normalmente en el disco unidad
U. En efecto si 0 < r < 1, entonces

Z ‘fN|B(O;7‘) < ZT_?: < rt < oo

Esta serie no converge uniformemente en el disco unidad U.
. . n ,
En efecto, en caso contrario la serie ) %~ deberfa de converger
uniformemente en [0,1). En este caso

Ve >0, AN eN:n>N —=

" P
Veel0,1)yVp=0,1,2,....— + ... +
n

< €
n-—+p

Por otro lado la divergencia de la serie

15



Entonces si tomamos un z préximo a 1 de modo que zV+? >
1/2 | obtenemos
xN' xN#p

W+"'+N+p

Observacion.
Si las series f = > (fn),9 = >_(9n) convergen normalmente
en X, entonces la serie producto de Cauchy

Zp)\aconp/\: Z fM.gZ/

pAv=XA

converge normalmente en X a f.g.
(Verlo)
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