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El cuerpo de los niimeros complejos

Estructura de cuerpo de los niimeros complejos
C={z=(x,y): 2,y € R}
Operacion suma
+: C x C — C definida para (z1,y1), (2, y2) € C como
(1, 91) + (22,92) = (21 + T2, Y1 + y2)

Propiedades de la suma

1. Asociatividad: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23), V21, 29, 23 € C.

2. Elemento neutro, nulo o cero: 3(0,0) € C t.q. (0,0)4+2z = z+(0,0) = 2,Vz € C.

3. Elemento simétrico u opuesto: Vz = (z,y) € C el elemento (—z,—y) =: —z € C
verifica z + (—z) = —z + z = (0,0).

4. Conmutatividad: 2y + 20 = 20 + 21, V 21, 25 € C.

(C,+) es un grupo conmutativo o abeliano )

2/33

1. El cuerpo de los nimeros complejos

Operaciéon producto
-1 C x C — C, definida para (z1,y1), (z2,y2) € C como

(z1,91) - (v2,92) = (¥172 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)
Propiedades del producto

1. Asociatividad: (27 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23), V21, 29,23 € C.

2. Elemento neutro, elemento unidad o uno: 3(1,0) € C t.q.
(1,0)-z2=2-(1,0) =2, Vz € C.

3. Elemento simétrico o inverso: Vz = (z,y) € C* =C\ {(0,0)} el elemento
2

(ﬁ, —ﬁ) =: 27! verifica z - 27 =271 2 = (1,0).

4. Conmutatividad: 2y - 29 = 29+ 21, V21,29 € C.

(C*,-) es un grupo conmutativo o abeliano |
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1. El cuerpo de los nimeros complejos

Distributividad del producto respecto a la suma

V 21, 29, 23 € C se tiene que 21 - (20 + 23) = 21 - 20 + 21 - 23.

(C,+,-) es un cuerpo conmutativo |

Propiedades de (C, +,-)
. El cero y el uno son tinicos.

[y

2. El opuesto de z € C es tinico y el inverso de z € C\ {(0,0)} es tnico.
3. El producto de cualquier nimero complejo por cero es cero.
4. Para todo z € C su opuesto —z es el producto de z por el opuesto de la unidad.
5. Si el producto de dos niimeros complejos es el cero, alguno de los dos es el cero.
Divisiéon de niimeros complejos
z
Si 21,29 € Cy 2z no es el cero, se define he - 21 - z;l
22

Division compleja: propiedades semejantes al caso real. La propiedad 5 se reformula:

C no tiene divisores de cero.
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1. El cuerpo de los nimeros complejos

Relacion entre ntimeros reales y complejos
¢o:R—C
r — (z,0)
1. ¢ es un homomorfismo de cuerpos: Vi, x5 € R
P(z1 + x2) = (21 + 22,0) = (21,0) + (22,0) = ¢(21) + ¢(22),
o(z1 - 22) = (21 22,0) = (21,0) - (22,0) = d(21) - P(22).

2. ¢(R)={(z,0) : x € R} es un subcuerpo de C:

Si 21, 29 € ¢(R) entonces z; = (1,0), 22 = (22,0) con x1, x5 € R y se verifica
21 4 (—22) = (21 — 12,0) € H(R)
21250 = (21,0) - (1/29,0) = (21/72,0) € p(R) \ {(0,0)} si zy, 75 € R\{0}

3. ¢ es una aplicacion inyectiva.

¢ es un isomorfismo de cuerpos entre R y ¢(R) J
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1. El cuerpo de los nimeros complejos

El isomorfismo ¢ entre los cuerpos R y ¢(R) y definiendo la unidad imaginaria
i = (0,1) se puede identificar

z=(z,0) VezeR

ZZ(ﬁ,y) = (l‘,O)—i—(O,y) = <I70>+<071)'(y70)5x+iy

. .. . ] x = Rez parte real de z
Forma binémica de z: z + iy ) ) )
y = Im z parte imaginaria de z

Teorema. El cuerpo (C, +,-) es algebraicamente cerrado’.

Proposicién. En (C,+, ) no existe ningin orden total compatible con su estructura
de cuerpo.

!'Este resultado es el teorema fundamental del Algebra y se podra demostrar cuando se exponga la

teoria integral de Cauchy.
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1. El cuerpo de los nimeros complejos

El cuerpo (C, +,-) versus el cuerpo (R, +,-)

e (R,+,") es un cuerpo conmutativo ordenado y completo, pero no es
algebraicamente cerrado.

e (C,+,") es un cuerpo conmutativo completo y algebraicamente
cerrado.

o (C,+,) es el menor cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a
un subcuerpo isomorfo a R.

e (C,+,-) no es un cuerpo ordenado.
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Conjugado de un niimero complejo
Dado z = x + iy, el conjugado de z es Z = x — 1y.
Propiedades
1. Es un isomorfismo en C
Z1 + Z9 = 21 + 22
m=21~§2 Vzl,ZQE(C

Zl/ZQ = 21/22

|

2. Z = z para todo z € C.
3. Z=2zsiysolosi z eR.
zZ+Zz zZ—Z
4. Rez = yImz:T, VzeC
i

2

La aplicacién conjugado, z — z, es un isomorfismo del cuerpo C que
deja fijo cada niimero real y, por tanto, al subcuerpo R
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2. El espacio vectorial normado de los niimeros complejos

A(p-z)=N-p)-z, VipeR y VzeC
Si-:RxC—C 1l-z2=2,VzeC
(A,z)—))\-z:> A(z1+2) =214+ X209, VAER y Vzy,20€C
A+p)-z=Xz+pu-z, VAueR y VzeC

(C,+,-) es un espacio vectorial sobre el cuerpo (R, +, )J

Representaciéon grafica de vectores y su suma
Y . Y I,
Z=Xx+1Y 2t

ilm z=1y|
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2. El espacio vectorial normado de los niimeros complejos

Médulo de un niimero complejo
Dado z = = + iy, el médulo de z es |z| = /2% + 2. Y

Propiedades ilmz=iy
1. |z] >0, Vz € C. Ademas, |z| =0<= 2z=0.

Rez < |Rez| < |7
Imz < |Imz| < |z|

3. |z|=|z|=| -2, Vz €C. Rezox

4. |z|* = z-z, Vz € C. En consecuencia, 27! = z/|z|?, Vz # 0.

2)=Cebyeye

2. }VZEC.

|21

|Z2|'

21

5. Dados z1, 29 € C, se tiene |21 - 29| = |21] - 22| y si 29 # 0,

En particular, [A-z| = |\ - |z], VAER y Vz € C
6. Desigualdad triangular: |2y + 25| < |21| + |22/, V21,2 € C.

7. Desigualdad triangular inversa: |z; — 2zo| > ||21] — |22||, V21,20 € C.
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De las propiedades 1, 5 y 6 resulta:
La aplicaciéon z — |z| define la norma euclidea en el e. v. (C,+,-) |

La métrica asociada a la norma euclidea en C, métrica euclidea, es

1.d(z1,29) >0, Vz1,29 € C.
d(z1,29) =0 <= z; = 2
2.d(z1,22) = d(22,21), V21,220 € C
3.d(z1,22) < d(21,23)+d(z3,22), V21, 29,23 € C

d:CxC—R
(21,22) — d(21,22)=|21—22| ——

C y R? son e. v. normados equivalentes: (C,+,-,||) =~ (R? +,-, || |l2)
C y R? son espacios métricos equivalentes: (C,d) ~ (R?,d)

donde || ||2 ¥ do denotan la norma y la métrica euclideas en R?, y - el producto por
escalares.
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Formas polar y exponencial de un nimero complejo
Coordenadas polares Y sty
Siz==xz+iy € C*=C)\ {0} son coordenadas polares de z
los ntimeros reales: p € RY = {z € R: 2 >0} y 0 € R tales que
p y=psend
‘x =pcosl e y= psen@‘
b/Ne
e p = |z| = distancia del punto z al origen. L \ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —X
. . .. x=pcosO
e # = un angulo entre el eje real positivo y el vector z
Coordenadas polares (p,0) de z = = + iy € C*
z#0 x=0
p=Vr+y p=lyl
arctang—i—ler, keZ six>0 g+2k7r, keZ siy >0
0= r 0=
arctan%—l—(Zk—l)W, keZ siz<0 g+(2k—1)ﬂ', keZ siy<0

v
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3. Formas polar y exponencial de un niimero complejo

Argumentos de un niimero complejo
Si z € C*, el argumento de z es el conjunto de todos los dngulos que determinan z,

E

y cada € € arg z es un valor o determinacién del argumento de z.

I
argz:{QER : 0089:@ y sen9:|i|z},
z

Representaciéon de valores 6 € arg z
Desde el semieje real positivo, eje polar, se gira en sentido horario si # > 0 (izquierda)

y antihorario si < 0 (derecha):
Y Y

: ¥
N
N

NP
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3. Formas polar y exponencial de un nimero complejo

Sea z € C*. Para o € R existe un tnico 6, € arg z N (o, @ + 27]. Denotamos

O =: Arg(a,a-‘,—Qﬂ] Z

Anéalogamente para [o, a + 27). Si a = —7 se denota

Arg, 2 =: Argz

y se llama valor principal o argumento principal de z.

Y Z Y
Argz,
X
Argz,
Arg((l,(l+2ﬂf] Zy
Zy 14 /33

3. Formas polar y exponencial de un nimero complejo

Forma polar? y forma exponencial de un ntimero complejo.

Sea z € C* tal que |z| =py 0 € argz

Forma polar

z = p(cosf + isenf)
z = p(cos(0 + 2km) + isen(0 + 2km)), k € Z

Aplicando la férmula de Euler, e =: cos@ + isen®, que tomamos como
definicién:

Forma exponencial

y = peie —_ pei(9+2kﬂ'), kel

2 Algunos autores utilizan la notacién pe, la dada aqui es binémica pero sirve igualmente por dejar a la

vista el modulo y el argumento
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3. Formas polar y exponencial de un niimero complejo

Propiedades de los argumentos

Proposiciéon 1

1. ¢l1+02) — i itz g, 9, € R.
28 W:e‘w y —.:e_ie Vo e R.
67‘0
. ei91
3. il01—02) _ —- V01,6, € R.
(e

Proposicion 2

1. Si 21,20 € C*, 0; € arg z; y 05 € arg z, entonces

01+ 0; € arg(z120) § 21 20 = |21 | 22] €762 F02)
0, — 0 € arg(z1/22) ¥ 21/2 = ||| 2| L €102

2. Si z € C*y 0 € arg z entonces

—fecargznarg(zl), 2=z|e™® y z7l=|z|te ¥
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3. Formas polar y exponencial de un nimero complejo

Observacion.

. 61 + 6 # Arg(z 22)
S 9 = A 9 = A Y 1’
10, g1y b2 167 Gl BEneT {91 — by # Arg(z1/22).

Sin embargo, se tiene lo siguiente

Proposicion 3

1. Dados z1, 2 € C*, existe k € Z tal que Arg(z; 22) = Arg z; + Arg 25 + 2km.

2. Dados z1, z5 € C*, existe k € Z tal que Arg (ﬁ) = Argz; — Arg zp + 2km.
22
3.SizeC\{reR:xz <0} entonces Arg(z7!) = — Arg 2.
Si A, B C C definiendo A+ B={a+b:ac Aybe B}y —B={-b:be B},

podemos escribir:
arg(zy z0) = arg z; + arg z»
(%)
arg | — | = argz; — arg 2o

22
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3. Formas polar y exponencial de un nimero complejo

Interpretacion geométrica del producto de niimeros complejos

Aplicando propiedades de los argumentos:

Y E=212» “‘~~‘~Y_
Zh=

212y --t--72 S

RN . zZ1=C

, N4 L7 |

/ o /=8 7 / 0, 6, /1
/ - \ / I, A\
! \ / W
! ! ! [l
I 9‘ ' ! 6| 1
| | | .
1 T
\ 0 T X ~\ 04 =B X
| K X k

\\\ ’/Cl N //Cl
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Potencias y raices de niimeros complejos

Potencias de un niimero complejo
. L . . . n)
Sean z € Cyn € N, la potencia n-ésima de z es el nimero complejo 2" =z - z--- 2.

Si z # 0, se define 2% = 1.

Proposicioén 1.

n m +m

22 ="
(Zn)m — an

2. Vz1,20 € C y V¥n € N se verifica 2} - 25 = (21 - 22)™.

1. V2e€ C y Vn,m € N se verifica

3. Si z€ C*y 0 € argz entonces 2" = |z["e¢™? para todo n € N.

Si |z| = 1, entonces

( eie)" — it

Vn €N
" (cosf + isenf)” = cos(nf) + isen(nf) Foérmula de Moivre
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4. Potencias y raices de nuimeros complejos

Raices de un niimero complejo
Dado n € N, se dice que w € C es raiz n-ésima de z € C si w™ = z. Se denota
A ={weC:uw" =z}

Proposiciéon 2. Dados n € Ny z € C*, se cumple

. 0 € argz
1/n _ n i(0+2km)/n .
< { |Z|€ : k:k07k0+1,,k0+(n_1)ka€Z}J

Observaciones

e Si z =0, la Gnica raiz n-ésima de z es 0, que es la tnica solucion de w™ = 0.
e Sin=2y z e C* entonces

21/2 — {:I: |Z|ei(Argz)/2} J

e Graficamente las raices n-ésimas de z se distribuyen uniformemente sobre la
circunferencia de centro el origen y radio {/|z|, siendo la amplitud del sector
determinado por dos raices consecutivas de 27 /n radianes.

4. Potencias y raices de nimeros complejos

Representacion grafica de las raices octavas de la unidad.

20/ 33

~
N
~s

s V272 +iN2/2
// \\ /:\\\\

21 /33



ologia del plano complejo

Sean zg € Cy r € R tal que r > 0. Se definen los discos de centro zy y radio r:

Disco abierto: D(zg,7) ={z€ C: |z — 2| <7}
Disco cerrado: D(zg,7) = {2 € C: |z — 2| <r}
Disco abierto perforado: D*(z9,7) = D(z0,7) \ {20}

Clasificacién de puntos respecto a un conjunto Sean 2 C Cy 2, € C.
e zp es un punto interior de €2 si Ir > 0 tal que D(z,r) C .
Conjunto de puntos interiores de €: SOZ = interior de
e zp es un punto aislado de € si Ir > 0 tal que D(zp,7) N Q2 = {20}.
Conjunto de puntos aislados de €: I(€2).
e 2y es un punto de acumulacion de Q si D*(z,7) NQ # 0, Vr > 0.

Conjunto de puntos de acumulacion de €: €.
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5. Topologia del plano complejo

e zp es un punto frontera de €2 si Vr > 0 se verifica

D(20,7)NQ #D

D(zp,7) N (C\ Q) # 0.
Conjunto de puntos frontera de : Fr(2) = frontera de .

e zp es un punto adherente de Q si Vr > 0 se verifica D(z,r) N # (.
Conjunto de puntos adherentes de 2: Q0 = adherencia o clausura de Q.

e zp es un punto exterior de {2 si es un punto interior de C \ €.

Conjunto de puntos exteriores de 2: Ext (2 = exterior de (2.

Propiedades Sea 2 C C, se verifica:

1.QCcQcCcQ  2.QcCc cQ.

3. I CF(Q)CQ e I(QNQ=10.

4. C = QUExt(Q) U Fr(Q) y estos conjuntos son disjuntos dos a dos.
5. Q=Q UI(Q) y esta union es disjunta, esto es, X' NI(Q) =0 .

6. Q= QUPFr(Q) y esta union es disjunta, esto es, Q N Fr(Q) = 0.
7.Q=QUQ.
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5. Topologia del plano complejo

Espacios topolégicos generales

Dado un conjunto X # (), una coleccion T' de subconjuntos de X, esto es T C P(X),
es una topologia en X si verifica:

1. ), X eT.

2. La union arbitraria de elementos de 7" es un elemento de 7.

3. La interseccion finita de elementos de T es un elemento de 7.

Se denominan: el par (X,7T) espacio topolégico (e.t.), todo elemento de T
conjunto abierto, y el complementario de un conjunto abierto conjunto cerrado.

Proposiciéon 1. Si (X,7T) e. t.

1. 0 y X son conjuntos cerrados.

2. La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
3. La unioén finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Proposicion 2. Sean (X,T) une. t. y S C X. La familia Ts = {SNA: AeT}
es una topologia en S, denominada topologia relativa a S respecto a (X, 7).
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5. Topologia del plano complejo

La familia
T= {Q C C :sizeQ3Ir, >0 verificando D(z,r,) C Q}

es una topologia en C denominada topologia usual o estandar de C

Algunas propiedades
o Q2 C C es un conjunto cerrado <= Q= Q < F(Q) C Q<= ' C Q.

e Dado €2 C C, en el conjunto ordenado (P(C), C), €2 es el mayor abierto
contenido en € y € es el menor cerrado que contiene a €.

o Existen conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados: El conjunto
Q = D(20, R) \ {20} verifica Q = D*(2, R) #Q v Q= D(z, R) # Q.

e Todo disco abierto es un conjunto abierto, todo disco cerrado es un conjunto
cerrado. Toda circunferencia es un conjunto cerrado.
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5. Topologia del plano complejo

Compacidad

Definicion. Sea (X,7) e.t. Un conjunto K C X es compacto si de cualquier
familia de conjuntos abiertos {A,};ec7 cuya uniéon contiene a K se puede extraer una

subfamilia finita {4;,A,,,..., A, } cuya unién también contiene a K. Si K = X se

dice que (X, T) es un espacio compacto.
Definicién. Q C C es acotado si IM > 0 tal que Vz € Q se verifica |z| < M.

Dos propiedades de acotacion
e Todo subconjunto de un conjunto acotado es acotado.
o La union finita de conjuntos acotados es acotado.

Teorema de Heine-Borel

Un conjunto K C C es compacto en el espacio topologico (C,7T) si y solo si K
es un conjunto cerrado y acotado.
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5. Topologia del plano complejo
s
Conexién

Definiciones.
e Sea (X,T) et., S C X es conexo si no existen A, B € T tales que

1. SC AU B.
2. SNA#0Dy SNB#0.
3. SNANB =10.

e Si existen A, B € T cumpliendo 1,2 y 3, se dice que S es no conexo y que Ay
B separan o desconectan S; también se dice que A y B es una separaciéon de S.

e Sea S no es conexo. Un conjunto conexo C' C S es una componente conexa
de S si no existe ningin conjunto conexo C' tal que C C C' C S.

Resultado
En un espacio topologico (X,T), la unién arbitraria de conjuntos conexos con un
punto en comun es un conjunto conexo.
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Definiciones (segmentos y poligonales)

e Dados z,w € C, z # w, el segmento de extremos z y w (cerrado) es el
conjunto [z,w] ={z+ AMw—2):0< X <1}

e La poligonal de vértices z;, z2,..., 2, € C, siendo éstos distintos dos a
dos salvo quizéds z1 y zp, es el conjunto P = [z1, 20] U [22, 23] U ... U [25—1, 2n].
Se dice que P une z; (origen) con z, (extremo final). P es cerrada si z; = z,.
P es simple si las tinicas intersecciones entre los segmentos son las de sus
vértices.

Algunos conjuntos conexos

1. En todo espacio topologico (X,T') el conjunto vacio es conexo y cualquier
conjunto unitario S = {z} C X es un conjunto conexo.

2. En C, todo segmento es un conjunto conexo.

3. En C, toda poligonal es un conjunto conexo.
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Definiciones (convexos y conexos por poligonales)
e  C C es un conjunto convexo si Vz,w € ) se verifica que [z, w] C .

e 2 C C es un conjunto conexo por poligonales si Vz,w € () existe una
poligonal P C €2 que une z con w.

Sea 2 C C se cumple:

1. Q convexo = () es conexo por poligonales = ) es conexo.

2. Si ) es abierto entonces

(2 es conexo <= () es conexo por poligonales.

y

Consecuencia

1. C es conexo.

2. Los unicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez en C con su topologia
usual son () y C.

v
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5. Topologia del plano complejo

Dominios

1. Un conjunto no vacio €2 C C es un dominio si es abierto y conexo.

1. Un dominio 2 C C es simplemente conexo si para cualquier poligonal simple
y cerrada P C € se verifica que Int(P) C €.

N

. Si un dominio no es simplemente conexo se dice que es miltiplemente
conexo.

Teorema de Jordan para poligonales

Si P C C es una poligonal simple y cerrada, entonces C \ P es
uniéon de dos componentes conexas, una acotada que denotamos
Int(P), y otra no o acotada, que denotamos Ext(P), siendo P la
frontera de ambas.
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El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann

Proposicién 1. Dado el conjunto C,, = CU {oco}, donde oo representa un elemento
que no pertenece a C, la familia

T ={Q2:QeT VvV Q=Cy \ K con K C C compacto} J

es una topologia en C,, tal que Too|c = T.
Proposicion 2

(Cwo, Too) €s un espacio compacto y conexo.

La esfera de Riemann y la proyeccion estereografica

Cu se identifica con la esfera de Riemann S = {(a, be) ER® 1 a? + 02+ = 1}
mediante la proyeccion estereografica Ilc : S — C U {oo} definida

e (a,b,c)=¢ 1—c 1-— st (a,b,¢) € S\{(0,0,1)},

00 si (a,b,c) =(0,0,1).

6. El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann
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N(0,0,1)
- (a,b,c) = TIg(x+iy)

C x+iy=TII¢_(a,b,c)

2Rez 2Imz |2]2—1 G-eC
|22+ 17 22+ 17|22+ 1 ’
(0,0,1) si z = o0.

Si Il =TI, se tiene Is(z) =

Se puede demostrar que(Cu, 7o) v (S, 7.2|s), donde T2|s denota la topologia usual
de R3, son topologicamente equivalentes.

32 /33
IIs permite definir
4 2 —
’Zl ZQ’ si 21,20 € C,
\/|21|2 + 1 \/|ZQ|2 + 1
doo(21,20) = ds(Us(z1),Ms(20)) = § 2 siz; €Cy 2z = o0,
\/ |Z1|2 +1
L 0 Si 21 = 29 = 00.

donde d3 denota la distancia euclidea en R3.

Algunas propiedades de d,

@ d. es una distancia en C,, denominada distancia cordal.

@ d es acotada y alcanza su mayor valor si I1s(z1) y Ilg(22) son puntos antipodas
sobre S: doo (0, 00) = d3((0,0,—1),(0,0,1)) = 2.

@ La topologia que induce dy, en Cy es 7.

@ La distancia cordal no extiende la métrica euclidea; ademas no existe ninguna
métrica en C,, que induzca la topologia T, v, a la vez, extienda la métrica
euclidea de C.
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