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Resumen

Aqui se estudiard el concepto de integral, que estd especialmente relaciona-
do con el geométrico del cdlculo de dreas, aunque tiene también numerosas
aplicaciones a la fisica. Aunque hay muchas teorias de integracién, nosotros
estudiaremos la mds modesta de ellas, que es la de Riemann. Pondremos
especial interés en el llamado Teorema Fundamental del Calculo, que esta-
blece la relacién entre la nocién de integral y la de derivada.
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Vamos a dar una definicion precisa de la integral de una funcién definida en
un intervalo. Este tiene que ser un intervalo cerrado y acotado, es decir, [a, b] con
a < b, y la definicién que daremos de integral solo se aplica a funciones acotadas,
y no a todas, sino a las funciones que llamaremos integrables.

En la segunda parte de este tema veremos como, en un sentido mds amplio,
podemos hablar de integrales de funciones no acotadas o definidas en intervalos
no acotados.

Seguimos basicamente el desarrollo que puede verse, entre otros muchos tex-
tos, en [5, cap. VI, padg. 184 y sigs.] o en [, cap. 6, pag. 251 y sigs.]. Como
complemento puede consultarse [4, cap. 12]. La evolucién histérica de la integral
estd muy bien contada (sobre todo la aportacion de Newton y Leibniz) en [2]; de
caracter mas técnico es el libro [3].

1. Construccion de la integral y propiedades gene-
rales

1.1. Definicion (de Darboux) de la integral de Riemann

Particiones
Definicion 7.1.

(1) Una particién de un intervalo [a, b] es un conjunto de puntos de [a, b] que
incluye a los extremos. Una particién P la representamos ordenando sus
puntos de menor a mayor, comenzando en a y terminando en b:

P={x}lo={a=xy<x1 <29 < - <Tp_1 <xp=0>}
(11) Una particién como la indicada divide al intervalo [a, b] en n subintervalos
[2;_1, x;] de longitud x; — x;_1, llamados intervalos de la particion P.
(1) El conjunto de las particiones de [a,b] lo indicamos mediante la
notacion P([a, b]).
Sumas de Darboux

Definicion 7.2. Sea f una funcién acotada definida en [a, b], y sea P € P([a,b]),
P={a=2y<mz <9 <+ < xy_1 < T, = b}. Sean, para cada i =
1,2,...,n,

mi(f) = inf{ f(z) |z € [zi1, 2]}, Mi(f) =sup{ f(2) | 2 € [wi—1, 2] }.



(1) La suma inferior de f asociada a P se define como
S(f,P) = Zmz(f)(l’z — Ti1).
i=1
(11) La suma superior de f asociada a P se define como

S(f, P) = Z Mi(f)(xi — wi1).

Relacion entre la suma superior e inferior de una particion

No lo hemos hecho atin, pero supongamos que conseguimos dar una definicién
convincente del area A que hay por debajo de la grafica de una funcién f. Tal
como hemos definido las sumas superiores e inferiores, S(f, P) es una estimacién
por exceso de A. En cambio, S(f, P) es una estimacion de dicha area, pero por
defecto. Es decir, deberd cumplirse que

S(f,P) < A<S(f,P).

Es decir, la suma inferior debe ser menor que la suma superior. Como no podemos
utilizar el area A para probar esto, porque ain no la hemos definido, deberemos
probar este hecho de otra manera, que no implique esta area.

Lema 7.3. Sea f una funcion acotada en |a,b], y sea P € P([a,b]). Entonces
S(f.P) <S(f.P).
Demostracion. Sea P = {a = x9 < 21 < --- < z,, = b}. Obviamente, si

mi(f) =nf{ f(z) |z € [zi1, 2]}, Mi(f) =sup{ f(2) | z € [zi1, 2] },
se tendrd m;(f) < M;(f),i=1,2,...,n,asi que

n

S(f, P) = Zmz(f)(fﬁz - xifl) < ZMz(f)(ﬂfz - CCzel) = §<f7 P)- O

=1

Refinamiento de una particiéon
El Lema 7.3 se puede generalizar. Si A es el drea debajo de la grafica de la
funcién fy Py @ son dos particiones, entonces debera cumplirse que

S(f,P) < A<S(f,Q).

Es decir, cualquier suma inferior es menor que cualquier suma superior. De nue-
vo, el argumento que acabamos de mostrar no es valido, porque otra vez estamos
implicando el darea A, que atin no hemos definido. Para probar lo mismo sin utili-
zar A, debemos introducir un concepto auxiliar.
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Definicion 7.4. Sean Py () dos particiones de un intervalo [a, b] decimos que )
es un refinamiento de P si P < (), es decir, si () resulta de anadir puntos a P.

Lema 7.5. Si Py  son particiones de un intervalo [a,b] y Q es un refinamiento
de P, entonces

S(f, P) < 8(f,Q) < S(f,Q) < S(f, P).

Demostracion. Basta probarlo en el caso en que () tiene un elemento mds que P;
para el caso general bastard reiterar el razonamiento, afladiendo en cada paso un
punto nuevo hasta obtener (). Pongamos, pues, ) = P U {c}, con

P={a=xy<z1<w9<- <Tp_1<z,=0}
y

Q:{a:x0<x1<x2<~--<xk,1<c<xk<---<xn,1<xn:b}.
Se trata de probar que

S(f,P)<S(£,Q) 'y  S(f,Q) <S(f.P).
Probaremos solo la primera desigualdad, por ser la otra similar.
Para: =1,2,...,n, sean
m;(f) = if{ f(z) | @ € [zi1, 2:] },

y sean también

m_(f) =f{ f(z) |z € [zp-1,¢]} y mi(f) =inf{ f(z) |2 € [c, 2]}
Entonces my(f) < m_(f)ymi(f) < my(f).(Dehecho, se cumple que my(f) =
min{m_(f), m4(f)}, pero no utilizaremos este hecho.) En consecuencia,

S(f,Q) — S(f, P) = m_(f)c — 2 1) + m (f)ay — )
= my(f) @k — Tp-1)
= my(f)(c — xp—1 + 2 — )
— mi(f)(xr — Tp-1)
=0. O

Relacion entre las sumas superiores en inferiores

Lema 7.6. Sean Py Q dos particiones de un intervalo |a, b], y sea f una funcion
acotada en |a, b]. Entonces

S(f. P) <S(f,Q).

Demostracion. Si consideramos la particion P U () resultante de combinar los
puntos de P con los de (), dicha particion serd un refinamiento comin de Py de (),
asi que, por el Lema 7.5,

S(f,P)<S(f,PuQ) <S(f,PuQ)<S(fQ). =



Integral superior e inferior

Representemos en una figura la gréfica de la funcién f y las sumas superior
e inferior. Consideremos la dos zonas que surgen como diferencia entre el drea A
delimitada por la funcién f y la suma inferior o la suma superior. Parece intui-
tivamente claro que si tomamos una particién suficientemente nutrida de puntos
podemos conseguir que estas zonas sean muy pequefias, de forma que tanto la su-
ma superior como la inferior sean arbitrariamente préximas al drea A. Esto motiva
la definicion siguiente.

Definicion 7.7. Sea f una funcion acotada en [a, b].

(1) Se define la integral inferior de f como
b
| 7= sun( (4,7 P e Pat)):
(11) Se define la integral superior de f como
—b
Jaf = inf{ S(f, P) | P € P([a,b]) }.

Relacion entre integral superior e inferior

Proposicién 7.8. Sea f una funcion acotada en |a,b|. Entonces las integrales
superior e inferior de f siempre existen y son finitas. Ademds,

b —b
IREIE:
Demostracion. Segtn el Lema 7.6, si () es una particién cualquiera de [a, b], el

conjunto

{S(f,P) [ PeP(la,b]) }

estd acotado superiormente por S(f, Q). Por tanto, existe y es finita

j f = sup{S(f. P) | P e P([a,b]) }

y ademas

b
f f =sup{S(f.P) | PeP(a,b]) } <5(/.Q).

—a
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. . Y b . .
Como esto es cierto para cualquier particion (), resulta que S f es una cota inferior
=a
del conjunto

{8(£,Q) | Qe P(la,0]) },
asi que también existe y es finita

—b

f f=f(S(1,Q) | Qe P(la,b])}
y ademas

Jf inf{ S(f,Q) | Q € P([a,b]) Jf O

Funciones integrables

Definicion 7.9. Sea f una funcién acotada en [a, b]. Diremos que f es integrable
Riemann (en el sentido de Darboux), o simplemente integrable, si

b —b
Jr-1r
En tal caso, al valor comiin de dichas integrales recibe el nombre de integral
(de Riemann) de f en [a,b] y se denota

J:f 0 Lbf(x)dx

Ejemplos.

. chd;ﬂ _(b—a).

Dada una particiéon P = {a = 290 < 11 < T3 < -+ < Tp_1 < T, = b},
observemos que, parat = 1,2,...,n,

mi(f) =nf{ f(z) |z € [21, 7] } = ¢,

M;(f) =sup{ f(z) | z € [z;1,75] } = c.

Por tanto,

-

Il
—_

Z — i) =c )y (z;—xi_1) = c(b—a),
Z — i) = c, (x; —xi_1) = c(b—a).

HM:
I



Se sigue, por ultimo, que

b
f f =sup{S(f.P)| PeP(a,b]) } = c(b—a).

f f—nf(S(f, P) | PeP(ab])} = clb—a).

’ 1
f rdr = §(b2 —a?).

a
Para simplificar los calculos, consideraremos solamente las particiones que
dividen el intervalo [a, b] en intervalos de la misma longitud. Es decir, dado
un nimero natural n, consideremos la particion

Po={a=zy<z1< - <z, =0},
donde z; = a +i(b — a)/n, paracadai = 0,1,2,...,n. Se tiene

Mi(f) = sup{ f(z) | x € [xio1, 2] } = i,

m;(f) =inf{ f(z) | z € [z;1, ] } = 2.
Obsérvese ademas que siempre es z; — x;_1 = (b — a)/n. Se obtiene por
tanto

n

S(f, Pa) = ZMz‘(f)(ﬂ?z' — Ti-1)

i=1

—a n

b—a b—a
Z(G/—Fl - )

:b;ana—k(b;a)ng

~ b+ (L2) 204D

= (b—a)a+%(b—a)2<1+%>.

n

Unos calculos similares nos indican que

S(f,P) = (b—a)a+ = (b—a) (1—1).

n
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Obsérvese que no hemos calculado en principio todas las sumas inferiores y
superiores, sino solo algunas de ellas. Sin embargo, como vamos a ver, esto
nos basta para calcular de forma indirecta las integrales inferior y superior.
En efecto, para todo n se tiene

fbf>§(f,Pn) = (b—a)a+%(b—a)2<1_l>

_ 1 1
f F<S(f,P) = (b—a)a+ 5(b—a>2(1 + —).
a n
Pasando ahora al limite en n, obtenemos que

b
Jaf > (b—a)a+ %(b— a)? = %(b2 —a?),
- 1 1

Jaf <(b—a)a+ §(b— a)? = 5(62 —a?),

0, lo que es lo mismo,

b
1
J xdezg(bg—aS),O<a<b.

a

Tomemos las mismas particiones F,, n € N, que en el ejemplo anterior.
Ahora tenemos que

M;(f) = sup{ f(z) |z € [wi1, z]] } = 27,
mi(f) = nf{ f(z) |z € [zi1, 2;]] } = 2},



paratodo: = 1,2,...,n. En consecuencia

Z M;(f — 1)

i=1

_b—axn
2%
n 4

i—1
S () Y () 2
im1 i=1
= (b—a)a® —|—2a< G)Q n(n 2+1
)

N (b;a) n(n 1)6(2n +1
= (b—a)a* + a(b 2(1 )
1

oo ) )

Calculos similares muestran que

-0 -0 )
x

p-ar(1-2)-2).

Consideraciones parecidas a las hechas en el ejemplo anterior muestran que
debe entonces cumplirse

@tmﬂgff<Lf<

—Q

con lo que la funcién f es integrable en [a, b] y ademds SZ =30 —a?).

= Sif(z) = {(1)’ z;g’ entonces



Por tanto, f no es integrable en ningun intervalo no trivial [a, b].

En efecto, basta observar que, dada cualquier particiéon P = {a = z7 <
Ty < Ty <---<x, =0}, setiene

M;(f) = sup{ f(z) |z € [wi-1, 2] } = 1,
mi(f) = inf{ f(z) |z € [2;1, 23] } = 0,

de donde

n n

S(f,P,) = Z Mi(f)(x; — x5 ) = Z(;p —z;1) =b—a,

S(f, Pa) = Y malf)(wi = wim1) = 0.

P
T;fzb—a;éOszf.

Y a

Por tanto,

La funcién de Thomae, definida en [0, 1] por

1, ze{0,1},
flz) =10, z¢Q
%, T = §7 m.c.d.(p,q) = 1.
es integrable.
Para ver esto, sea P, = {0 =29 < 11 < 29 < -+ < x, = 1} la particién

de [0, 1] que divide este intervalo en n intervalos iguales de longitud 1/n.
Es obvio que

m;(f) = inf{ f(z) | € [2;1, 23]} = 0

paratodoz = 1,2,--- , n. Por tanto,

n

S(f, Pa) = Y malf)(wi = wim1) = 0.

=1

Veamos qué ocurre con la suma superior. Dado un €, 0 < £ < 1, considere-
mos el conjunto
E={ze|0,1]] f(z) >¢/2}.

Ya hemos visto que este conjunto es siempre finito. Sea k£ su nimero de
elementos. Elijamos n € N tal que 1/n < £/2k.
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Dividiremos ahora los indices de {1,2,3,...,n} en dos clases. Sean

B = {i€{1,2,3,...,n} | Eﬂ[l’i_l,l’i] :®}7
M=1{ie{l,2,3,....n} | En|z;_1,2;] # D }.

Hagamos notar que si ¢ € B entonces [z;_1, ;| no contiene ningtin elemen-
to de E. Por tanto,

DN ™

M;(f) =sup{ f(z) |z € [z, 2] } <
sit € B.Sit e M, en cambio, si contendrd elementos de E, pero en

todo caso se tendra entonces que M;(f) < 1. Ademds, como E tiene k
elementos, habrd como mucho £ indices que estén en M. Por tanto,

§(f7 Pn) = ZMz(f)(iUz - -’Eifl)
= N Mi(f) (@i — i) + Y Mi(f) (i — 2i1)

i€B ieM
\gA (x; —xim1) + Z(xi—xl,l)
i€EB €M
< ° + K < c +k c €
I ) o2k

de todo esto obtenemos que

o—g(f,Pn><flf< f<S(f,P) <e.
0

0

Como ¢ > 0 es arbitrario, lo que realmente ocurre es que

O sea, f es integrable y Sé f=0.

1.2. Condiciones para la existencia de la integral

El Criterio de Riemann

Para ver si una funcién es integrable, ;es preciso considerar todas las sumas
de Darboux y calcular la integral superior e inferior? En algunos casos, como se
ha visto en los ejemplos anteriores, basta considerar tan solo algunas particiones,
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y no todas. Por suerte, el siguiente teorema viene a demostrar que este es el caso
general: basta probar que hay particiones cuyas sumas superior € inferior estan
suficientemente proximas. Este resultado servird ademads para deducir que las fun-
ciones continuas y las mondtonas son integrables.

Teorema 7.10 (Criterio de Riemann). Una funcion f acotada en |a, b es integra-
ble en dicho intervalo si, y solo si, se cumple la Condicion de Integrabilidad de
Riemann: para cada € > 0 existe una particion P de |a, b] tal que

g(f>P)_§(fap)<€'

> . . b

Demostracion. Sppoqgamos primero que f es 1ntegrable: Como Sa f es el supre-

mo de las sumas inferiores y el infimo de las sumas superiores, para € > 0 resulta
. ¢b . . . b e

que ni Sa f — €/2 es cota superior de las primeras ni Sa f + &/2 es cota inferior de

las segundas, asi que existen dos particiones P; y P, tales que

b b
[r-5<sem. suri<[r+s

Si P = Py u Pyentonces S(f, P1) < S(f, P)yS(f, P) < S(f, P»), luego

b b
[ £=5<stp. sp<] r+5

y por tanto

S(f.P) = S(/.P) < (j:f+§) - (ff—g) - e

Reciprocamente, consideremos un € > 0. Entonces, existe una particion P tal
que

g(f,P)*S(f,P><5,

Por tanto,

o< [ f-| 1S 8P <=
<b
Como esto es cierto para todo € > 0, se concluye que Sa f— Sb f=0. ]

Norma de una particion

Definiciéon 7.11. Dada una particiéon P = {a = 20 < 2] < 23 < -+ < X1 <
x, = b} del intervalo [a,b], se define su norma (también llamada didmetro o
malla) como el nimero

|P|| = méx{2;, —2;, 1 |i=1,2,...,n}

11



Gréficamente, la norma de una particién es simplemente la anchura méxima de
los intervalos parciales [z;_1, x;]; controla la holgura de la particién, de modo que
cuanto menor sea, mds tupida es la particion, y sus puntos estdn mas préximos.

Observemos que si P, es la particion que divide el intervalo [a, b] en n interva-
los iguales, entonces la longitud de los subintervalos de la particién es (b — a)/n.
Esto implica que, dado £ > 0, siempre va a existir una particién de norma menor
que €.

Funciones moné6tonas
Teorema 7.12. Toda funcion mondtona en un intervalo [a, b] es integrable.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién creciente en [a, b]. Entonces
f estéd acotada (inferiormente por f(a), superiormente por f(b)). Por tanto tiene
sentido hablar de su integrabilidad.

Dada P={a=129p <z <x9 < -+ <x,_1 <z, = b}, lamonotonia de f
dice que, para todo 7,

M;(f) = sup{ f(z) | z € [wim1, 2] } = f(2:),
m;(f) = inf{ f(2) |z € [2i-1, 2] } = [(@i1).

Por lo tanto,

§(f, P)—=S8(f,P) = ZMz(f)(fL"z — 1) — Zmz(f)(l"z — T 1)

Ahora, dado € > 0, so escogemo una particién PP de modo que

IP(f(b) = f(a)) <e,

esto bastard para probar que se cumple la Condicion de Integrabilidad de Rie-
mann 7.10.
Si f es decreciente, la demostracion es andloga. [
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Notemos que la idea esencial de la demostracién es que, gracias a la mo-
notonfa de f, en cada subintervalo [z; 1, ;| podemos hacer que el producto
(M;(f) — mi(f))(x; — x;_1) sea pequefio, mediante el control de la oscilacion
de los valores de f (el tamafio de M;(f) —m;(f)), y esto a través del tamaifio de la
norma de la particion. Esta misma idea es adaptable al caso de que f sea continua,
debido a que f es entonces uniformemente continua.

Funciones continuas
Teorema 7.13. Toda funcion continua en un intervalo [a, b] es integrable.

Demostracion. Sea f continuaen [a, b]. Como f es continua en el intervalo cerra-
do y acotado [a, b], usando el Teorema de Acotacién de Weierstrass 5.47, podemos
notar que f es acotada. Asi, tiene sentido considerar su integrabilidad. Ademads, el
Teorema de Heine 5.71 nos dice que es uniformemente continua en [a, b]. Dado
e > 0, existird por tanto un valor § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < /(b — a) para
cualesquiera x, y € [a, b] tales que |z — y| < 4.

Consideremos una particién

P={a=zy<m1<a9<:--<xp1<z,=0}

tal que || P|| < 6. Si M;(f)y m;(f) son los correspondientes supremos e infimos
en cada [x;_1,z;], por el Teorema de Acotacién de Weierstrass 5.47 podemos
elegir r;, s; en dicho intervalo de forma que M;(f) = f(r;) y mi(f) = f(si).
Entonces |r; — s;| < x; — x;_1 < d, asi que

Por el Criterio de Riemann 7.10, f es integrable. ]
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La Propiedad de Cauchy

Los resultados 7.12 'y 7.13 que acabamos de mostrar aseguran que las funcio-
nes integrables constituyen una clase verdaderamente amplia, ya que contienen
tanto a las funciones monétonas como a las continuas. Por otro lado, estas no
agotan esta clase, ya que hay funciones integrables que no son ni mondétonas ni
continuas. El siguiente resultado proporciona ejemplos sencillos.

Teorema 7.14 (Propiedad de Cauchy). Sea f: [a,b] — R una funcién acotada.
Si f es integrable en cada intervalo [c,b] con a < ¢ < b, entonces es integrable

en |a,b]y
b b
[ =]

Demostracion. Sea K > 0 una cota de |f| en [a, b]. Dado £ > 0, tomemos ¢ €
(a,b) de manera que ¢ — a < £/(4K). Definamos

Mg(f) =sup{ f(z) [z € [a,c]} < K,
me(f) = if{ f(x) | 2 € [a,]} > ~K.

Como f es integrable en [c, b], en virtud de la condicion de Riemann se puede
encontrar una particién P’ del intervalo [c, b] tal que S(f, P?) — S(f, P?) < ¢/2.
Afiadiendo el punto a a la particién P’ , obtenemos una particién P de [a, b] para
la que

<S(f,P")+ K -(c—a)
<SU P+ 5

Se tendrd entonces que

§<be> s<fP£>+§<§+§=s,

y en consecuencia f es integrable en [a, b].
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Ademds, si 6 = ¢/(4K) y ¢ — a < ¢, tendremos entonces

Lbfffég(f,P)S(f,Pf)

S/ P _S(LP)+ S <t
<S(LE)-S(ULP)+5 <5+ <e

jbf—ff>s<f,P>—§<f,P£>

a c

P> —G(f pb R
> §(f7 C) S(f? C) 4 2 4 > €
Es decir, que
b b
[ 7= 7<=
con lo que acabamos de probar que lim,_,, Xi’ f= SZ f. O

Ejemplo. La funcién

senl oz #0,
T) = r
/(@) {0, xr=0

es integrable en [0, 1].

En efecto, claramente estd acotada y ademads es integrable en cada intervalo
[¢,1],con 0 < ¢ < 1, porque es continua en [c, 1].

Este es un ejemplo interesante de una funcion integrable que no es continua ni
mondGtona.

El Criterio de Lebesgue

Las funciones continuas son integrables, aunque no todas las funciones inte-
grables son continuas: valen de ejemplo las funciones mondétonas con disconti-
nuidades. Pero las funciones integrables no pueden tener demasiadas discontinui-
dades, segin demostré Lebesgue, en el siguiente importantisimo resultado. (Lo
enunciamos solo como comentario a nivel informativo, y no se utilizard a lo largo
de este curso.)

Definicién 7.15. Se dice que un conjunto £ < R tiene medida nula si para todo
e > ( existe una sucesién de intervalos (1), tal que

M Ec G I,
n=1
() 3 AL) = tim Y U(L) <=
n=1 n=1
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Teorema 7.16 (Criterio de Integrabilidad de Lebesgue). Una funcion f acotada
en [a, b es integrable en |a, b] si, y solo si, el conjunto de los puntos de |a,b] en
que [ es discontinua tiene medida nula.

El Teorema 7.16 es realmente potente. Evidentemente. generaliza el Teore-
ma 7.13, pero también el Teorema 7.12, ya que toda funcién monétona tiene solo
un conjunto contable de puntos de discontinuidad, y no es dificil probar que un
conjunto contable siempre es de medida nula. La Propiedad de Cauchy 7.14 (del
mismo modo que muchos otros resultados que veremos este curso) también es una
facil consecuencia de este teorema.

1.3. Definicion (de Riemann) de la integral de Riemann

Norma de una particion e integrabilidad

Veremos a continuacién que el control de las oscilaciones de f a través de
la norma de la particién que hemos visto para funciones mondtonas o continuas
puede llevarse a cabo para cualquier funcidn integrable. Concretamente, veremos
que la Condicién de Riemann S(f, P) — S(f, P) < ¢ siempre se puede conse-
guir, exigiendo simplemente que el didmetro || P|| sea suficientemente pequefio.
(Obsérvese que esto se cumple para la particion que divide [a, b] en n interva-
los iguales, si n es suficientemente grande.) Para ver esto, introducimos antes un
resultado técnico.

Lema 7.17. Sea f una funcion acotada en |a,b]. Sea P una particion de [a,b] y
sea Q) un refinamiento de P. Sea K > 0 tal que |f(x)| < K para todo x € |a,b].
Entonces,

S(f,P) =S(f.Q) < 2nK|P|,  S(f,Q) —S(f, P) < 2nK||P|,
donde n es el niimero de puntos que estdn en () pero no estdn en P.

Demostracion. Probaremos solo la primera desigualdad. Para ello, probaremos
primero el caso n = 1, es decir, supondremos que existe ¢ € [a, b] tal que ) =
P U {c} o, lo que es igual,

P={a=xy<z1<- <z =0},

Q={a

Tog<T1 < < Tp1 <C<Tp << Ty =b}.
Definamos, como siempre,
M;(f) =sup{ f(z) | z € [v;1, 7] },
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y sean, ademads,

M_(f) = sup{ f(z) | = € [z, ]},
M. (f) = sup{ f(z) [ x € [e, 2] }.

Entonces, estd claro que
0< Mp(f) —M_(f) <2K,  0< M(f)— M. (f) <2K,

asi que

S(f, P)=S(f,Q)
= My.(f)(xr — 2—1) — M_(f)(c — z—1) — My (f) (1 — )

= (My(f) = M_(f))(c = zp—1) + (Mi(f) = My(f)) (2% — ¢)
2K(c — xp—1) + 2K (z), — ¢))
= 2K (x1, — 2p_1) < 2K||P|.

N

Para el caso en que n > 1, podemos definir n + 1 particiones
P=RcPchc--cP=Q,

de forma que F; tenga un solo punto mds que P;_1,% = 1,2,...,n. Aplicando el
caso n = 1, se tendra entonces

+ (g(f7 Pn—l) _g(fa P’n))
< 2K||P|| + 2K||P|| + - - - + 2K||P|| = 2nK||P||. O

Teorema 7.18. Sea f una funcion acotada en |a, b]. Son equivalentes:
(1) f es integrable en |a, b].

(I1) Para todo ¢ > 0 existe 5 > 0 tal que, si P es una particion de [a,b] tal
que ||P|| < o, entonces S(f, P) — S(f, P) <.

Demostracion. Supongamos que f es integrable. Fijado ¢ > 0, sea F, una parti-
ci6én de [a, b] tal que

_ £

S(f7P0) _§<f7P0) < 5
Supongamos que P, tiene ng puntos, y sea K > 0 tal que |f(z)| < K para todo

x € [a,b].

17



Sea P una particién de [a, b], y tomemos () = Py u P. Como médximo, () tiene
no — 2 puntos mds que P, a saber, los de Fy\{a, b}. Por el Lema 7.17, deber4 ser

S(f, P) —S(f,Q) < 2(ng — 2)K||P|| < 2noK||P||
y, andlogamente,

Por otra parte, como () es un refinamiento de F,, también se tendrd

S(£,Q) —S(£.Q) <S(f, o) = S(f. By) < 5.

En consecuencia,

S(f,P) = S(f.P) < (S(f,Q) + 2noK||P||) — (S(f, Q) — 2noK || P||)
— (S(£,Q) = S(£,Q)) + 4noK || P||
< =+ dnoK]| P

Ahora basta tomar § = ¢/(8ngK). Si || P|| < § entonces
S(f,P)=S(f,P) <e.

La otra implicacidn es una consecuencia inmediata del Criterio de Integrabili-
dad de Riemann 7.10. ]

Sumas de Riemann

La definicion de la integral 7.9 se debe a Darboux. A continuacién expon-
dremos la definicién dada originalmente por Riemann y veremos que ambas son
equivalentes; es decir, las dos conducen a las mismas funciones integrables y para
estas las dos definiciones obtienen las mismas integrales.

Definicion 7.19. Sea una particion
P={a=xy<z1<29< - <Ip1<x,=0}

y una funcién f acotada en [a, b]. Dada una eleccién de puntos
¢:{1,2,...,n} — [a,b], i &€ [ri, xy],

se dice que

n

S(f7 Pvf) = Zf(fz)(xz - xi—l)

i=1
es una suma de Riemann de f asociada a P. A los elementos &; se les denomina
etiquetas de la suma de Riemann y a la funcién &: {1,2,...,n} — [a,b] se le
llama funcion de etiquetado o de seleccion de la suma de Riemann.
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Observacion. Dado que m;(f) < f(&) < M;(f), resulta obvio que
S(f,P) < S(f,P,§) <S(f. P).

Es decir, una suma de Riemann asociada a una particién siempre se encuentra
entre la suma superior y la suma inferior asociadas a esa misma particion.

Definicion de Riemann de la integral

Definiciéon 7.20. Decimos provisionalmente que f es integrable Riemann (en el
sentido de Riemann) o R-integrable en [a, b| si existe un nimero real / tal que,
dado € > 0, se puede encontrar un § > 0 de forma que

‘S(f,P,S)—I‘ <é€

para cualquier suma de Riemann S(f, P, {) tal que || P|| < 6. Cuando esto suceda,
decimos que [ es la R-integral de f en [a, b], y lo denotamos

J:Rff

a

Observacion. La definiciéon de Riemann de la integral concibe esta como una
especie de limite. Lo que aparece en la definicion de arriba se escribe a veces
simbdlicamente de la siguiente manera:

RJ = lim S(f,P,
f= dm (f, P.€).
Equivalencia entre ambas definiciones

Teorema 7.21 (Criterio de Darboux). Una funcién acotada en un intervalo [a, b|
es integrable Riemann en el sentido de Riemann si, y solo si, es integrable Rie-
mann en el sentido de Darboux. En este caso, ambas integrales coinciden.

Demostracion. Sea [ integrable en el sentido de Darboux y sea ¢ > 0. Entonces,
existe 0 > 0 tal que S(f, P) — S(f, P) < e siempre que || P|| < d. Sea S(f, P,¢)
una suma de Riemann. Si || P|| < §, como

S(f,P) < S(f.P,&) <S(f.P),

b
s<f,P><ff<§

y también



se sigue que la distancia entre S(f, P,{)y SZ f tiene que ser menor que €. Es decir:
si P es una particién de [a, b] tal que || P|| < d, entonces cualquier particiéon de
Riemann S(f, P, &) cumple que

b

f

< E.

.20 |

a

Por lo tanto, f es integrable en [a, b] en el sentido de Riemann, y R- SZ f= SZ f.

Para probar el reciproco, supongamos que f es integrable en [a, b] en el sentido
de Riemann con integral /. Dado ¢ > 0, sea 6 > 0 tal que |S(f, P,§) —I| < ¢

si [|P]] < 4. Escojamos una particion P = {a = 29 < x; < --- < x, = b} tal
que || P|| < §. Podemos tomar &; € [x;_1, x;] de manera que f(&;) > M;(f) — &,
1=1,2,...,n. Entonces se verifica simultineamente

S(faP7€)>§(f>P)_€(b_a)7 ’S(f,P,f)_I’<5

Ademas,

—b

f fF<S(f,P)<S(f,P¢)+elb—a) <I+e+elb—a),

asi que, como € > ( es arbitrario,

[rer

b
De manera andloga se prueba que Sb f = I, por lo cual Sb f=1F,f=1conlo

que f es integrable en el sentido de Darboux, y SZ f=1I [
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Sucesiones de particiones
Corolario 7.22. Sea f una funcion integrable en [a,b] y (P,) una sucesion de

particiones de [a, b] tal que 1im,,|| P, || = 0. Si para cada n se considera una suma
de Riemann S(f, P,,&,), entonces

b
HmS(fapn?gn) = f f
Demostracion. Sea ¢ > 0. Existe un 9 > 0 tal que para toda suma de Riemann
S(f, P,§) con ||P|| < d secumple que |S(f, P,§) —SZ f| < e.Como lim,|| P, || =

0, existe un ny € N tal que ||P,|| < ¢ si n = ng. Por tanto, si n > ny deberd
cumplirse que |S(f, P, &n) — SZ f| < e. Es decir, lim,, S(f, P,,&,) = SZ f. O

Una aplicacion al calculo de limites

Corolario 7.23. Para toda funcion integrable en |0, 1],
L&k !
h’m—Zf(—) :J I
n 7 b1 n 0

Demostracion. Si

1 2 -1
Pn:{0:9<_<_<<n <ﬁ:]_}
n n n n n

es la particion que divide [0, 1] en 7 intervalos iguales, y
& :{L,2,...,n} - [0,1]

es la funcién de etiquetado definida por

)

n n

ulk) = = [F1 1]

entonces
S Pt = 230 (5
9 nySn) — n n .
k=1
Solo resta observar que, por el Corolario 7.22, esta sucesion solo puede converger

aSéf. O
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Ejemplos.

" 1
1) lim — = log 2.
M ln ];n-l-k 08

En efecto, podemos escribir
- 1 - 1 1 & k
k:1n+k Hl+r n4=t\n

donde f(z) = 1/(1 + z). Por el corolario anterior esta sucesion converge a

1 1
ff:f L Y
0 0o 1+

(Se verd mds adelante como calcular esta dltima integral.)

S|

o=k 1
(H) 11}}1];1 m = Elog 2.

Esto es porque podemos escribir
A+ k2 on A1+ ()Y

de donde esta sucesion converge a

2. Propiedades basicas de la integral de Riemann

2.1. Operaciones con funciones integrables

Muiltiplo de una funcién integrable

Lema 7.24. Sea f una funcion acotada en el intervalo |a, b], y sea a € R. Enton-
ces,

(1) Sia=0,



() Sia <0,

ﬁ(af) - afb I3 IZ(af) - af ;

Demostracion. En el caso (1), basta observar que, si consideramos la particién
P={a=zg<m <x9<-- <2y},
entonces, paratodo: = 1,2,...,n,
mi(af) = inf{af(z) |z € [zi1, 2] }
= ainf{ f(z) |z € [zio1, 2] } = amy(f),

Mi(af) = sup{af(z) | x € [2i1, 2] }
= asup{ f(z) | z € [zi_1, 2] } = aM;(f).

En consecuencia,
S(af. P) = Y mi(af)(w; —wi) = @ ) mi(f) (@i = 2i1) = aS(f, P)
i=1 i=1

y, andlogamente,

S(af, P) = aS(f, P),

Como esto ocurre para toda particion P, se tendrd que

b
f (af) = sup{S(af, P) | PeP(a,b])}

—a

= sup{aS(f, P) | P e P([a,]) }

b
— asup{S(f. P) | PeP([a,b])} = aj /.

—a
De forma totalmente similar se prueba que

—b —b

Jon-a]s

La demostracién del caso (1T) es parecida, sin mds que tener en cuenta que, si
a <0,

mi(af) = inf{af(r) |z € [z, zi] }
asup{ f(z) | v € [xi_1, ] } = aM;(f),

Mi(of) = sup{ef (z) | @ € [wi1, ] }
= ainf{ f(z) | x € [r;i_1,z;] } = am;(f). O
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Proposicion 7.25. Sea f una funcion integrable en el intervalo [a,b], y sea a € R.

Entonces of es integrable y
b b
[ten-afs

Demostracion. Sea o« > 0. Por el Lema 7.24, y teniendo en cuenta que f es
integrable, se tiene

ﬂ(af) - aﬂf - aLbf _ aTZf - Ti(af)-

Si o < 0, se obtiene

Ji(af) =aif=oc£f=a£f=i(af)-

En cualquiera de los dos casos, la integral inferior coincide con la superior. Por
. . b
tanto, af es integrable, y su integral vale o Sa f. 0

Suma de funciones integrables

Lema 7.26. Sean f y g dos funciones acotadas en el intervalo |a, b]. Entonces,

[refsfusnsseJacuene] ]

Demostracion. Probemos primero la cuarta desigualdad. Sea P = {a = z¢ <
x1 < xg < -+ < x, = b} una particién. Entonces, paratodoi = 1,2,...,n, si
x € [x;1,m;], serd f(z) + g(x) < Mi(f) + M;(g), donde

M;(f) = sup{ f(z) | z € [v;1, 7] }, Mi(g) = sup{ g(z) | = € [zi1, 2] }.

De esta manera,

Mi(f +g) = sup{ f(z) + g(x) [ x € [x;n, ] } < Mi(f) + Mi(g).

En consecuencia,

n

Zsz+g( — Ti— 1)

1=1

S(f+g.P



Dado £ > 0, por la definicién de la integral superior, podemos escoger Py, P, €
P([a, b]) tales que
—b —b

SR < | f45 Sar)<| e

Sea P = P; u P,. Entonces

(f+9,P)

S(f,P) +S(g, P)
S(f, P1) +S(g, P»)

—b —b

—
-
+
s
N

w2

Como ¢ > 0 es arbitrario, resulta asi que

Ti(ﬂg) <T;f+fig-

Probemos ahora la tercera desigualdad. Por la cuarta, que ya hemos probado,

se tiene
—b —b —b

[a<]Gra+] 0 =T2(f+g)—£f-
£f+]ig<ﬁ(f+g)-

La primera y la segunda desigualdades se obtienen aplicando las dos desigual-
dades ya probadasa —f y —g. O]

Por tanto,

Proposicion 7.27. Sea f una funcion acotada y g una funcion integrable en el
intervalo [a, b]. Entonces,

Ti(ﬂg) =T;f+fg, £(f+g) =£f+fg-

Demostracion. Para la primera desigualdad, por ejemplo, se tiene

R RS O O A A
de dond
S (R :
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Corolario 7.28. Sean f y g dos funciones integrables en el intervalo [a,b|. En-
tonces f + g es integrable en [a,b] y

Lb(fw) = Lbf+£g.

Demostracion. Segun la proposicion anterior, se tiene

T;(fw) =TZf+fg=ff+fg,
£(f+g)=£f+fg=ff+fg-

Por tanto, f + g es integrable y

Lb(fw)) =J:f+fg- O

Observacion. Si R([a, b] denota el conjunto de las funciones integrables en [a, b],
los resultados anteriores nos dicen que R([a, b] es un espacio vectorial y la apli-
cacién SZ R([a,b], f — SZ f es una aplicacién lineal.

El Teorema de Composicion

Teorema 7.29 (de Composicién). Sea [ una funcion integrable en el interva-
lo [a,b], y sea p una funcion continua en el intervalo [c,d]. Supongamos que
f([a,b]) < [e, d]. Entonces, ¢ o f es integrable en |a, b].

Demostracion. Sea e > ( dado. Sea K > 0 una cota superior de || y definamos

’ 3

T b—a+2K
Como ¢ es uniformemente continua en [c, d], existe §, 0 < § < ¢, tal que si
x,y € e, d] y |x —y| < J, entonces |p(z) — p(y)| < €.
Como ademads f es integrable en [a, b], existe una particion P = {a = z <
r1 <...<m, =b}de|a,b]tal que

§(f,P)—§(f,P)<62

La demostracion quedara terminada si probamos que para esta misma particion se
cumple que B
S((pof,P)—S(gpof,P) <E.
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Separaremos el conjunto de indices {1,2,...,n} en dos subconjuntos. Defi-
namos

B ={i| Mi(f) —mi(f) <0} y M = {i| M;(f)—mi(f) =6}

Observemos por otro lado que

Mi(p o f) —mi(po f)
= sup{p(f(z)) | = € [zi1, z:] } —f{ o(f(y)) [ y € [wio1, 2] }
=sup{ ¢(f(2)) —(f () | z,y € [zi1, 2:] }.
Ahora bien, sii € By x,y € [x;_1, z;], entonces | f(z) — f(y)| < 0, de donde se

infiere que |p(f(z)) — ¢(f(y))| < €. Se sigue por tanto que si i € B, entonces
M;(po f) —mi(po f) < &,y se concluye que
M (Milpo f) —milpo ) (@i — zm1) <& 3w — 2m1) < (b—a).
1€B 1€B

Por otra parte, si ¢ ¢ B solo se puede asegurar que M;(p o f) —m;(po f) < 2K,
de modo que

Z(Mi(SDOf)_mi(S@Of))( — 1) QKZ i — Til1).

€M €M
Pero parai € M se tiene 6 < M;(f) — m;(f), de manera que
Z(%‘ —Ti1) < % Z (M (f) = mi(f)) (s — xi-1)
€M €M
< 5 DOA(F) — mi 1)) i — i)
— SBU.P) S P) <6 <<

De aqui se tiene
Z (Mz(%O © f) - mi((P o f))(wz - 93,-_1) < 2K¢€'.
ieM

Al combinar estas estimaciones, obtenemos que

n

S(po f,P)=S(po f,P) = (Mi(wo f) —mi(po f)) (@i —zi)

=1

= Y (Mi(e o f) =m0 )) (w5 = 711)
i€B
+ 2, (Mipo f) —milpo )) (@i — i)

€M
<é'(b—a)+2Ke <e.
Por tanto, o o f es integrable. ]
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Ejemplos.
(1) Sea f definida en [0, 1] por
A/lsenl], x#0,
fx) =
0, xz = 0.

Esta funcion es integrable, por ser composicion de la funcién integrable

{sen%, x # 0,

) =
g9() 0. I

con la funcién continua ¢(x) = 4/|z|.
(11) Sea f definida en [0, 1] por

%7 T e {071}7
f(.T) = ]-7 x ¢ Qv .
1 _ —
W, T = §, m. C. d(p, q) = 1,

Esta funcién es integrable en [0, 1].

En efecto f es composicion de la funcién de Thomae, que sabemos que es
integrable, con la funcién continua en [0, 1]

1
S JrtsenZz+ 1

o()

(¢ Qué pasa si cambiamos el valor asignado a los irracionales?)

(111) Sean fy ¢ las funciones definidas en [0, 1] por

1, zef0,1}, Lo
) 'r )
flx) =10, z¢Q, ¢($)={
1 o _ 0, =z=0.
o T=£ m.c.d.(p,q) = 1,

Ambas funciones son integrables, pero su composiciéon no. (En efecto, su
composicién jes la funcién “peine” de Dirichlet!) Esto nos indica que la
composicién de funciones integrables no tiene por qué ser una funcién inte-
grable. También es posible construir (de forma més complicada) ejemplos
que muestran que la composicion de una funcién continua con una integra-
ble (es decir, en el orden contrario al del Teorema de Composicién 7.29) no
tiene por qué ser integrable.
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Producto de funciones integrables. Supremos e infimos
El producto de funciones integrables es una funcion integrable.

Proposicion 7.30. Sean f y g dos funciones integrables en un intervalo |a,b].
Entonces fg también lo es.

Demostracion. Por el Teorema de Composicién, son integrables las funciones f2,
>y (f + g)°. Basta darse cuenta ahora de que

2 g2 2
jy:(f+g)2f g

Proposicion 7.31. Sean f y g dos funciones integrables en el intervalo [a, b].
Entonces las funciones sup(f, g) e inf(f, g) son también integrables en [a, b].

]

Demostracion. Basta tener en cuenta que estas funciones se pueden escribir de la
siguiente manera:

sup(f,9) = 5(f + g +1f ~gl),  i(fg) = 3(f +g—If —g). O

2.2. Integral y orden

Monotonia de la integral

El siguiente resultado expresa la monotonia de la integral con respecto al in-
tegrando. Probaremos primero un resultado auxiliar que prueba lo mismo con
respecto a las integrales superior e inferior.

Lema 7.32. Sean f y g dos funciones acotadas en el intervalo |a, b]. Supongamos
que f(x) < g(x) para todo x € [a,b]. Entonces

b b —b —b
Jféf% ff<Jg
Demostracion. Sea P = {a = ©9 < 1 < --- < x, = b} una particién. Como
f < g, resulta inmediato que m;(f) < m;(g). Es claro entonces que S(f, P) <

S(g, P), para cualquier particién P de [a, b]. Tomando ahora supremos, se obtiene
que

b
j f = sup{S(f, P) | P e P([a,0]) }

b
< sup{S(g. P) | P P([a.b]) } = f "

=—a

Obviamente, lo referente a las integrales superiores se puede demostrar de forma
similar. n
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Proposicién 7.33. Sean f y g dos funciones integrables en el intervalo |a,b].
Supongamos que f(x) < g(x) para todo x € |a,b]. Entonces

[refs

Corolario 7.34. Si f es una funcion integrable no negativa en el intervalo [a, b),

entonces b
[rs0
a

Teorema 7.35 (Desigualdad de Minkowski). Si f es una funcion integrable en el
intervalo |a, b|, también lo es la funcion | f|. Ademds,

ff<fm-

Demostracion. Que | f| es integrable, es una consecuencia inmediata del Teorema
de Composicién 7.29. Ademds, como —|f| < f < |f|, se obtiene de la Proposi-

cién 7.33 que
b b b
<[ 1<

ff<fm. 0

2.3. Integracion en subintervalos

Positividad de la integral

La Desigualdad de Minkowski

o, dicho de otra manera,

Aditividad con respecto al dominio de integracion

Proposicion 7.36. Sea f una funcion acotada en el intervalo [a,b]. Dado c €
[a,b], son equivalentes:

(1) f es integrable en |a, b].
(11) f es integrable en |a,c]y en [c,b].

Ademds, cuando f es integrable se tiene

ff=ff+fﬁ
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Demostracion. Supongamos primero que f es integrable en [a, | y en ¢, b]. Co-
mo f estd acotada en [a, ¢| y en [c, b], también estard acotada en [a, b]. Ademas,
por el Criterio de Riemann, para todo ¢ > 0 existen una particién P¢ de [a,c| y
otra particion P? de [c, b] tales que

S(f, PS) = S(f, PY) < S(f. Pt —S(f.P") < <.

2

l\Dlm

Si ahora hacemos P’ = P¢ U P?, resulta que P’ es una particién de [a, b], y se
sigue, aplicando la definicion, que

S(f, Py) = S(f, P;) +S(f. F.),  S(f,P}) =S(f, P;) +S(f, FY),
luego

—b

ffsﬁﬁfm=§ﬁfm+§qf®

a

€ €
<S(F.B) + 5 +S(UL P + 5
< J f+ f f+e.

Como esto es cierto para todo € > (, se obtiene que

[refsfs

Andélogamente, se demuestra que

b c b
[r=[r+] s
con lo que se tiene

c b b —b c a
ff+ff<ff<ff<ff+ff-
Esto implica que f es integrable en [a, b

s ffﬁf

Probemos ahora la otra implicacién. Supongamos que f es integrable en [a, b].
Para cada € > 0 existird una particién Q° de [a, b] tal que

g(fa QZ) - S(fa QZ) <Eé&.
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Sea P° = Q% U {c}. (El punto ¢ puede que no pertenezca a la particién origi-
nal °.) Descompongamos P’ en sendas particiones P¢y P de [a, c] y de [c, b],
respectivamente. Tenemos entonces

(S(f, P7) = S(f. Py)) + (S(f. P2) = S(f, )
=S(f. P) = S(f, P)) < S(£,Q5) = 8(f,Q0) <,

y como los dos sumandos S(f, P¢) — S(f, P¢) y S(f, P?) — S(f, P?) son no nega-
tivos, cada uno de ellos serd menor o igual que su suma, por lo que

g(f,P;)—S(f7P£)<5, g(f7pf)_§(fvpcb)<57

y por consiguiente f es integrable en [a, ¢] y en [¢, b]. O

Dos consecuencias

Corolario 7.37. Sea f una funcion integrable en el intervalo |a, b]. Supongamos
que [c,d] < [a,b]. Entonces f es integrable en [c,d|.

Demostracion. Por el resultado anterior, f serd integrable en [a,c] y en [c, b].
Como es integrable en [c, b], aplicando el resultado otra vez, f es integrable en
[c,d] y en [d,b]. O

Corolario 7.38. Sea g una funcion integrable en [a,b], y sea f una funcion
igual a g excepto en un conjunto finito de puntos. Entonces, [ es integrable

y5.f="S.9.

Demostracion. Por la Proposicion 7.36, si x1 < x5 < --- < x, son los puntos
en que ambas funciones no coinciden, basta ver que f es integrable en [a, x1],
en [xy, 25, ..., en [x,_1,x,], y en [z,, b]. Por tanto, serd suficiente probar que el
resultado es cierto cuando las dos funciones coinciden en todo el intervalo excepto
en los puntos a o b. Para ello, obsérvese que la funcion h = f — g es igual a 0
en todos los puntos excepto quiza en a o b. La demostracién quedara completa si
mostramos que h es integrable y su integral es 0.

Sea ¢ = (a + b)/2. Obsérvese que h es integrable en [, c| sia < o < ¢
y ademads SZ h = 0 (ya que es igual a 0 en este intervalo). Por la Propiedad de
Cauchy 7.14, esto implica que h es integrable en [a,c] y SZ h = 0. De forma

andloga, se prueba que h es integrable en [c, b] y Si h = 0. Combinando ambas
cosas, h resulta ser integrable en [a, b] y

b c b
Jh:fh+fhza =
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Funciones continuas a trozos y moné6tonas a trozos
Definicion 7.39. Sea f una funcién definida en [a, b].

(1) Se dice que f es continua a trozos si existe una particién {a = x¢y < 1 <
- < Tpq < x, = b}, tal que f es continua en cada intervalo (z;_1,2;) y
existen y son finitos los limites laterales en cada z;.

(11) Se dice que f es mondtona a trozos si existe una particién {a = zo < x; <
<o < pq < x, = b}, tal que f es mondtona en cada intervalo (x;_1, ;).

Corolario 7.40. Si f es una funcion continua a trozos o una funcion acotada y
mondtona a trozos en |a, b], entonces f es integrable en |a, b].

Demostracion. Si f es continua a trozos y los x;, ¢ = 1,2,...,n, son como en
la definicion, para cada 7 existe una extension continua (y por tanto integrable)
de f |(x1,717xi) al intervalo [z;_1,x;]. Esta extension es integrable en el intervalo
[z;_1,x;], por ser continua, y coincide con f en (z;_1,z;), luego f es integrable
en [z;1,x;]. Como esto es cierto paratodo i = 1,2, ..., n, resulta entonces que f
es integrable en [a, b].

La demostracién en el caso de una funcién monétona a trozos es similar. [

Ejemplo. f(x) = [x] es monétona a trozos y continua a trozos en cualquier inter-
valo [a, b]. Por tanto, es integrable en todo intervalo [a, b].

2.4. Teoremas del valor medio integral

Promedio integral

Definicion 7.41. Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Llamamos
promedio integral de f en [a, b] al nimero

1 b
b—a,Lf’

Teorema 7.42. Sea f una funcion integrable en el intervalo [a,b] y sean m'y M
tales que para todo x € [a,b] se cumpla m < f(x) < M. Entonces el promedio
integral de f en [a,b] estd en [m, M], es decir,

1
b—a

m <

Lbf<M.
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Demostracion. Puesto que m < f < M, por la monotonia de la integral

—af f LMzM(b—a),

y como b — a > 0, podemos dividir para obtener

b
Jf<M. u

b—a

a+1
h'mf TENVE G,
a—o J, l’—ﬁ

En efecto, sea 1 < a < b. Para cada x € [a, b],

| < T+Nr o+l 2 2

=1+

Tr—ar L Jr—1 Vo —1 Va—1
1 Jb$—|—\/5d 2

r <1+ :
b—a), v —+/x va—1
En algunas ocasiones, no es necesario calcular el valor exacto de una integral, sino
que basta con estimaciones aproximadas. Por ejemplo, de las dltimas desigualda-

des se deduce que, para todo p > 0

a-+p
+
lim vy dr =1p
a—w J, I’—\/E

El Teorema del Valor Medio Integral

Ejemplo.

Por lo tanto,

1<

Teorema 7.43 (del Valor Medio Integral). Sea f una funcion continua en el inter-
valo [a,b]. Entonces su promedio integral se alcanza en algiin punto de |a,b], es
decir, existe un xq € |a, b tal que

blaLbfo(Io)-

Demostracion. Por el Teorema de Acotacion de Weierstrass 5.47, el conjunto
{f(z) | = € [a,b]} tiene minimo y méximo, a los que llamamos m y M res-
pectivamente. Segun el Teorema 7.42, se cumple que

1 b
< ff<M.
b—a ),

Como f es continua, por el Teorema de Bolzano 5.49 existe un zy € [a, b] en el
que f toma dicho valor entre my M,y asi

1 b
= : O
b—aLf
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Promedio integral ponderado

Teorema 7.44. Sea f una funcion integrable en el intervalo [a,b], sea g una
funcion no negativa e integrable en |a, b], y sean m'y M tales que m < f(x) < M
para todo x € |a, b]. Entonces, existe y € [m, M| tal que

Lbfg=uf9-

(A p se le llama promedio integral ponderado de f con respecto a la funcion de
densidad g.)

Demostracion. Puesto que g > 0, se verifica
mg < fg < Mg.

Todas estas funciones son integrables, luego podemos poner

b b b
mfgéffgSMf g.

Si SZ g = 0, cualquier i € [a, b] cumple la igualdad del enunciado. Si SZ g # 0,
entonces SZ g > 0y basta tomar como y el cociente entre SZ fgy SZ qg. O

Corolario 7.45. Sea f una funcion continua en el intervalo |a,b), y sea g una
funcion no negativa e integrable en [a,b|. Existe entonces al menos un punto

xg € |a, b] tal que
b b
f f9= f(l"o)f g

Demostracion. La funcién f tiene maximo y minimo absolutos sobre [a, b], por el
Teorema de Acotacion de Weierstrass 5.47. Si el maximo y el minimo se alcanzan
en ¢y d, respectivamente, podemos aplicar el teorema anterior con m = f(c)y
M = f(d). Por el Teorema de Bolzano 5.49, hay al menos un punto z, € [a, 0]
tal que f(x¢) = p, donde p el promedio integral ponderado de f con respecto a g.

O

La Formula de Sumacion de Abel
Para los siguientes resultados, necesitaremos un resultado técnico, que es el
equivalente en sucesiones a la Férmula de Integracion por Partes.

Lema 7.46 (Férmula de Sumacion por Partes, de Abel). Sea a,, y (b,) dos suce-
siones. Definamos A;, = Zle a;. Entonces

k k—1

=1 i=1
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Demostracion. Para facilidad de calculo, definamos también Ay = 0. Entonces,

k k-1
= > A — ) Abin
i=1 1=0
k—1

= Apbi, — Aoby + Z Ai(bi — big1)
i=1
k—1
= Apbi + Y Ai(bi = bip). O

i=1

Lema 7.47. Sean (a,) y (b,) dos sucesiones, y sea Ay = Zle a;. Supongamos
que se satisface la desigualdad m < A, < M, y que (b,) es no negativa y
decreciente. Entonces,

k
mb1 < Zazbz < Mb1
i=1

Demostracion. Por la Férmula de Sumacion de Abel 7.46, y teniendo en cuenta
que b, = 0y b; — b;11 = 0, obtenemos

k k-1
D aib = A + Y Ai(b; — bigy)
i=1 i=1

k-1

< Mby, + Z M (b; — biy1)
i=1

= Mb, —i—M(bl —bk) = Mb;.

La desigualdad de la izquierda se obtiene de forma similar. [

Una desigualdad

Teorema 7.48. Sea f una funcion integrable en el intervalo |a,b] y supongamos
que g es una funcion decreciente y no negativa en [a, b]. Entonces,

b
g(aym < f f9 < gl@)M,

donde m y M representan los valores minimo y mdximo, respectivamente, de la

funcion F(z) = §" f.
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Demostracion. Sea P = {a = xy < x7 < --- < x,, = b} una particién de |[a, b].
Tenemos la identidad
b

Vamos a acotar el segundo sumando. Como f es integrable, serd acotada y por
tanto existird una constante X > 0 tal que |f(z)| < K para todo z € [a, b]. Como
g es decreciente, también serd integrable y, en consecuencia, dado € > 0, podemos
escoger la particion P de forma que

Z:: (2i-1) z))(l’z —x;1) =S(g,P) —S(g, P) < %.

Se sigue que

S (o) - gtai) ds

Por tanto, para esta particiéon P, tenemos que

a:)dx—Zg(I,»_l)J‘i f(z)dx
ZJ g(zio1)) dz| <e. (1)

@ = | sy

=mf{ F(z) | z € [a,b] }, M = sup{ F(z) | z € [a,b] }.

Hagamos ahora

y sean
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Como (' f(z)dw = F(x;) — F(x;_1), se sigue que

Zgal‘[ fe)ds = 3Y(F() ~ Flan)o(ei)

Teniendo en cuenta que g es no negativa y decreciente en [a, b], y haciendo
a; = F(z;) — F(zi-1), bi = g(zi-1)

en el Lema 7.47, obtenemos que

Z F(x;1))g(im1) < Mg(a),

dado que

Ay = a; = F(xy) = F(xo) = F(xx) — Fla) = F(xy,).

i=1

En consecuencia, teniendo en cuenta (1), se tiene que

b
—e< f f(@)g(x)de < Mg(a) + ¢

Finalmente, como € > 0 es arbitrario, se sigue que
b
a) < J f(z)g(x)dx < Mg(a). O

Segundo Teorema del Valor Medio Integral

Teorema 7.49 (Segundo Teorema del Valor Medio Integral). Sean f y g funciones
integrables en un intervalo [a, b].

(1) Si g = 0 es decreciente, existe xg € |a,b| tal que

ffg—g s

(1) Si g = 0 es creciente, existe x € |a, b] tal que

ffg—g f ;.

(1) Si g es mondtona, existe xy € |a, b| tal que

ffg—g f f+glb f ;



Demostracion. (1) Si g(a) = 0, el resultado es trivial. Si g(a) # 0, el resultado

anterior nos dice que
1 b
[
a) Jq

donde m y M son el infimo y el supremo, respectivamente, de la funcién F'(z) =
SZ f- Una consecuencia de la Propiedad de Cauchy (que se verd con cierto detalle
en el Teorema 7.14) es que la funcién F' es continua. Por el Teorema de Bolzano,

existe g € [a, b] tal que
1t
9@ L f9,

J fg=g(a)F(zo) = g(a) on f

(1) Sean F(z) = f(a +b— z), G(x) = g(a + b — z), definidas en [a, b].
Las graficas de estas funciones son las simétricas de las de 'y g, respectivamente.
Es fécil ver por tanto que estas funciones son integrables en [a, b]. La funcién G,
por su parte, es ademds no negativa y decreciente, Por tanto, utilizando el caso (1),
obtenemos que existe x; € [a, b] tal que

me _ Gl(a) J F — g(b) J F

Ahora bien, teniendo en cuenta la simetria de las grificas de F'y GG con las de f
y g, obtenemos que

| g - | "FG = g(b) J F = g(b) fbb ;

Bastard, por tanto, hacer xy = a + b — ;.

(1r11)  Supongamos que g es creciente. Definamos la funcién G(x) = g(b) —
g(x), que es no negativa, decreciente e integrable en [a, b]. Aplicando de nuevo el
caso (1), obtenemos que existe xg € [a, b] tal que

b)ff—ffg=LbfG=G(a)fof=g(b)fof—g(a)fof-

Por tanto,

[[19=900 [ =00 [" 100 [ r=ata [" 5200 [ s

Si g es decreciente, la prueba es andloga, utilizando el caso (II) en lugar
de (D). O

es decir,
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Ejemplo. Sib > 1,

b
sen x
‘ dx‘ < 2.
.

En efecto, segtin (1) del resultado anterior, existe = € [1, 0] tal que

bsenz 1 [ o
de = — - senx dx = sen x dx.
1 T L L 1

b sen x
dr| =
.

3. El Teorema Fundamental del Calculo

Por tanto,

= |cosxy — cos 1| <2

Z0
J sen x dx

1

3.1. Integral indefinida. El Teorema de Derivacion de Integra-
les

Qué es la integral indefinida

Definicion 7.50. Sea f una funcién integrable en [a, b]. Llamamos integral inde-
finida de f centrada en c € [a, b] ala funcién F': [a,b] — R definida por

F(x):ff.

(Aqui se adopta la convencién §” f = — {*siz < ¢.)
La integral indefinida centrada en c se denota a veces como Sc f. Asi,

()= [

Observacion. Si c,d € [a,b], las integrales indefinidas § f e §, f se diferencian

en una constante, a saber,
T d T
Jor=Lre s
c c d

Por tanto, el punto en que estd centrada la integral indefinida no resulta muy im-
portante. De aqui que se suela pensar en las distintas integrales indefinidas como
si fueran una sola (salvo constante) y la integral indefinida se escriba como § f,
esto es, sin tener en cuenta el centro de la misma.
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Continuidad de la integral indefinida

Lo que veremos en los proximos resultados es que las integrales indefinidas
tienen siempre mejores propiedades que la funcidn de partida. Ahora mismo, ve-
remos que siempre son continuas.

Teorema 7.51. Sea f una funcion integrable en |a, b]. Entonces su integral inde-
finida es una funcion de Lipschitz. En consecuencia, es continua.

Demostracién. Sea F(z) = {” f. Como f es integrable, también es acotada. Sea,
pues, K > 0 tal que |f(z)| < K para todo = € [a,b]. Sean z,y € [a,b] y
supongamos que, por ejemplo, x < y. Por la Desigualdad de Minkowski 7.35,

|F(y) — F(x)] =

Y Y
fﬂ<Jﬁﬂ<K@—u m

El Teorema de Derivacion de Integrales

Asti, la integral indefinida es continua “gratis”, es decir, sin ninguna suposicién
sobre la funcién de partida (salvo, claro, la de que sea integrable). Si la funcién
de partida también es continua, veremos ahora que la integral indefinida seguira
teniendo mejores propiedades todavia.

Teorema 7.52 (de Derivacion de Integrales). Sea f una funcion integrable en |a, b|
y supongamos que | es continua en c € |a, b|. Entonces, su integral indefinida F
es derivable en ¢, y F'(c) = f(c).

Demostracion. Se trata de probar que

T—C Tr —cC

Tanto si z > ¢ como si < ¢, Se tiene

Fay-re = [ r-[ 1=

luego
wf(c) _ xicfcf(t)dt micff(c)dt
- — [ (0 - s ae.
Asi pues,
POZHD o) - g | [0 - sty an




Sea ¢ > 0. Como f es continua en ¢, existe algin 6 > 0 tal que |f(t) —
flo)| <e/2si|t—c| <6.Si0 <x—c<dsetiene

1

r—cC

f (£ - 1) dt]

()] dt

,];'—Cf §dt—2 E.

Por otro lado, si —§ < x — ¢ < 0, se tiene

N

F(x)—-F 1 v
DT po| - [ v renar
1 C
- L f (£11) - f(C))dt‘
(c)| dt
5
< C—$L§dt:§<€.
En resumen,
F(IL')—F(C)_f(C) <
r—c
si |x — ¢| < 0. Hemos probado asi que, en efecto,
Hmw = f(c). ]

r—cC Tr — C

Corolario 7.53. Toda funcion continua definida en un intervalo es la derivada de
alguna funcion.

Demostracion. Basta observar que, por ser continua, f es integrable en cada in-
tervalo cerrado y acotado contenido en /, donde [ es su intervalo de definicién.
Si fijamos un punto ¢ € [ y consideramos la integral indefinida de f, F': [ — R

dada por
0=+

el teorema anterior nos dice que F’ = fen [. 0

Observacion. Vimos en los Tema 5 y 6 que las dos clases de funciones cons-
tituidas por las funciones continuas, por un lado, y las funciones derivadas, por
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el otro, cumplen ambas la propiedad de los valores intermedios, a través de los
teoremas de Bolzano 5.49 y Darboux 6.19, respectivamente. Lo que nos dice el
Corolario 7.53 es que la primera de estas clases estd en realidad contenida en la
segunda, asi que el Teorema de Bolzano 5.49 no es més que un caso particular del
de Darboux 6.19.

Ejemplos.
= Integral indefinida de la funcidn signo.

Ya sabemos que es integrable la funcién signo, definida por

1, x>0,
sgn(z) =<0, x=0,
-1, = <0.

Veamos cudl es su integral indefinida F'. Si x < 0, se tiene

Fla) = J san(t) df — —JO san(t) df — JO it — —x.

0 T T

Para = = 0, es obvio que F'(0) = 0. Si z > 0, tenemos que

F(z) = fsgn(t) dt = f dt = .

0 0

Llegamos asi a que F'(x) = |z| para todo = € R. Esta funcién es continua
en todos los puntos. También es derivable en todos los puntos salvo el 0.
Podemos comprobar de esta forma que F, la integral indefinida de la fun-
cion signo, es derivable precisamente en los puntos en que la funcién signo
es continua, que es lo que los teoremas 7.51 y 7.52 predicen.

» Derivada de F'(z) = f v/ |sent|dt, z > 0.
1

Empecemos por observar que F' no es mds que la integral indefinida de la
funcién f(z) = +/|senz|, que es continua en todos los puntos. El Teore-
ma de Derivacién de Integrales 7.52 hace entonces evidente que F'(z) =

f(z) = /|sen x| para todo x € R.
Z‘2
» Derivada de G(x) = J +/ |sent| dt.
1

Si F' es como en el apartado anterior, vemos que G(z) = F(z?), asi que,
aplicando la Regla de la Cadena 6.6, obtenemos que, para todo x € R, es

G'(x) = F'(2?) - 22 = 224/ |sen 22|.
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= Derivada de H(x f v/ |sent| dt.

Podemos escribir ,
= —J +/ |sent| dt,
1

asi que, definiendo de nuevo F' como antes, tenemos que H(z) = —F(23).
Por tanto, obtenemos que

H'(z) = —F'(2®) - 32° = —32%/|sen 23]
= Derivada de J(z J +/ |sen t| dt.
3

En esta ocasion, escribimos

232 3’33
:J \/\sent\dt—f £\ |sent|dt = F(z*) — F(2?).
1 1
Serd, por tanto,

J'(x) = F'(2?) - 2z — F'(2%) - 32% = 224/ |sen 22| — 32°/|sen 23|,
= Derivada de K (x f f \/ |sen s| ds dt.

Ahora, lo que tenemos es

Il
T
=
QU
~

|

%

e
=
IS
~

donde

para todo z, obtenemos que

K'(z) = F(z 2) 2z — F(z°) - 32°

—2:15] v/ |sent| dt—3:vf A/ |sent| dt.

44



= Representar la funcion f(z) = Six e~ dt.

La funcién f no se puede expresar en términos de funciones elementales.
Pero si que podemos obtener una expresion manejable de la derivada de f,
gracias al Teorema de Derivacion de Integrales, que podemos aplicar porque
e~ es continua y 2x es derivable.

Obsérvese en primer lugar que la funcién e es par. Ademas, si 0 < =z,
entonces z < 2x, de donde —2x < —uz, lo que implica que

s = [etae [ etae [t as s

—x —2z T
Es decir, f es una funcién impar, y por tanto bastard representarla en [0, c0)

Como
f/(ﬂf) _ 26—45(:2 . e—x _ e—x (26—3x2 . 1) _ e_$2 (610g2_3$2 B 1)’

vemos que [’ tiene el mismo signo que log 2 — 322, luego es (estrictamente)
positiva en (0,+/(log2)/3) y estrictamente) negativa en (4/(log2)/3, o).
Por tanto, f es estrictamente creciente en [0, +/(log2)/3] y estrictamente
decreciente en [4/(log 2)/3, o0). De aqui que f alcanza su maximo absoluto
en 4/(log2)/3 y su minimo absoluto en 0. (Obsérvese que f(x) > 0 si
x> 0)

De la expresion de f’, obtenemos que

f//(x) _ 161_674332( 63332 o 1) _ 16%67412 (63952*310%2 B 1),

1
8
de donde su signo es el de 2 — log 2, y deducimos que f es cdncava en
[0, 1/1og 2] y convexa en [+/log 2, o0). Tenemos un dnico punto de inflexién

en 4/log 2.

Es facil ver, ademads, que el limite de f en oo es 0. Basta acotar el valor de f
usando la monotonia de la integral: como e’ es decreciente en [0, o), para
todo ¢ en el intervalo [x, 2z se cumple que e’ <e y entonces

2z 2%
0< f(z) = J e dt < f e dt =z —— 0
r—00

x x

3.2. Primitivas. El Teorema Fundamental del Calculo

Qué es una primitiva
En esta seccidn estableceremos la importante relacion que existe entre deriva-
da e integral. Introduzcamos antes un nuevo concepto.
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Definicion 7.54. Sea f una funcién acotada en [a, b]. Decimos que una funcién
continua F’ definida en [a, b] es una primitiva (o anti-derivada) de f si se cumple
F'(x) = f(x) paratodo x € [a, b], excepto en una cantidad finita de puntos.

El Teorema Fundamental del Calculo

El Teorema de Derivacion de Integrales 7.52 establece que, si una funcién
es continua, entonces su integral indefinida es también una de sus primitivas. El
siguiente teorema dice lo opuesto, es decir, que si una funcién tiene una primitiva,
entonces dicha primitiva es (salvo constante) la integral indefinida de la funcion
original.

Teorema 7.55 (Fundamental del Calculo, de Cauchy). Sea f una funcion integra-
ble en un intervalo [a,b], y supongamos que F es una primitiva de f. Entonces,

ff:ﬂ@b:ﬂm—ﬂ@

Demostracion. Bastard probarlo en el caso en que F’'(z) = f(z) para todo x €
(a, b). (El caso general se obtiene facilmente a partir de este.) Sea

P={a=xy<z1< <z, =0}

una particion cualquiera de [a, b]. Segtin el Teorema del Valor Medio 6.13,

=
=
|
e
&
||
=

n) = F(x0)

= > f(&) (@i — mi)),

=1

donde &; € (z;_1,x;) para cada i. Obsérvese que la dltima expresion es una suma
de Riemann de la funcién f asociada a la particiéon P. Por tanto,

Como esto es cierto para cualquier particiéon P, tomando supremo e infimo resulta

que
—b

i?<F@—H@<Lf
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b
Pero sabemos que f es integrable, asi que Sb f=5,r= SZ f. Por lo tanto,

b
J f=F()— F(a). n

El Teorema Fundamental del Cdlculo 7.55 nos proporciona un arma funda-
mental a la hora de calcular integrales, como se puede apreciar en los siguientes
ejemplos.

Ejemplos.

T
. So sen z dex.

Sea F'(z) = — cosz. Entonces F”(x) = senz, asi que F' es una primitiva
del seno. El Teorema Fundamental del Célculo nos dice que

J senzxdr = F(x)‘g = —cosm+cosO=1+1=2.
0

S7r/2

o cosw dz.

Bastara tomar la primitiva F'(xz) = sen x. Obtendremos as{

/2 9
J cosxdxzsenx‘g/ =1-0=1.
0

5

d
_I :loggj’? :log5—10g1 210g5
1 X

Si’ e® dux.

5
5
J exdxzex‘l = —e.
1

/4
So/ sec? r dx.

El integrando es la derivada de la funcién tangente. En consecuencia,

/4
J sec’zdr = taun:z:}g/4 = tan% —tan0 = 1.
0
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1 de

0 1+z2"
1 d:C 1 s
= arctanx| = arctanl —arctan(0 = —.
o 1+22 0 4
\/5/2 dx
0 Vi—a2®
V22 gy

—_— = aurcsenac{ﬂ/2 S
0 vV 1— 22 0 4 '
S: log x dx. La derivada de la funcién zlogz es logz + = - 1/x = logz +
1. Por tanto, la funcién F(z) = xlogz — x debe ser una primitiva del

logaritmo. Asi,

J logx dx = (xlogx—x)‘i = (eloge —e) — (1logl —1) = 1.
1

1
So arcsen z du.

De forma similar al ejemplo anterior, observamos que la derivada de x arc sen x

es arcsenz + x/4/1 — 2. No es dificil encontrar una primitiva del segun-
do miembro de la expresion anterior, ya que la derivada de /1 — 22 es
—x/4/1 — x2. En consecuencia una primitiva del arco seno es la funcién
F(z) = xarcsenx + +/1 — 22. En consecuencia,

1
f arcsenz dr = (rarcsenx + V1 —:)32)‘(1) = g — 1.
0

Sé e dx.

La funcion f(t) = et es integrable y por tanto tiene una integral indefini-
da F(x) = Sg e~"* dt. Como ademds f es continua, F' serd al mismo tiempo
una primitiva de f. Sin embargo, hay que hacer notar que no es posible ex-
presar la funcién /' como suma, producto, cociente, composicion, etc, de
funciones elementales: potencias, exponenciales, logaritmos, funciones tri-
gonométricas, etc. (Este es un hecho que se prueba mediante una sofisticada
herramienta algebraica, conocida como Teoria de Galois.) Sin embargo, si
que existen métodos indirectos para evaluar esta integral, al menos de forma
aproximada, comprobandose asi que

1
J e dy ~ 0,75.
0
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Integracion por partes

El Teorema Fundamental del Calculo da, como notables consecuencias, dos
importantes métodos de célculo: el de integracion por partes y el de cambio de
variable o sustitucion. Estudiemos a continuacion el primero de ellos.

Teorema 7.56 (Integracion por partes). Si f y g son funciones derivables en |a, b],
tales que sus derivadas son integrables en [a, b], entonces,

b b b b
f 19 = F@)g() - f J'g = FB)g(d) — f(a)gla) - j f'g.

Demostracion. Notemos que fg' y f’g son integrables porque los son f'y ¢
(estas por hipétesis) y también f y g (porque son continuas). Entonces también es
integrable (fg)’ = f'g + f¢', y por el Teorema Fundamental del Calculo,

[g0+ [ r9= [ oy = 10200) - gt

de donde obtenemos la formula del enunciado. L]
Ejemplos.
" Sé xe® dx.

Denotemos f(x) = zy ¢ (z) = €e°. Serd asi f'(x) = 1y g(z) = €.
Obsérvese que la integral pedida no es mds que Sé f¢'. Integrando por partes,

| e = ) i |
- f@aaly | 19

1
1
ZQSBI‘O_J 1-e*dx
0

ze—ex‘(l)ze—e+1:1.

/2
. So/ xsenz dx.

Hagamos ahora f(x) = zy ¢’(x) = senz, con lo que serd f'(xr) = 1y
g(x) = — cos x. Empleando integracion por partes, obtenemos

/2 12 /2
J xsenxdxz—xcosx‘g +J 1-coszdx
0 0

G sl 1

N us
= —— +senx —.
2 2
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n {Tlogadz.

En este caso, el integrando de la integral de partida no es aparentemente
el producto de dos funciones. Esto no importa, porque siempre podemos
considerar que uno de los factores es la funcion idénticamente 1. Es decir,
hagamos f(z) = logz, ¢'(z) = 1, conlo que f'(z) = 1/z, g(x) = x. Se
tendra asi,

J log x dx =J 1-logxdx
1

1

e © 1
leogxll—J x-—dz
1

—e—(e—1)=1.

(Obsérvese que este resultado puede también ser obtenido directamente, ya
que se ha visto que una primitiva del logaritmo es la funcién x log x — z.)

€ logx
1 z d

Este ejemplo ilustra un artificio que aparece con frecuencia cuando se in-
tegra por partes. Hagamos f(x) = logz, ¢'(x) = 1/x, con lo que f'(z) =
1/z, g(x) = log z. Obtenemos

°1 e °1 “1
f ngdx:(logzlr)2|l—f Ogmdzzl—f 8T .
z 1

1 x 1 T

Aparentemente, al integrar por partes no hemos realizado ningtn avance.
Pero, despejando la integral, resulta que la igualdad que acabamos de probar
se puede escribir también como

QJ logx o 1,
1

T

0, lo que es lo mismo,

“log x 1

1 i

T x
= {, " senzdz.

La misma técnica puede aplicarse en este ejemplo, solo que integrando por
partes dos veces. Hagamos f(z) = e*, ¢’(z) = senz, de donde f'(z) = €*,
g(x) = — cos z. Integrando por partes, obtenemos

s

s
s
J e”senx dr = (—e” cosx)| —i—J e’ cosx dx
0 0

T
=1 +e”+J e’ cosx dx.
0
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La integral que hemos obtenido no es mds sencilla que la integral de partida.

Volvemos a aplicar integracién por partes, haciendo en esta ocasién f(z) =

e, ¢'(x) = cosx, y por tanto, f'(z) = €*, g(x) = sen x. Serd entonces

™ s
™
f e’ cosx dr = (exsenx)‘o —J e”senzdx
0 0

T
= —J e*senx dx.

0
Juntando ambos calculos, hemos obtenido que
vy T
J e*senzdr=1+¢" — J e’ senzx dx.
0 0
Despejando la integral, se tiene finalmente que

T 1+ €™
J e*senxdx = .
0 2

Sf (log x)? du.

Hacemos f(z) = logx, ¢'(x) = logz, asi que f'(z) = 1/z, g(x) =
xlog x — z. Integramos por partes, y obtenemos

2 2

J (logx)dezj log z - log x dx
1 1

e? “1
= (logz - (zlogz —x))|; —J — - (rlogz —z)dx
1

i
2

= 2¢? —J (logx — 1) dx
1

=2¢* — (zlogx — 23:)}61"2 =2(e? — 1).

I m n mln!

Este es un ejemplo mucho més elaborado. Probaremos, por induccién so-
bre n, que

1 I'n!
m!n!
2"l —z)"de = ——.
L ( ) (m+n+1)!
Para n = 0y cualquier m, se tiene
v 1 m! 0!

1 m+1
X
f " dr =
0 m+1

w0 M1 - (m+0+1)I
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Ahora, supongamos que la férmula es cierta para un cierto n y cualquier m.
Veremos, integrando por partes, que también es cierta para n + 1 y cual-
quier m. En efecto, hagamos f(x) = (1 — z)"™, ¢’(z) = z™, de donde
fl(x) ==+ 1)1 —2)", g(x) = 2™"/(m + 1). Entonces, teniendo en
cuenta la hipétesis de induccion,

1
1 r=1
ml _ n+ld :_m-i-ll_ n+1
Lx (1—x) T=_ % (1—2x) ‘a::l]
1 (!
+ nt f ™1 — x)" da
m+1 ),
+1 (!
= J 2" (1 —2)"dx
m+ 1 0

n+1 (m+1)!n!
m+1 (m+n+2)
m!(n+1)!
(m+n+2)l

asi que la féormula también es cierta para n + 1y cualquier m.

La formula de Taylor con residuo integral

Como aplicacion adicional del método de integracidon por partes expuesto
en 7.56, daremos a continuacion una nueva version del Teorema de Taylor 6.36,
en el que se utiliza una integral para expresar el residuo de Taylor.

Teorema 7.57 (de Taylor, residuo integral). Sean f una funcion definida en |a, b|,
¢ € |a,b] y n € N. Supongamos que f es derivable hasta el orden n + 1y que
f™*+Y) es integrable en [a,b]. Entonces, para cada v € [a, b] es

Ruosle) = o [ 5000) 0 — 0" .

Demostracion. Por el Teorema Fundamental del Calculo 7.55, se tiene, emplean-
do repetidas veces integracion por partes (nétese que las derivadas que aparecen
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en los siguientes cdlculos son siempre con respecto a la variable t),

fm—ﬂ@:ff@w
= —f'(t)(z — )| Jf” Wz —1t)d
= (x—c¢) Jf” Yz —t)d
2f<wmtfﬁf+1ffﬂuxxw%ﬁ

= flle)(x —c) + f//Q(C J f(@)

= f'(0)(x —c) -

" (n)
= f'(c)(x — )+f2(0)( —c)?+ +fn!0)(x—c)"
+ % j FODE) (z — )" dt
Dicho de otra forma,
SO = e = £0) = Pucs@) = Baesle). O

El Teorema de Cambio de Variable
A continuacién exponemos el segundo importante método de integracion que
surge como consecuencia del Teorema Fundamental del Célculo 7.55.

Teorema 7.58 (de Cambio de Variable, o de Sustitucién). Sea u una funcion de-
rivable en un intervalo J tal que u' es integrable y sea I un intervalo tal que
u(J) < I. Si f es continua en I, entonces (f o u)u' es integrable en J y

b u(b)
jﬂwmwwm=f F(t) dt
a u(a)

cualesquiera que sean a,b € J.

Demostracion. Esta claro que (f o u)u’ es integrable, pues es producto de funcio-
nes integrables.

Sea F' una primitiva de f en /. Entonces, por la Regla de la Cadena, (Fou) =
(fou)u',y como fy (fowu)u sonintegrables en I, por el Teorema Fundamental
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del Célculo 7.55 resulta que

u(b)
f I = F) ~ Fu)
= (Fou)(b) — (Fou)(a)

Ejemplos.

¢ dz
2 zlogx”®

Obsérvese que si u(z) = logx, entonces u'(z) = 1/x. Por tanto, seglin el
Teorema de Cambio de Variable,

(& d (&
J A :J Lu’(yc) dx
o rlogx 5 u(z)
t

_Ju(e) _J\l dt
u(2) t log 2 t
1
= log t|log2 = —log(log2).

En la préctica, un cambio de variable como el que acabamos de realizar no
se describe mediante una funcion u(x), sino que mds bien se hablaria del
cambio de variable u = u(z), du = u'(x) dx. En este ejemplo concreto, el
cambio se anunciaria diciendo “Hagamos el cambio de variable v = log x,
du = %dx”. Teniendo en cuenta que v = logx vale 1 cuando x vale e y
log 2 cuando x vale 2, la integral se realizaria de la siguiente forma, més
sencilla:

¢ dx U du 1
J = J; — = logu‘log2 = —log(log 2).

9 xlogx og2 U

También hay que observar que resulta practica en ocasiones la estrategia
alternativa que consiste en anunciar el cambio de variable inverso, es decir,
no poner u en funcién de x, sino x en funcion de u. Por ejemplo, en el caso
de la integral que acabamos de realizar, hariamos el cambio de variable
x = e*, dxr = e“du, con lo que

¢ dx 1 e*du U du
f 1 :J ﬁ:J — = .- = —log(log2).
5 xlogx log2 €"10ge log2 U

Esta estrategia es especialmente adecuada cuando la derivada '(x) no apa-
rece de forma muy explicita en la integral.
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Hagamos notar que en el célculo de integrales definidas por cambio de va-
riable no es necesario deshacer después el cambio de variable (lo que si
hace falta al calcular primitivas), pues esto va ya implicito en el cambio de
limites de integracion.

5

/2
. So/ sen® x cos x dx.

Observamos que cos x es la derivada de la funcién sen x, asi que hacemos
el cambio de variable u = sen z, du = cos x dx. Con respecto a los limites
de integracién, tenemos en cuenta que cuando x vale 0, u = sen x también
vale 0, y cuando x vale 7/2, u = sen z vale 1. Obtenemos asi

7r/2 1 'U,G 1 1
f sen® x cos x dr = J wdu=—| ==
0 0 6 o
/4
n {0/ tanx de.
Podemos escribir la integral anterior como
/4 /4
sen x
J tanx dx = J dx,
0 o0 COST
Lo que nos sugiere hacer el cambio u = cos z, du = — sen x dz. Obtenemos
asf
/4 /4 sen T
f tanz dr = J dx
0 g COSXT
B Jﬁﬂ du Jl du
1 u \/5/2 u

1 log 2
= logu’\@/2 -

Otra forma de realizar esta integral es haciendo el cambio de variable u =
tan x o, lo que es lo mismo, x = arctanu, dr = L_ du. Se tiene entonces

14u2
/4 1 10t 9
f tanxdx—f Y du:—J Y du
0 o 1+u? 2 )y 1+u?
1 o1 log2
zilog(lvtu)loz 5

0 @
] S_l = d.
Hacemos el cambio © = e*, du = e* dx, obteniendo

0 * ! du 1 s 1
——————] zarcsenu‘ = — — arcsen —.
1 2 1/e

€
,1\/1—623” /e 1—u 2 (&
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I 14e
- Sl/Z ez A

Escribamos la integral anterior de la siguiente forma:
1 1
1 x 1 x €T
f +e d:zzzf (1+e%)e i
1ol —e€” 1/2 (1 —e®)er
Hagamos ahora el cambio u = €”, du = e” dx. Se obtiene
1 e
1+4e” 1
J re dr = J v du
o[ [
Ve 1—u Ve u
—2log|1 — uH\/E + 10g|u|‘\/é
= 2log(v/e — 1) — 2log(e — 1) +

1
=5 — 2log(1 + +/e).

N[ —

. S:ff/g V4 — x?dx.

Ponemos

V3 V3
J \/4—x2dx=2f V1= (z/2)2dx
-3 -3
Vs 1
:4f V1= (2/2)? = du.
3 2

Si hacemos el cambio de variable v = z/2, du = (1/2)dx, esta tltima

integral es igual a
V3/2
4 V1 —u?du.

—/3/2
Haciendo a continuacidn el cambio © = sen v, du = cos v dv, esto debe ser
igual a

/3 /3
4f V1 —sen?vcosvdv =4 ( |cos v| cos v dv
—m/3 J—m/3
/3
=4 [‘ cos® v dv
J—m/3
/3
=2 ( (14 cos2v)dv
J—7/3
v=m/3 4
= (2v + sen 2@)}U:_ﬂ/3 =3 + /3.
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(En casos come este, los dos cambios de variable se suelen combinar, ha-
ciendo directamente el cambio x = 2sen v, dr = 2 cosv dv.)

4. Definicion y propiedades basicas de las integrales
impropias

4.1. Definicion de integral impropia

Se puede integrar una funcion si no es acotada o si su dominio es no acota-
do?

El proceso que hemos realizado hasta ahora nos permite definir la integral para
funciones de un tipo bastante limitado: dichas funciones tienen que estar definidas
en un intervalo cerrado y acotado, y ser ellas mismas funciones acotadas. Nos
preguntamos ahora si es posible definir la integral para funciones que no cumplen
estos requisitos.

Recordemos la Propiedad de Cauchy 7.14, que ya probamos anteriormente.

Teorema (Propiedad de Cauchy). Sea f: [a,b] — R una funcion acotada. Si f es
integrable en cada intervalo [c,b] con a < ¢ < b, entonces es integrable en |a, b]

y
b b
clirz?‘*'J;f:Lf.

Este teorema nos dice que la integral se puede calcular integrando en intervalos
mas pequefios que aquel donde pretendemos calcular la integral, pasando luego al
limite. Esto nos sugiere que a veces quizd se puede aplicar el mismo proceso
para definir la integral en situaciones mds generales, como se ve en los siguientes
ejemplos.

Ejemplos.
» Integralde f: (0,1] — R, f(z) = logx.

Esta funcién no es en principio integrable en [0, 1] (independientemente del
valor que le asignemos al 0), ya que 1im,_,o+ f(x) = —oo (y por tanto f no
estd acotada). Sin embargo, como f es continua, para cada x € (0, 1) si que
existe la integral en [z, 1], que vale

1 1
f f= J logtdt = (tlogt —t)|. = —1 —zlogx + =,
y como

z—0t z—0t

1
lim J f=lim (-1 —zlogx +x) = —1,
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parece natural escribir, simplemente,

[-

= Integral de f: [0,00) — R, f(z) = e ™.

En este caso, tampoco podemos hablar a primera vista de la integrabilidad
de f, ya que el intervalo de definicion no es acotado. Sin embargo, para cada
x € (0, 00) tenemos

fxf = f e tdt = —e’t’g =—e " +1,
0 0

de donde

r‘$

Iim | f=lim(—e*+1) =1,

xr—00 Jo r—00

ff:l.

¢ Qué es una funcion localmente integrable?

lo que sugiere escribir

Definicion 7.59. Sea A < R. Se dice que una funcién f: A — R es localmente

integrable en A si es integrable en cada intervalo cerrado y acotado contenido
en A.

Observaciones.

= Todas las funciones continuas y todas las funciones mondétonas, acotadas o
no, son localmente integrables.

= Una funcién f es localmente integrable en [a, b) si, y solo si, es integrable
en cada intervalo [a, x| < [a, b).

= Una funcién f es localmente integrable en (a, b] si, y solo si, es integrable
en cada intervalo [z, b] < (a, b].

¢ Qué es una integral impropia?

Vamos a extender la integral en varios pasos. En el primero, consideraremos
funciones (acotadas o no) definidas en un intervalo [a,b), donde b € R y para
funciones definidas en un intervalo (a, b], donde a € R.
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Definicién 7.60. Sea una funcién f: [a,b) — R localmente integrable, —c0 <
a<b< .

= Decimos que la integral impropia SZ f converge, o que f es integrable en
sentido impropio en [a, b), si el limite

y
bl J !

= Al valor de este limite lo llamamos integral impropia de f en el intervalo
[a,b), y se denota Sz f.

existe y es finito.

= Si dicho limite existe, pero es o0 0 —o0, decimos que la integral impropia
) o b b
diverge a o0 0 —o0. Escribimos eneste caso § f = wo | f = —o0.
a a

= Si el limite no existe, decimos que la integral impropia no existe, o que no
tiene sentido, o que es oscilante.

Definicién 7.61. Sea una funcién f: (a,b] — R localmente integrable, —o0 <
a<b<oo.

= Decimos que la integral impropia SZ f converge, o que f es integrable en
sentido impropio en (a, b], si el limite

b
lim
z—at J; f
existe y es finito.

= Al valor de este limite lo llamamos integral impropia de f en el intervalo
(a,b], y se denota SZ f.

= Si dicho limite existe, pero vale o0 0 —o0, decimos que la integral impropia
diverge a o0 0 —0.

= Si el limite no existe, decimos que la integral impropia no existe, o que no
tiene sentido, o que es oscilante.

En el segundo paso, definimos la integral para funciones definidas en un inter-
valo abierto (a, b), donde a, b € R.
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Definicion 7.62. Dada una funcién f: (a,b) — R localmente integrable, —o0 <
. . . . b . .
a < b < oo, decimos que la integral impropia Sa f es convergente si existe un

c € (a,b) tal que SZ fy Slg f son ambas convergentes. En este caso, se define

ff=ff+fﬁ

De la Proposicion 7.63 expuesta a continuacién (y de su andlogo para inter-
valos semiabiertos por la izquierda) se deduce que en la Definicion 7.62 es in-
diferente el punto c que se elija. También se deduce que la convergencia de una
integral impropia es un concepto local, que depende solo del comportamiento del
integrando cerca del extremo conflictivo.

Proposicion 7.63 (Aditividad de la integral impropia). Sea f: [a,b) — R una
funcion localmente integrable y sea a < ¢ < b. La integral impropia SZ f converge

: . . . . b .
si, y solo si, lo hace la integral impropia SC f, en cuyo caso se tiene

=]

Demostracion. Basta tener en cuenta que para cada = € (¢, b) es

ff=ff+fﬁ

Por tanto, el limite cuando x tiende a b de la primera integral existe si y solo si
existe el limite de la tercera integral, y cuando esto suceda, pasando al limite se
obtiene la relacion del enunciado. ]

A continuacién damos el dltimo paso en la definicion de las integrales impro-
pias, extendiendo la integral a funciones definidas en una unién de intervalos.

Definicion 7.64. Sea J = [, u--- U [,,, donde [, ..., I, son intervalos disjuntos.
Si f es una funcién localmente integrable en J, se dice que la integral impropia
§ ; | es convergente si converge cada una de las integrales SZ’; f, donde a; y by, son
los extremos de I,. En este caso, se define

Observacion. Cuando los intervalos [ son contiguos, es decir, cuando b; = as,
. b
ceybiy =ag,...,b,_1 = a,, suele escribirse Sa’; fenlugarde |, f.

Ejemplos.
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b b
dt dt
. J —yf — —,donde —0 <a <b<o0,a>0.
(t—a) (b—1)"

Consideraremos de momento solo la primera integral. Evidentemente, su
integrando es una funcién integrable en todo intervalo de la forma [z, b],
donde a < x < b, asi que es localmente integrable en (a, b]. Por otra parte,
st # 1,

a a

t=b

Jb dt 1
o (t—a)  (I=a)(t—a) |,
1 1

(1—a)b—a)>! (1-a)(x—a)>t

Asique, si 0 < o < 1, obtenemos que

i —
(t—a)® ama), t—a)@  1-a

fb dt bodt (b—a)—®

Si o > 1, en cambio, tenemos que

Jb dt —h’mJb dt
a (t—a)a_x—»a‘*' z (t—a)a_

En el caso o = 1, las cuentas seran ligeramente diferentes. Tenemos que

bt t=b
P log|t — aHtf = log(b — a) — log(z — a).
—a =T

T

Esto implica que también en este caso se tiene

J" dt ) Jb dt
= lim = o0.
a t—a z—at J, t—a
Resumiendo, esta integral converge si, y solo si, 0 < a < 1. Célculos
similares demuestran que lo mismo ocurre para la segunda integral.

© dt
J —, a > 0.
1

La funcién f(t) = 1/t*, t € [1,20) es localmente integrable, ya que es
integrable en cada intervalo de la forma [1,z]. Si o # 1,

Tdt L | 1

Lt (a—1to-1|,  a—-1 (a—1)zot’
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Por tanto,

JOO dt 1 ) 1 1
1

tr a—1 a—o(a—1)ze-l a—1
si a > 1, mientras que
JOO dt 1 , 1
—=———1lim — =
Lt a—1 a-o(a—1)zo!

si0 < a < 1.Sia =1, tenemos entonces

7= logt’1 = log x,
1
de modo que
©dt )
— = lim logx = o0.
1 t T—00
En conclusién, nuestra integral converge si, y solo si, a > 1.
© dt
f e a > 0.
o t

Obsérvese que la funcién integrando estd definida en el intervalo abierto
(0, 00). Por definicidn, esta integral converge si, y solo si, 1o hacen simultd-
neamente las integrales Sé % y S;D f—i. Si tenemos en cuenta lo probado en
los dos ejemplos anteriores, vemos que para cualquier o > 0 al menos una
de estas dos integrales diverge, asi que la integral que se nos sugiere diverge

siempre.

o0
f et dt, v e R.
0

La funcién f(t) = e * es localmente integrable en [0, 00). Ademds, si

a # 0,
* 1 | 1
e—at dt _ __e—oct . e—am.
JO a |0 a o«
Por tanto, si o« > 0, Sgo e dt = 1/a. Si a < 0, en cambio, se tiene

Sgo e~ dt = oo. Para o = 0, claramente, también se tiene SSC e~ dt = .

f dt

1A/l =t2

La funcion f(t) = 1/4/1 — t? es localmente integrable en (—1, 1) porque es
continua. Su integral impropia es convergente. En efecto,

Toodt x
———— = arcsent| = arcsenz,
L V1-12 !
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de donde

3 T
= lim arcsenzx = 5

Looat
De forma similar,
0 dt .
VI 2

En consecuencia,

4
— =T.
2

bo| 3

f dt _fo dt +f dt
V1= JaVI=82 )y V12

o0
J xdx.
—00

Segun la definicién, esta integral converge si, y solo si, convergen simulta-
. 0 0 . .
neamente las integrales So vdry §_ T dz. Se puede comprobar inmedia-
tamente que estas dos integrales divergen, asi que nuestra integral es diver-
gente.
Puede sentirse la tentacion de calcular directamente el limite
C 21¢

lim zdr = lim —

> J_ . c—0

~0

—c
y deducir, erréneamente, que la integral converge y vale 0. Este limite asi
calculado se denomina valor principal o valor de Cauchy de la integral vy,
como se ve, puede existir sin que la integral converja.

[
_1.%'.

Esta integral tiene que dividirse en dos asi:

f dx JO dx Udx
— = —+ | —.
1 1 0o T

. 1 de 1 .
Se concluye que no converge, ya que la integral So < diverge. Sin embargo,
dicha integral, corre también el riesgo de ser calculada erréneamente. Si
evaluamos el limite

““dx Ydx
I — — ) = lim (logc —1 =0
i (5 [ 5) = imoose s o

podemos llegar a la falsa conclusién de que

1
d

J )

1z

También en este caso el limite calculado recibe el nombre de valor principal
o valor de Cauchy de la integral.

63



Compatibilidad de la integral impropia con la integral ordinaria

La nocién de integral impropia se reduce a la de integral de Riemann cuando
tratamos con funciones integrables Riemann. El siguiente resultado es simplemen-
te la Propiedad de Cauchy 7.14, expresada de otra manera.

Proposicién 7.65. Sea f una funcion acotada en [a,b], —0 < a < b < .
Entonces f es integrable en sentido impropio en |a,b) si, y solo si, es integrable
Riemann en [a,b]. En tal caso, su integral impropia es igual a su integral de
Riemann.

4.2. Propiedades basicas de las integrales impropias

Los siguientes resultados se heredan de los correspondientes para funciones
integrables Riemann, sin mas que pasar al limite. Hagamos observar que, aun-
que los enunciamos nada mds en un caso particular de integral impropia, estos
resultados también admiten enunciados andlogos para el resto de los casos.

Linealidad de las integrales impropias

Proposicion 7.66. Sean f, g funciones integrables en sentido impropio en un
intervalo [a,b), —00 < a < b < o0. Dados \, i € R, la integral impropia SZ()\f +
[Lg) es convergente, y se cumple

Lb(Af+u9) - Affwfg.

Comportamiento con respecto al producto y la composiciéon

Ejemplo. Sea f = 1/1/z. Entonces S(l) f converge, pero Sé 12 no.
En efecto,
! Udx
b=

(1][2: ld_l'

JO o T

que converge, mientras que

9

que no converge.

De este ejemplo podemos deducir que, en algunas cosas, la integral de Rie-
mann y la integral impropia se comportan de forma diferente: Primero, el produc-
to de funciones integrables en sentido impropio no tiene por qué ser integrable en
sentido impropio; segundo, lo mismo le ocurre a la composicién de una funcién
integrable en sentido impropio con una funcién continua.
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Teorema Fundamental del Calculo

A pesar de lo visto en el dltimo ejemplo, vemos a continuacién que muchos
de los teoremas que eran ciertos para la integral de Riemann siguen siendo ciertos
cuando lo traducimos a integrales impropias. Por ejemplo, el Teorema Fundamen-
tal del Célculo 7.55:

Proposicién 7.67. Sea [ una funcion localmente integrable en |a,b), —0 <
a < b < o,y supongamos que F es una primitiva de f en [a,b). El limite
lim,_,,- F'(z) existe si, y solo si, la integral impropia SZ f converge o diverge. En
este caso se verifica

J f=F()| = tim F(z) - F(a).

z—b—

Integracion por partes
Algo parecido ocurre con el Teorema de Integracién por Partes 7.56.

Proposicion 7.68. Sean [ y g dos funciones derivables en |a,b), —0 < a <
b < oo, tales que 'y g’ son localmente integrables en |a,b). Supongamos que la

integral impropia SZ f'g converge o diverge y existe el limite 1im,_,- f(x)g(x).
Entonces se verifica

Lb fg' = f(x)g(:v)\z - Lb f'g = lim f(z)g(z) — f(a)g(a) — Lb g,

z—b~
siempre que la suma del uiltimo miembro tenga sentido.

Ejemplo.

1
1
f os dzx.

0 T

Como el integrando es negativo, se puede ver con facilidad que esta integral
o converge o diverge hacia —oo. Si converge, empleando integracién por partes,

vemos que

1 1

1 1

J ngdmzf logx - —dx
o 7T 0 z

1
2|1 1
= (logx) |O_Jo E-log:cda:

1
1
:—oo—f ngdasz—oo,
0 X
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lo que constituye una contradiccién. Por tanto, esta integral no puede converger y

debe, por tanto, ser
1
log x
J & dr = —o0.
0 T

Cambio de variable

Finalmente, el Teorema de Cambio de Variable 7.58 también es cierto en este
contexto.

Proposicion 7.69. Sean I un intervalo. Sea u una funcion derivable en [a,b),
—0 < a < b < oo, tal que ' es localmente integrable y existe el limite | =
lim, - u(y) € R. Si f es continua en I, Entonces la integral impropia

SZ fu(y))u/'(y) dy converge (resp. diverge) si, y solo si, la integral impropia

Si(a) f(x) dx converge (resp. diverge). En este caso se tiene

[ rewmwa = [ )i

Ejemplo.

1
1
f o8 dx.

0 i

Haciendo el cambio de variable v = log x, du = (1/z) dx, obtenemos que

11 0 2,0
J ngdxzf udu = v = —00.
—o 2

0 X —00

5. Convergencia de integrales impropias

5.1. Integrales impropias con integrando no negativo

En los ejemplos que hemos dado anteriormente, hemos probado que determi-
nadas integrales impropias convergen o divergen, mediante el célculo explicito
de dichas integrales. Hay muchos casos en que esto ultimo no es posible. A con-
tinuacion, veremos algunos métodos que nos permiten averiguar si una integral
impropia converge o diverge, sin necesidad de calcularla. Empezaremos por al-
gunos criterios que sirven para estudiar la integral de una funcién no negativa.
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El Criterio de Acotacion

Proposicion 7.70 (Criterio de Acotacion). Sea f una funcion localmente integra-
. . . . b

ble y no negativa en [a,b), —00 < a < b < o0. La integral impropia Saf es

convergente si, y solo si, la funcion

Fa)= [ 5. aclab),

estd acotada. En caso contrario, la integral diverge a 0.

Demostracion. Como [ es no negativa, la funcién ' es creciente. Recordando
que
lim F(z) =sup{ F(z) | x € [a,b)},

z—b~

se deduce que el limite es finito si F' estd acotada (superiormente), mientras que
si no esta acotada el limite es co. O]

El Criterio de Comparacion

Una consecuencia importante del tltimo resultado es la siguiente, que permite
reducir el estudio de la convergencia de una integral impropia al de otras conoci-
das.

Proposicion 7.71. Sean f y g dos funciones no negativas y localmente integrables
en un intervalo [a,b), —00 < a < b < 0. Supongamos que existe ¢ € [a,b) tal
que f(x) < g(x) siempre que ¢ < x < b.

(1) Si la integral impropia SZ g es convergente, también lo es la integral impro-
. ¢b
pia§_ f.
(11) Si la integral impropia SZ f diverge, también lo hace la integral impro-
. b
pia §_ g.

.z X X . o e
Demostracion. Basta tener en cuenta que { f < ("¢, y aplicar la proposicién
anterior. [

Ejemplo.
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Obsérvese que no podemos calcular explicitamente una primitiva de la fun-
cién e, asi que utilizaremos el Criterio de Comparaciéon 7.70 para probar de
forma indirecta que esta integral converge.

Nuestra integral converge si, y solo si, lo hacen las dos integrales SO_ o e du

y Sgo e~** dz. Debido a que el integrando es una funcién par, ambas integrales
tienen el mismo caricter (y son iguales), asi que bastard estudiar la convergencia
de la segunda de ellas.

Siz > 1, entonces e < e~ *, asi que, por el Criterio de Comparacién 7.70,
la integral impropia SSO e dx converge, ya que, como hemos visto en un ejemplo
anterior, la integral impropia S;O e~ " dz es convergente. Por tanto también lo hace

22

la integral §” e~ dx.

El Criterio de Comparacion Asintética

Proposicion 7.72. Sean f y g dos funciones no negativas y localmente integrables
en un intervalo [a,b), —0 < a < b < 0. Supongamos que existe

lim f(@) —leR.
z—b= g(x)

(1) Sil < w0y la integral impropia SZ g converge, entonces la integral impropia

b .
Sa f también converge.

(1) Sil > 0y la integral impropia SZ g diverge, entonces la integral impropia

Sz f también diverge.

. . b b, . .
(rir) Si 0 < [ < oo, las dos integrales Sa fy Sa g tienen el mismo cardcter, es
decir, ambas son convergentes o ambas son divergentes.

Demostracion. Probaremos solo el primer apartado. El segundo se prueba de for-
ma similar, y el tercero se obtiene como combinacién de estos dos.

Si |l < oo, podemos escoger un K € (I,00). Como lim, ;- f(x)/g(x) = I,
existe un ¢, con a < ¢ < b, tal que si ¢ < = < b entonces f(x)/g(z) < K. Por
tanto, si ¢ < x < bserd f(x) < Kg(z). El Criterio de Comparacién 7.70 nos dice

entonces que, como la integral SZ g converge, también lo hace la integral SZ f.o o

En particular, la Proposicién 7.72 nos dice que, si dos funciones f, g: [a,b) —
R cumplen que f(z) ~ g(x) cuando x — b, entonces las dos integrales impro-

. b b . . .
pias § f e §_ g tienen el mismo caracter.

Ejemplos.
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®© 1
" J sen® = dx.
1 T

Esta integral converge. Basta darse cuenta de que, como

senx ~ x cuando x — 0,
se tiene entonces
1 1
sen — ~ — cuando x — o0,
r x
y por tanto
51 1
sen” — ~ — cuando x — 0.
r x

Se sigue que esta integral ;" sen?(1/z) dx tiene el mismo cardcter que la
integral {;”(1/2?) dz, que sabemos que converge.

J Vode
R e —1 '
Esta integral converge también. Sabemos que

e"—1~zx cuando r — 0,

de donde
1 1

Ver—1

Asi, la integral estudiada tiene el mismo cardcter que la integral

fldx_ Y d
o VI )y

la cual sabemos que converge.

cuando z — 0.

5.2. Integrales impropias de funciones alternadas

Integrales absolutamente convergentes

A continuacién estudiamos la convergencia de funciones que no tienen signo
constante. Un primer recurso es estudiar la convergencia del valor absoluto de la
funcion.

Definicion 7.73. Sea f una funcién localmente integrable en [a, b). Decimos que
la integral impropia de f en [a,b) es absolutamente convergente si la integral
impropia SZ| f| es convergente.
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Proposicion 7.74. Toda integral impropia absolutamente convergente es conver-
gente.

Demostracion. Sea f: [a,b) — R localmente integrable y supongamos que la
integral impropia SZ| f| es convergente. Definamos

fe(@) = max{f(z),0},  f-(z) = max{—f(z),0}.
Las funciones f, y f_ son localmente integrables y es facil comprobar que son
no negativas y | f| = fy + f_, asi que
O<fe<Ifl, O</[-<Ifl,

de modo que las integrales impropias SZ fry SZ f- son convergentes por el Criterio
de Comparacién 7.70. También es facil comprobar que f = f, — f_, luego la
integral SZ f es convergente. O

Integrales condicionalmente convergentes
Ejemplos.

o0
w {7 95Z dx es absolutamente convergente.

1 z2
En efecto, basta observar que

0<

COS T 1
<

X " 4
T2

)
Esto implica que la integral Sﬂ o | dx es convergente. Es decir, la integral

Sio 5% dx es absolutamente convergente (y, por tanto, convergente).

0
] Sl =L dx es convergente, pero no absolutamente convergente.

Integrando por partes, obtenemos que

“ senz COS X | © cosx
de = — — dx
1 1

T z I 22

© cosx
cos1l — 5 dx,
. T

y del ejemplo anterior se obtiene que la integral 5(1)0 =2 dx converge.

Sin embargo, no lo hace absolutamente. En efecto, para cadan € N,
fnﬂ 1 nm 2
(n—1)m

senx)dx>_ |senz|dr = —.
T sen 2 1 1 1
‘dm>—<1+—+—~l—-~+—)?oo.
T

X

Luego

nm (n—1)m nm
0 x 2 3 k
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Segin acabamos de ver, hay integrales impropias convergentes que no son
absolutamente convergentes. Este tipo de integrales reciben un nombre especial.

Definicién 7.75. Si una integral impropia es convergente pero no es absolutamen-
te convergente, se dice que es condicionalmente convergente.

El Criterio de Cauchy

Como hay integrales impropias condicionalmente convergentes, es importante
disponer de criterios de convergencia que no dependan de la convergencia ab-
soluta. De ellos, los que més se usan son los criterios de Abel y Dirichlet. Para
probarlos, nos apoyaremos en el siguiente resultado:

Teorema 7.76 (Criterio de Cauchy). Sea f una funcion localmente integrable
en [a,b), donde —0 < a < b < 0. Entonces la integral impropia SZ f converge
si, y solo si, para todo ¢ > 0 existe un ¢ € (a,b) tal que, sic < © <y < b
entonces |§! f| < e.

Demostracion. Sea F(x) = Sz f. La integral SZ f converge si, y solo si, existe y
es finito el limite 1im,_,,~ F'(x). Segun el Criterio de Cauchy para funciones 5.38,
esto ocurre si, y solo si, para todo € > 0 existe un ¢, a < ¢ < b, tal que

ff' _|F(y) - Fla)| <

sic<x <y <b. [

El Criterio de Comparacion para funciones alternadas

Proposicion 7.77 (Criterio de Comparacion para funciones alternadas). Sean f, g
y h tres funciones en |a,b). Supongamos que para algiin ¢ € (a,b) se cumple
que f(x) < g(x) < h(x), si ¢ < x < b. Asumamos ademds que g es localmente
integrable y que las integrales impropias SZ fe SZ h convergen. Entonces también

. . . b
converge la integral impropia Sa g.

Demostracion. Sabemos que converge la integral impropia SZ(h— f) = SZ h—SZ f.
Por otro lado, se tiene 0 < g(z)— f(x) < h(z)— f(x) sic < & < b. Por el Criterio
de Comparacién 7.70 se deduce la convergencia de la integral impropia SZ(g —f).

Finalmente, también debe converger la integral SZ g= SZ f+ SZ (g—1f)- 0
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Los criterios de Abel y de Dirichlet

Teorema 7.78 (Criterio de Abel). Sean f y g dos funciones definidas en un inter-
valo |a,b), —o00 < a < b < o0, tales que

(1) f es integrable en sentido impropio en [a,b), y
(I1) g es mondtona y acotada.
Entonces la integral SZ fg es convergente.

Demostracion. Como g es acotada, existe K > 0 tal que |g(x)| < K para todo
x € [a,b). Seae > 0. Como SZ f converge, existe ¢ € (a,b) talque,sic <z <y <
bentonces |{” f| < ¢/2K. Por el Segundo Teorema del Valor Medio Integral 7.49,
sic<x <y <b,setendrd

yfg=g@)£f+9@)yf
IR A

para cierto £ € (z, y). Por tanto,
Y
|
3

asi que, por el Criterio de Cauchy 7.76, SZ f converge. [

£ £
<K —+K — =¢

3
waﬂﬂw! 5K 550 =

[ fg] < 19(a)

Teorema 7.79 (Criterio de Dirichlet). Sean f y g dos funciones definidas en |a, b),
—0 < a < b< o, tales que

(1) f es localmente integrable en [a,b) y su integral indefinida F': |a,b) — R
dada por F(x) = { f es acotada, y

(1) g es mondtona con lim,_,;,- g(x) = 0.
. b
Entonces la integral Sa fg es convergente.

Demostracion. Como F es acotada, existe K > 0 tal que |F'(z)| < K para todo
x € [a,b). Sia <z <y < bse tiene por tanto

Lyf‘ = |F(y) — F(z)| < 2K.

Por otro lado, como lim,_,;,- g(z) = 0, dado un € > 0 existe un c € (a, b) tal que
si ¢ < x < bentonces |g(z)| < ¢/4K. Por el Segundo Teorema del Valor Medio
Integral 7.49,sic < z < y < b, se tendrd

yfg=g@)£f+g@)yf
Jp=sto [ 1400 |
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para cierto £ € (z,y). Por tanto,

[ ol <ot [+ tato |U

y también en este caso el Criterio de Cauchy 7.76 nos dice que la integral SZ fg
converge. [

2K + — 2K =
+4K £,

Ejemplos.

o0
sen x
. dz.
. T

Ya hemos visto la convergencia de esta integral de otra forma, pero utilice-
mos ahora los criterios que acabamos de mostrar.

Se cumple que la funcién F(z) = S“f senx = cosl — cosx es acotada.
Ademids, la funcién g(x) = 1/x es decreciente y lim,_,, g(x) = 0. Por el
Criterio de Dirichlet 7.79, la integral estudiada converge.

“ arctanx senx
] d{I}
1 x

Segin acabamos de ver, la integral S;D 222 dx converge. Ademds, la fun-
cién arc tan x es mondtona y acotada. Aplicando el Criterio de Abel 7.78,
nuestra integral es convergente.

Apéndice

A. Calculo de primitivas

A.1. Meétodos basicos de integracion

Integracion por partes. Si fy g son dos funciones derivables,

|t @ ds = rgo) - | 1ol

Cambio de variable. Si § f(¢) F(t), esto es, F'(t) = f(t), y ¢ es una
funcién derivable, entonces § f(p ) '(x) dx = F(p(z)). Dicho de otra forma,
Jf(go(x x)dr = ff ) +cte. = F(p(z)) + cte.

En el primer paso “se hace el cambio de variable t = ¢(x), dt = ¢'(z) dz”; enel
tltimo paso “se deshace el cambio t = p(z).”
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A.2. Integrales elementales

r+1
a) Jxrdx _ 2
r+1

d
b) f?x = log|z| + cte.

+ cte., sir # 1.

c) Jez dx = e* + cte.

r

d) J log x dx = xlogx — x + cte.

R
e) J cos r dxr = senx + cte.

R
f) J senx dr = —cosx + cte.

r

g) J cosh z dxr = senh z + cte.

r

h) J senh x dx = cosh z + cte.

d

i) f f = J(l +tan®z) dz = tanx + cte.
cos? x

[ dx

1) = —cotanx + cte.
J sen? x

[ dx
2 +1

= arctanz + cte. = — arccotan z + cte.

k)J

D [ dx
J vz +1

= arcsenh z + cte. = log(x + Va2 + 1) + cte.

dx
m) J\/Q—il = arccosh x + cte. = log|x + Va2 — 1| + cte.
a’/" —_
dx
n) \/1—72 = arcsenx + cte. = — arccosx + cte.
-z
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A.3. Integracion de algunos tipos especiales de funciones
A.3.1. Funciones integrables por partes

Para calcular la primitiva § f(z)g(z) dx, donde f(x) es un polinomio y g(z) es
una de las funciones siguientes: e®*, sen ax, cos ax, arcsen ax, arc tan az, log x,
(x + a)"..., o bien f(z) es una funcién seno o coseno y g(z) es una funcién
exponencial, se puede intentar el método de integracion por partes.

A.3.2. Funciones racionales

o I, S a erf” 2y > donde n € N. Se resuelve de forma recurrente: Para n = 1,
I = arctanz + C; sin > 2, se utiliza la siguiente forma de reduccion:
1 x 2n —3

I, = : + N
m—2 (1+a2)1 2p—2 "'

Ejemplo.

qkl»—* rlkl»—* »J;I}—‘

x 3 dz
(1 +22)? +L_Lf(1+:c2)2
L+§(l. z +lf df”)
(I+22)2 4\2 1422 2) 1422

T 3 T 3
m+§' 1—}-1’2 +§arctanx+cte.

(I1) S @ +ax+b -, donde a® —4b < 0y n € N. Se reduce al caso anterior comple-
tando cuadrados y haciendo un cambio de variable del tipo y = az + f.

Ejemplo.

J dx :f dx _ i dx
(x2 + 2x + 5)? 4+ (x+1)2)2 16 (1 + (w+1)2)2

Haciendo ahora el cambio u = ‘”T“, du = % dx,
f dx _1J du _1(1 U +1f du>
(z24+20+5)2  8) (1+wu2)2 8\2 1+u2 2 ) 1+u?
L Y +1 t + cte.
= —. — arctan
16 1T+u2 16 c0anY
L 93-2#1 + t z 1Jrcte
= —= —— + —arctan .
16 1+ (212 16
1 r+1 1 z+1
= —- + — arctan + cte.

8 (#2+2x+5)2 16
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() § Mzt N__ qr, donde a® —4b < 0y n € N. Se puede descomponer siempre

(@2 +az+b)"™
en la suma de una integral inmediata (tras un cambio de variable), y otra del

tipo (11).
Ejemplo.

J T+ 2 dm—lf 2z + 2 +J dx
(2 4+20+5)2 7 2 ) (22 + 22+ 5)? (22 4 22 + 5)2

Haciendo €l cambio de variable u = 2% + 2z + 5, du = (2x + 2)dxz,
obtenemos que

1 20 + 2 1 (du
éf(x2+2x+5)2_§ u?
=—1~—+cte.=—1- ! + cte.
2 wu 2 (224 2z +5)?

Teniendo en cuenta ahora el ejemplo anterior, obtenemos que

J T+ 2 d
T
(22 + 22 + 5)?

1 1 +1 r+1 +1 ; x
= —=" = — arctan
2 (22+2x+4+5)2 3 (22+2x+5)2 16

1
—+ cte.

(1vV) Método de Bézout. S% dz, donde Py () son polinomios cualesquiera

con 0P < dQ. Se reduce a integrales inmediatas y de los tipos anterio-

. P . . .
res, descomponiendo % en fracciones simples: una suma de una o varias

Mx+N A
z2+az+b)"’ (z+c)™ "

funciones racionales de las formas i

Ejemplo.

J r+1 p
x.
(x +2)(z2+1)2
Sabemos que el integrando se puede escribir en la forma

z+1 A Bx+C Dzx+ FE

= + + :
(x+2)(x2+1)2 x+2 2241  (22+1)?

Deberemos calcular los coeficientes A, B, C, D, E. Para ello, sumamos las
fracciones de la derecha e igualamos los numeradores de ambos miembros.

A N Bx +C N Dx+ FE

r+2 2241  (22+1)2
A(z*+ 1)+ (Bx + C)(z + 2)(z* + 1) + (Dz + E)(z + 2)
(x + 2)(x% 4+ 1)2 '
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Por tanto, debera ser

r+1=A@*+1)>+ (Bx+C)(z +2)(2* + 1) + (Dz + E)(z + 2).

Las ecuaciones necesarias para calcular los coeficientes se pueden obtener
basicamente por dos métodos: Dandose valores a x, o igualando términos
semejantes. L.a mayoria de las veces se combinan ambos procedimientos.

En nuestro caso, si hacemos x = 0, obtenemos la ecuacién A+2C+2FE = 1.
Haciendo © = —2, obtenemos 25A = —1. Si igualamos los términos en
2, obtenemos A + B = 0. Igualando términos en 23, sale 2B + C' = 0.
Finalmente, igualando términos en 22, se obtiene 24 + B + 2C + D = 0.

Resumiendo, hemos obtenido el sistema de ecuaciones

(25 A =—1
A+ B =0
X 2B+ C =0
A +2C +2FE =1
2A+ B+2C+ D =0

\

que tiene por soluciéon A = —1/25, B = 1/25, C = —2/25, D = 1/5,
E = 3/5. Por tanto,

J x+1 1Jdac+1fx—2d+1f x4+ 3 d

= —— — r+—- | —5——= dz.
(x +2)(x? 4+ 1)2 25 ) x+2 25) 22+1 5) (z2+1)2
Calculemos cada una de estas integrales por separado. La primera es inme-
diata.

1 du 11 |z + 2| + ct
—— =—— cte.
255 ) z+2 25 8

La segunda se puede descomponer en dos.

ljx—Q 1J‘ 2x QJ dx
— dr = — - —
25 ) 22 +1 50 ) 22 +1 25 ) 22+1

Ly (z® + 1) 2 arctang + ct
= — 10€(XT — — arctanx Cte.
50 8 25

En cuanto a la tercera, también la descompondremos en dos, y estudiaremos
cada una de sus partes por separado.

lffff_”dx_lJLd“%fd_ﬂf
5) (@2+1)27 5] (224 1)2 5) (22 +1)%
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La primera parte es de la forma siguiente:

1 J T d 1 J 2x d 1 1 Lt
- ——dr=— || ———-—dr=—— - —— +cte.
5) (z2+1)2 10 J (2% +1)? 10 22+1
En la segunda, tendremos que utilizar la férmula de reduccién de (1).
3[ dx _ 3(1 x N 1f dx >
5) (22+1)2 5\2 2241 2] a2+1

3 v + 3 t + cte
= —. —arctanx )
10 z22+1 10

Reuniendo ahora todos los cdlculos, obtenemos que la integral pedida es

igual a
1 1 11 1 3z—-1
—%1og|x + 2| + %10g<l‘2 +1) + %arctanx t10° xf——i—l + cte.

(V) Método de Hermite. El método anterior se puede sustituir por otro que
es mas directo cuando el denominador tiene raices imaginarias multiples,

evitando asf utilizar la engorrosa férmula de reduccién de (1). Si Py @)
son polinomios y 0P < 0@, entonces % se descompone en suma de

. . Mz+N A
fracciones s1mples( c)le las formas T T
p(x

es de la forma (m)/, donde ¢ tiene las mismas raices que (), pero con
multiplicidad reducida en uno, y dp < dq.

, y un término adicional que

Ejemplo. Realicemos el mismo ejemplo anterior, utilizando ahora el método
de Hermite. Este dice que existen constantes A, B, C', Dy F, tales que

x+1 A Bx+C Dx + EN’
(x +2)(x2 4+ 1)? 3:+2+$2+1 <$2+1>
A +Ba:—|—C' D(z*+1) — (Dx + E)2x
r+2 x2+1 (22 +1)2
A(@*+1)? + (Bx + C)(z + 2)(z* + 1)

+ (v + 2)(=Dz* —2Ex + D)

(x + 2)(x% 4+ 1)2 '

Es decir, debera ser
r+1=A(@*+1)*+(Bx+0)(z+2)(2* +1) + (2 +2)(—~Dx* —2Ex+ D).

Haciendo z = 0, se obtiene A+2C+2D = 1. Haciendo x = —2, obtenemos
25A = —1. Agrupando términos en x*, se obtiene A+ B = 0. Considerando
los términos en 22, la ecuacion obtenida es 2B + C' — D = (. Observando
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ahora los términos en 22, sacamos 24 + B + 2C — 2D — 2F = 0. Es decir,
tenemos el sistema:

(25A =-1
A+ B =0
4 2B+ C—- D =0
A +2C +2D =1
2A+ B+2C—-2D—-2E=0

\

y su solucién es A = —1/25, B = 1/25, C = 11/50, D = 3/10, E =
—1/10. Se concluye por tanto que

z+1 B 1 1 +1 2x+11+1<3x—1>’
(z+2)(@2+1)2 25 x+2 50 22+1  10\z2+1
En consecuencia,
J r+1 lf dx +1 2z + 11 +1 3z —1
r=—— — T+ —- .
(x +2)(x%2 4+ 1)2 25 ) z+2 50) x2+1 10 22+1

Tratemos de nuevo cada integral por separado. Ya hemos visto que

! de_ _ 11|+2|+te
% ) r+2 25 B cte.

Por otro lado,
1f2x+11d 1J 2x d+1lf dx
50 ) 22+1 50 ) 22 +1 50 ) 22 +1

1 11
=% log(z? + 1) + = ¢ tanx + cte.

Se sigue que la primitiva que pretendiamos calcular es igual a

Ly | +2y+11 (2+1)+11 tane + = -2 e
—— 10g|T — 102\ —arctanx —_— .
25 08 50 08 50 10 2211

A.3.3. Funciones trigonométricas

(D § R(senz)cosx dx, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral

de una funcidn racional con el cambio © = sen x.
Ejemplo.

cos® x + cos x
- dx.

sen?x + 1
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Podemos escribir esta integral en la forma

cos?z + 1 2 —sen’zx
——coszdr = | ————cosxdx.
sen?x + 1 sen?x + 1

Haciendo el cambio u = sen x, du = cos z dx, obtenemos la integral

2 — u? 3
du = (—1+ )du=—u+3arctanu+cte.
u? +1 u? + 1
Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos la solucién

—senx + 3arctan(senx) + cte.

(11) § R(cos ) sen x dx, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral
de una funcion racional con el cambio u = cos .

Ejemplo.
J cosx + 1
————————senxdzr.
cos®x + cosw
Realizando el cambio de variable u = cos z, du = — sen z dx, la integral es
igual a

1 1
_Ju+ du——JLdu
ud 4+ u u?+1
2u
fr— d
f JuQ—i—l Ju2+1 “

= —log|u| — arctanu + 5 log(u2 + 1) + cte.

= —log|cos x| — arctan(cosz) + 5 log(cos® ¥ + 1) + cte.

(T11) SR(tan x) dz, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de
una funcidn racional con el cambio u = tan x.

Ejemplo.

senx cos r + 2 cos®
dx.

sen? x + sen  cos x

Esta integral se puede escribir en la forma

Cos T

(5L + 1)senz

_J tanzx + 2
~ J tanaz(tanz + 1)

Xz

f(SGnCB+2COSZE)COSJId J(W+2)Cosx
Tr =
(senx + cosx)senx

dz.
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Haciendo ahora el cambio de variable © = tan x, o, lo que es igual, z = arc tan u,

_du .
dx = I obtenemos la integral

f U+ 2 Ju

u(u+1)(u? + 1)

_5 @_EJ du _§J' 2u du—lf du
u 2Ju+1 4)ur+1 2 ) ur+1

1 3 1
= 2log|u| — 3 loglu + 1] — 1 arctanu — 3 log(u® + 1) + cte.

1 3 1
= 2log|tan x| — 3 log|tanx + 1| — 7 x¢ tan(tanz) — 5 log(tan®z + 1) + cte.

1 1 3
= 2log|sen x| — §log|cosx| b log|senz + cos x| — 2% + cte.

(1v) { R(senz,cosz)dz, donde R es una funcién racional. Un cambio de varia-
ble universal que reduce siempre esta integral a la de una funcién racional
es

A 2 du 1—u? 2u
u = tan — U=——", COST =-—, SenT = .
2’ 1+1¢2 1+ u? 1+ u?

No obstante, cuando se pueden utilizar los cambios de variable de los apar-

tados (1)—(111), resultan preferibles, ya que conducen a cédlculos més senci-
llos.

Ejemplo.

senx
—dx.
senx + cosx

Realizando el cambio de variable antes indicado, se obtiene

2u . 2du
J +u? 14w J du du
4w (u? + 1)(1 + 2u — u?)
4u

J(u2+1)(u—1—\/§)(u—1+\@)
S tCR ] v i 1 P v

_1J2udu+f du _lf du

2 ) ur+1 w41 2)u—1-—+2
1 du _

_§Ju~1+\/§_
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1
=5 log(u® + 1) + arctanu

1 1
f§1og|uf1—\f2|—§log|uf1+\/§|+cte.

Ly (t 2I+1)+ t (t x)
= —log|( tan® = arc tan ( tan —

2 U g 2

1 1
—§log‘tang—1—\/§’—§log‘tan§—1+\/§’~|—cte.

1
= —log‘cosg‘ + g — élog‘taﬁg — 2tang — 1‘ + cte.

Xz

1
=573 log|cos x + sen x| + cte.

(V) Los productos de funciones trigonométricas se pueden transformar en su-
mas, mediante las férmulas siguientes:
2senasenb = cos(a — b) — cos(a + b)
2cosacosb = cos(a —b) + cos(a + b)
2senacosb = sen(a — b) + sen(a + b).
En particular,

9 1 + cos2a 9 1 —cos2a
cos“aq = ——, sen‘q = ——
2 2

Ejemplo.
J sen® z cos® x dx.

Aplicando la técnica anterior, esta integral es igual a

1 —cos2z 1 2 1
f cos2z 1+ cos x:_J(l_C0822$)dx

2 2 4

1 1+ cos4dx
4J< 2 du

1 1 1
=3 J(l — cosdx)dr = §<x - Zsenllx) + cte.

Todas estas técnicas que acabamos de ver también tienen su paralelo para fun-
ciones de tipo hiperbdlico (es decir, con cosenos y senos hiperbdlicos).
A.3.4. Algunas funciones algebraicas

(1 SR(x, g™ %), donde R es una funcién racional. Se reduce a la in-
tegral de una funcién racional mediante el cambio z = u*, donde k es el
minimo comuin multiplo de los denominadores n, ..., s.
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Ejemplo.

1+ \6/5
Haciendo el cambio de variable z = u%, dz = 6u® du, obtenemos

2 23 28 7
JH_“.GUSCM:GJ“_”C;U
1+uw u+1

=6J<2u7—u6+u5—u4+u3

uil)du

6
=§u8—?u7—|—u6 5u +2u

— 2u® + 3u® — 6u + 6log|u + 1| + cte.

—uwltu—1+

3 6 6 3
_ 5I4/3_?x7/6+95 . 256 4 2952/3

—22Y% 4 323 — 62%% + 6log|x'/S + 1| + cte.

(11) SR(x, (%)V ”) dz, donde R es una funcién racional. Se reduce a la inte-
ax+b

gral de una funcion racional con el cambio £

1+
J«/ Idaz.
1—=z
u?—1

= wu?. Si despejamos x, obtenemos x = P
du. Asi, al realizar la sustitucion la integral pedida

42
f w2 1y

Utilizando el Método de Hermite, vemos que

="

Ejemplo.

Hacemos el cambio =
de dOIldC de‘ = (ZT

queda en la forma

4u? 2 2u

/
(u2+1)2_u2+1_(u2+1)’

asi que la integral anterior es igual a

QJ du 2u 5 ‘ 2u et
— = 2arctanu — cte.
w+1 wu?+1 u?+1

— V1 — 22 + cte.

= 2arctan

83



d.’E . _ . . _ .
(111) S T Sia = 0, se hace el cambio c.le Varlablie u —'bx +c.Sia #0,se
completan cuadrados y se hace un cambio de variable lineal, con lo que la
integral se reduce a un arcoseno, un arcoseno hiperbdlico, o un arcocoseno

hiperbdlico.

Ejemplo.

f T
Vaz+2r+5

Completando cuadrados, la integral es igual a

f dx 1 f dx
Vi +1)2+4 0 2 f(z£1)2 41
Haciendo el cambio de variable u = %, du = % dx, obtenemos

f du hu + ct
— = arcsennu cte.
Vu?+1
1

+ cte.

=log(z + 1+ vVa? + 2z +5) + cte.

T
= arcsenh

(Tv) S \/% dx, donde P es un polinomio (Método de reduccion). Se hallan

una constante Ky un polinomio ), con Q) < 0P, tales que

J Q(r)Va x2+bx+c+Kf
\/ax2+bx+c \/ax2+bx+c

La constante K y los coeficientes de () se obtienen de un sistema lineal,
que resulta de derivar ambos miembros, multiplicar por el radical e igualar
término a término (o dar valores a x).

Ejemplo.
3+ 1

\/1—1‘2

Segun el método expuesto, debe ser

3+ 1
V1 — 22

Derivando ambos miembros,

———dx = (Az? +Bm+0)\/1—x2+Kfm

ﬂ—(2A1:+B)\/1—a:2—(Ax2+Bx+C’) - K
V1—2a? V1— a2 \/1*x2
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Multiplicando ambos miembros por el radical, se obtiene
2* +1= 24z + B)(1 —2°) — (A2* + Bx + C)z + K.

Comparando los términos en x3, se obtiene que —3A = 1. De los términos
en 22, obtenemos que —2B8 = 0. Los términos en z dan que 2A — C' = 0.
Finalmente los términos independientes nos proporcionan B + K = 1. Asi
pues, hemos obtenido el sistema

—3A =1
- 2B =0
2A -C =0
B +K=1

que tiene por solucién A = —1/3, B = 0, C' = —2/3, K = 1. Por tanto,

3+ 1 1
——dz +2)v1— 2+J
\/1—m2 3(1‘ ) o V1 — 22

1
= —g(xz + 2)V1 — 22 + arcsen z + cte.

(V) S . p)m\/w%bﬁ Se hace el cambio z — p = % y se reduce a una de las

anteriores.
Ejemplo.
J dx
2222+ 1
Haciendo el cambio de variable © = +, dv = ——5 du, la integral se trans-
forma en

e

= —Vu? + 1 + cte.

2+ 1
= ———— + cte.
x

(vi) Un método alternativo para las integrales de los apartados (I111)—(V) consiste
en completar el cuadrado en el polinomio de la raiz, para posteriormente
realizar un cambio de variable, segun el caso, de uno de los tipos = + p =
ksenu, x +p = ksenhwu, x + p = k coshu, lo que convierte a la integral
en una de tipo trigonométrico o hiperbdlico.
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Ejemplo.

f T
Vi +2r+5

Completando el cuadrado, se obtiene

f\/(xflmdx.

Si hacemos ahora el cambio de variable x +1 = 2senh u, dx = 2 cosh u du,
se tiene, teniendo en cuenta que cosh? u — senh? u = 1,

du

J (2senhwu — 1)2 coshu

24/senh?u + 1
= f(2 senhu — 1) du

= 2coshu — u + cte.

r+1 z+1

= 2 cosh <arc senh ) — arc senh + cte.

=Va?2 + 2z +5—log(x + 1+ Va2 + 2z +5) + cte.

(VI1) Sustituciones de Euler. Otro método mds para este mismo tipo de integra-
les consiste en la utilizacion de los siguientes cambios de variable:

» Var? +bxr+c=utzy/a,sia>0;

Ejemplo.
22
f____@.
V1422
Realizamos el cambio de variable /1 + 22 = u + z, 0 sea, x = 1—u?

2u

2 ., , 2
doe = — 122% du. También serd entonces V1 + 22 =u +x = 1;—3 La
integral queda entonces de la forma siguiente:

(1—112)2

1+ u? 1 —u?)?
‘f.%%‘ %zd“:—fLZﬁl”“
1 (de 1 (du 1
T~ 1) w3 U_Zf“du
11 1,
:@+§log|u|—§u + cte. =
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1 1
8(vVI+ 22— 1)
1

— g(\/1 + 22 — 1) + cte.

1
= —ilog(\/l + 2?2 + x) + gx/l + 22 + cte.

1
= ilog(\/l—i—:ﬂ—x)—i—

m Vax? +bxr +c¢=uxr £4/c,sic>0;
Ejemplo.

fx—dx
V14 22

Realizamos el cambio de variable /1 + 22 = ux + 1, o sea,
1+ 2% = (uxr + 1)* = v?2® + 2uz + 1,

y, simplificando, x = u%x + 2u. Despejando la z, vemos que el cambio
de variable es x = 2u/(1—u?), dv = 2(1+u?)/(1 —u?)? du. También
tendremos entonces v/ 1 + 22 = ux+1 = (1+u?)/(1—u?). La integral
queda entonces de la manera siguiente:

2

() 21 +w) |
e (g2

1—u?
8u?
-

1 du 1 du du
:_§Ju+1_§f(u+l)2+f(u+1)3
+EJ du _lf du _f du

2Ju—-1 2) (u—1)2 (u—1)3
=—llog|u+1|+ L !

2 2u+1)  2(u+1)2
+ 11og|u -1+ ! ! + cte.

2 2(u 1) 2(u—1)2
=llogu_1’+ u(w? +1)+cte
2 u+1] (u2—-1)2

1
=3 log(V1+ 22 +2z) + g\/l + 2% + cte.

= Var? +bx +c=u(r —a),siaa® + ba +c = 0.
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Ejemplo.

fo

————dx

Vo2 —1

Como 1 es una raiz del polinomio 2 — 1, hacemos el cambio de varia-
ble v#2 — 1 = u(x — 1). Elevando al cuadrado, nos queda 2> — 1 =
u?(x—1)2,y, dividiendo por z — 1, obtenemos = + 1 = u?(z —1). Des-
pejando la x, obtenemos que el cambio de variable debe ser x = (u? +
1)/(u? — 1), dr = —4u/(u® — 1)? du. También tenemos/z2 — 1 =
u(x — 1) = 2u/(u* — 1). Realizando la sustitucién, obtenemos la in-

tegral
(uz+1)2 4
us—1 U
- du
J u22711 ( 7 — 1)

du

Ju—kl +Ju+l
1
2

u—l fu—l
1
2w+1)  2(u+

1)?
11 lu—1| + ! ! + cte

— — 10Q|U — .
28 2u—1) " 2(u—1)

)

2

J(u2+1)
— 9| T/
(u? —1)3
_1J du 1
N u+1 9
_1J du_
2)u—1

= ~loglu + 1| +
QOQU |

1 u+ 1] u(u®+
‘ + cte.

1 + :
=—lo
2 Bl 1l T w2 o)

1
= §log]:c +Va2 -1+ %\/3:2 — 1+ cte.

(Vi) Integrales binomias. §x"(a + bx*)P dx, donde r, s y p son nimeros racio-
nales. Se realiza el cambio u = z°, 0 sea, x = u'/*, dx = %u%_l. La integral
queda entonces en la forma % Su’”/ (a+ bu)P du. Se prueba que solo se puede
calcular la primitiva en los siguientes casos:

» Sipe N, sedesarrolla (a + bu)? y la integral es inmediata.

= Si p es un entero negativo, la integral es de un tipo estudiado anterior-
mente, y se hace u = t* _ donde k es el denominador de 7.

= Si 7’ € Z, también es de un tipo ya estudiado, y se hace el cambio
a + bu = t*, donde k es el denominador de p.
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= Sir’ + p € Z, laintegral se puede escribir 2 §u" (%£2)” du, que tam-
bién estd ya estudiada, y se hard el cambio Kubu = t*, donde k es el
denominador de la fraccién p.
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