Ejercicios (Derivacion)

6.1 (Regla de Leibniz). Sea I un intervalo, ¢ un punto de I, f y g funciones
definidas en /. Dado n € N, si f y g son funciones derivables hasta el orden n en
el punto ¢, entonces el producto fg es derivable hasta el orden n en el punto c, y

se tiene .
190 = X (7)1

6.2. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones y hallar f'(z), f"(x),
donde sea posible.

2%, siz <0,

a) f(z) =+/lz. b) f(x)={ , o) flx) = |a]*.

—x, siz >0,

6.3. Hallar f'(z), simplificando si es posible, en los siguientes casos:

N i s b) f(z) = (22 + 1) arctanz,

senx — cosT’

¢) f(x)=log(x + a2+ 1), d) f(z) =log(z + Va2 —1),

1—
e) f(x) =log \/%, f) f(x) = z'/loez,

g) f(z) = arctan\/w, h) rarcsenz + /1 — 22,

1 —cosacoszx

6.4. Hallar el nimero de soluciones reales que tienen las siguientes ecuaciones y
dos enteros consecutivos entre los que se encuentra cada solucion:

a) 3x° + 150 —8 =0, b) 22> —922+12x = -1, c¢) 2®>—bzr =1,
d 3% =0, e) e =1+, f) 2°+2x4+1=0

6.5. Demostrar las siguientes desigualdades:

3 z3
a)x—§<arctanx<x—g, xe (0,1], b) e* >ex, x#1,

C) Hiw<log(1+x)<x, x>—1,2+#0,

d) 2z <sen2z +tanz, ze€ (0,7/2),
23 22
e) tanm>:p+§, re (0,7/2), f) ex>1+x+?, x =0,
23
g)x—€<senx<x, x> 0.



6.6. Demostrar que arc tan x —arctany < x—y, si x > y. Deducir que la funcién
arc tan es de Lipschitz en R.

6.7. Probar que arcsen x + arccosr = 7 paratodo x € [—1, 1].
1 v
6.8. Probar que arc cos Tz — arctanz para todox > 0. ;Y siz < 0?

6.9. Sean f,g: [0,1] — R continuas en [0, 1], derivables en (0, 1), con f(0) = 0,
g(0) =2y |f ()] <1,|¢(x)|] < 1 paratodo x € (0, 1). Probar que f(z) < g(x)
para cada x € [0, 1].

6.10. Supongamos que f es derivable en (a,b) y continua en [a, b] con f(a) =
f(b) = 0. Probar que para cada real \ existe un c € (a, b) tal que f’'(c) = Af(c).

6.11. Supongamos que f es continua en [a,b] y que es dos veces derivable en
el intervalo abierto (a,b). Supongamos que la cuerda que une los puntos A =
(a, f(a))y B = (b, f(b)) corta a la gréfica de la funcién f en un tercer punto P
distinto de A y de B. Probar que f”(c) = 0 paraun c € (a, b).

6.12. Si f es tres veces derivable en [a, b] y si
fa) = f'(a) = f(b) = f'(b) = 0,
probar que f”(¢) = 0 paraun c € (a,b).

6.13. Sea f una funcién no negativa y tres veces derivable en (0, 1). Si f se anula
en dos puntos, por lo menos, de (0, 1), entonces f”(c) = 0 para algin ¢ € (0, 1).

6.14. Calcular los siguientes limites:

1 1 t
a) lim 2% >0, b) Ifim z%logz, a>0, c) lim(——co a“),
T IF z—0+ z—0\ 1?2 x
d) h’n}(2 — g)tan(re/2), e) h’rr(l)(log cotan z)""*, f) lfn} 2V/0-2),
Vi (T ) ) i (cotans = )
im - , im ( cotanz — — ),
& log(z + /14 22)  log(1l + ) o x
i) h’rr(l] log(1 + sen® x) x cotanlog®(1 + ), i) lfrr(l) el/(1=e0s2) gen g,
2+2 2 " 1 1
k) lim ST ESOMEL g gt/ Tes(en ), m) lim (- - )
z—o0 (22 + sen 2z )esen” 20+ z—-0\x  e¥ —1
. senaf L coshz L 1 1
n) lim z <— - ), i) hm( - —),
z—0+ x?  xsenhx a—1\logx x—1
o) lim z(e® +1) —2(e” — 1), . sen 372 ,
2—0 3 z—0 log cos(2x2 — x)
—(1 1/z
q lim ﬂ,
r—0 x



6.15. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones si-
guientes:

a) f(z) =423 —212? + 18z + 20, b) f(z) =senx +cosx, z € [0,2n],
2z
c) f(x)

S
e) f(z) =3z —42® — 1222 + 12, 1) f(z) = 2% ™.

d) f(x) =cosx —

6.16. Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes:

a) f(z) = 3Va2 — 22, b) f(z) = /(x —1)2+ {/(z + 1)%
¢) f(z) =223 — 1522 —82x +8, d) f(z) =2senz + cos 2z,
e) f(x) =e€"senzx, ze[-2,2].

6.17. Hallar los mdximos y minimos absolutos, si existen, en los casos siguientes:
a) f(z)=2>—2*—8x+1, en[-2,2],
b) f(z)=a"+z+1, en[-1,1],

¢) f(x) =arcsen(l + ), en sudominio,

d) f(z) = en (0,1], [0,1], y R,

2t —x + 17
e) f(z) =e ", en[-1,1],(0,1)y R,
f) f(x) =a2*logx, enle ! e]y (0,0)
6.18. Sea

ztsen?i, siz #0,
f(z) = S
0, sixz = 0.

a) Demostrar que f tiene en 0 un minimo local.
b) Demostrar que f'(0) = f”(0) = 0, y que no existe f”(0).
6.19. Sea f(z) = ax — % Probar que f es creciente en R si y solo sia > 9/8.

6.20. ; Qué ndmero es mayor, e o w¢? Probar que si x > e, entonces e* > z°€.
6 Y

6.21. Escribir 2* + 2% — 322 + 42 — 4 como una suma de potencias de z — 1.
Escribir 2% — 1123 + 4322 — 602 + 14 como una suma de potencias de z — 3.

6.22. Escribir la férmula de McLaurin de orden 7, o la de Young, de las funciones
siguientes:



a) f(z) =e", b) f(x) = (14+€%)? ¢ f(x)=ze”,
D o) - lo f O flx) =log 22, ) f(z) = (1+2)log(1 + ).

6.23. Escribir la férmula de Taylor de orden n de:

a) f(r) = (2— )", en potencias de x — 1,

b) f(x) = sen 2%, en potencias de x — T,

¢) f(x) = logx, en potencias de x — 2,

d) f(x) = e”, en potencias de = — 1,

e) f(x) = +/1+ z, en potencias de = — 3,
f(x) = log 2z — L=, en potencias de = — 2.

6.24. Probar que el error cometido al sustituir sen x por  — —x + mw es menor
que 1074, si |z| <

6.25. Probar que el error cometido al sustituir sen(e” — 1) por x + %x2 es menor
que 3- 1073, si 2] < &

6.26. Probar que el error cometido al sustituir cos? 3z por 1 — 922 +27z* es menor
que 4-107%, si 2] < 15

6 27. Probar que el error cometido al sustituir e*"* por 1 + x + x €s menor que
3
3|z,

6.28. Hallar en cada caso el mayor p € N tal que lim,_,, i mf (e ))p es finito (se dice

entonces que f(x) es un infinitésimo de orden p cuando z — a):
a) f(x) =senz, a=0, b) f(x
¢c) flem)=1—z+logx, a=1, d)fx

(x) () =log(l+x), a=0,
(z) (z)

e) f(x) =tanz —senz, a =0, f(z)
(z) (z)
(z)

1—cosz, a=0,
Vr—2, a=4,

2
cost —e 2 aq=0,

g2 fx)=€e"—1, a=0, h)fa:
= senx? — log(1 + 2?), a = 0.

6.29. Calcular los limites siguientes, utilizando la férmula de Young:

3senax — 3ax — a®z? 1—x+logx
a) lim b) lim ————,
20 6bx — 6senbr + b3x3’ 211 — /21 — 12
senz — Sen T — T Cos T
¢) lim —— d) lim ,
) arctanz — x’ ) (22 — sen? x)1/?



f) lim

1+
e limm2<1— z(1+z)lo ’
) \/ﬁ &, @—0 Sen T — arcsenx

Tr—0
, senxr —tanx . cost—+1—x
) lim , h) lim ,
z—0 arcsenx — arctanx z—0 sen x

(sen 3z — 3senx)?

) senhz — tanz

1) lim .
) X—0 (cos2x — cosx)?

6.30. Estudiar el crecimiento, los extremos y la convexidad de las siguientes fun-
ciones, y dibujar su grafica:

x2—4

d) flz) = — O f@) =S, B f)=yi-YrilL,

~logx’ x
g) f(z) = tan®wz, h) f(x) = 25— 32* + 322 — 5.

3 2
2) f(z) = (x—Il—l)2’ b fa) = Lo fa) = viE o,




