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Resumen

Se verd en este tema un concepto que parte del concepto geométrico de
recta tangente a una curva, y que tiene numerosas aplicaciones en muchas
areas, por ejemplo, en fisica. La utilidad principal de este concepto serd su
aplicacion a la representacion de funciones. Veremos algunos teoremas clave
en este contexto, como el Teorema del Valor Medio y el de Taylor.
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1. Generalidades

1.1. Concepto de derivada

Definicion de derivada

Definicion 6.1. Sea f una funcion real definida en un intervalo / y sea a un punto
de I.

(1) Se dice que f es derivable en a si existe y es finito el limite

f@) - )

T—a Tr—a

(1) Cuando f es derivable en a, el valor del limite anterior recibe el nombre de
derivada de f en a, y suele denotarse por f'(a). Es decir,

f(@) = f(a)

f'(a) = lim
a4 T —Q
También se utilizan otras notaciones, como - f(a), 4 , etc.
dx dxlz=a

Interpretacion geométrica y fisica de la derivada

El cociente incremental (f(x) — f(a))/(x — a) corresponde graficamente a
la pendiente de la cuerda que une el punto (a, f(a)) con el punto (z, f(x)), con
lo que, pasando al limite, tenemos que la derivada f’(a) (suponiendo que exista)
corresponde a la pendiente de la tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)).

En Fisica, si a cada valor x de una determinada magnitud (la variable inde-
pendiente) le corresponde el valor f(x) de una segunda magnitud (la variable
dependiente), el cociente incremental (f(x) — f(a))/(x — a) corresponde a la va-
riacién media de la variable dependiente en el intervalo [a, 2] de variaci6n de la
variable independiente, y la derivada f’(a) (suponiendo que exista) corresponde
a la variacion instantdnea de la variable dependiente. Por ejemplo, si la variable
independiente es el tiempo, cuando la variable dependiente es el espacio tene-
mos los conceptos de velocidad media y velocidad instantdnea; cuando la variable
dependiente es la velocidad, pasamos a la aceleracion media y la aceleracion ins-
tantdnea.

Funcion derivada
Cuando consideramos la derivada obtenida en todos los puntos, obtenemos lo
siguiente:



Definiciéon 6.2. Sea f una funcién real definida en un intervalo I. Sea D =
{x € I | f esderivable en z}. La funcién f': D — R que a cada = € D le hace
corresponder la derivada f'(z) se denomina funcion derivada de f.

Ejemplos.
n f(z) =c
Si x # a, el cociente incremental es igual a

f@—f@ _e—c _,

Tr—a r—a

Por tanto,

T—a Tr—a

= 0.

n f(z)=2a2",neN.

En este caso, si utilizamos la Identidad Ciclotémica, obtenemos que el co-
ciente incremental es, para todo x # a,

flx) = fla) a"—a"

T —a r—a
C(w—a)(@" ! tax" P4 a4 a" )
B T —a
=" ' tar" 4+ ad" P+ am
En consecuencia,
z—a T —a
=lim(z" ' +az" *+ - +a" r+a") =na"?

r—a

» f(x) =2"",neN,zeR\{0}.

Supongamos que a,x # 0, x # a, y calculemos el cociente incremental,
utilizando de nuevo la Identidad Ciclotémica:

f(z) — f(a) " —a™" a® — "

r—a r—a arz™(z — a)
" a2+ a2+ a !
- anrrh
De aqui que
_ n—1
f’(a) = lim f(l’) f(CL) _ _na2 _ _na—n—l.
T—a r—a a"



» f(z) =senuz.
Si x # a, el cociente incremental es

f(x) = fla) senz —sena

T —a r—a
2 cos T2
T —a

T—a
sen 3

Teniendo en cuenta que lim,,_,o(senu)/u = 1, obtenemos que

r—a

r+a sen 3

f'(a) = lim cos —2- = cosa-1=cosa.

r—a —_—

v f(z) = cosx.

Aqui, para z # a el cociente incremental es igual a

COST — COSa 2sen ¢ sen £5¢ r+a sen*?
= — = —sen .
r—a r—a 2 e
obteniendo de esta manera que
, . r+a sen*Ht
f'(a) = — lim sen - ———— = —sena-1 = —sena.
r—a —_—
2
= fz) =e"
Podemos escribir el cociente incremental, siempre que x # a, como
x a r—a
e’ —e . €01
—_— = e . —_—
T —a T —a

Teniendo ahora en cuenta que lim,,_,o(e* — 1) /u = 1, llegamos a que
e -1
f(a) =e"lim ———— =¢%- 1 = ¢
r—a T —a
v f(z) =loguw.
Sia,x > 0,z # a, el cociente incremental es

logz —loga log? 1 log(l+ (¥ —1))

Tr—a T —a a %—1

Teniendo en cuenta que lim,,_, log(1 + u)/u = 1, se obtiene



Derivadas laterales
Frecuentemente es util para estudiar la derivada, considerar el concepto de
derivada lateral.

Definicion 6.3. Sea f una funcidon real definida en un intervalo / y sea a un punto
de .

(1) Se dice que f es derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a si
existe y es finito el limite

o T I@ e F@) = f(),
z—a™t Tr—a z—a~ r—a

(11) Cuando f es derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a, el valor

del limite anterior recibe el nombre de derivada por la derecha (resp. por la

izquierda) de f en a, y suele denotarse por f'(a+) (resp. f'(a—)). Es decir,

f'(a+) = lim f(z) — f(a) (resp. f'(a—) = lim f(@) = fla)

s—at T —a P )
Derivada y derivadas laterales

Teniendo en cuenta lo que sabemos sobre limites laterales, podemos decir lo
siguiente:

Observacion. Sea I un intervalo abierto. Una funcién f: I — R es derivable en
a € I si, y solo si, lo es tanto por la derecha como por la izquierda y, ademads,

f'la+) = f'(a=).

Ejemplo.
f(x) = |=|.
Estudiemos las derivadas laterales de f en el 0. Se tiene
- f(z) = f(0) x
"0+) = 1 =1 =1
f ( +> xiglJr z—0 zlr(r)l+ X ’

mientras que

flx)—f(0O) . —x
"0-) = lim —F———~ = Ifim — = —1.
fO=) = lim === = im
Al observar que las dos derivadas laterales no coinciden, concluimos en este caso
que la funcién no es derivable en el 0.



1.2. Derivabilidad y continuidad
Continuidad de las funciones derivables

Proposicion 6.4. Si f es una funcion derivable en un punto a, entonces f es
continua en el punto a.

Demostracion. En efecto,

Hmf@gzlm(fm)+igiiighx—aﬁ

z—a z—a T —a
= fa) + f'(a) - 0 = f(a). =
El reciproco no es siempre cierto, como se ve en los ejemplos siguientes.
Ejemplos.
(1 f: R — R, dadapor f(z) = |z|.
Esta funcién es continua en el 0, pero, seglin ya hemos visto, no es derivable

en 0. La razén, como se vio, es que las derivadas laterales no coinciden.

(1) f: R — R, dada por

1
rsen=, x#0
flz) = " ’
0, x = 0.
Esta funcién tampoco es derivable en 0, pero en esta ocasion el motivo es
mas profundo, ya que no existen ni siquiera derivadas laterales. En efecto,
si consideramos el cociente incremental para x # 0, este es
1
f(x) — f(0) @sen 1

= = sen —,
x—0 T T

que, segun ya hemos estudiado, no tiene limites laterales en el 0.
() f: R — R, dada por

x? sen%, x # 0,
0, =0.

Para esta funcién, en cambio, aunque es parecida a la anterior, si que hay
derivabilidad en el 0. En efecto,
flx) = f(0) _ #*sen !

= = xrsen —,
x—0 T T

de donde f'(0) = 0.



(1v) La funcién de Thomae f: [0, 1] — R, dada por
1, z=0,1,
flz) =140, z¢Q,
% T = %, m.c.d.(p,q) = 1.

Esta funcién no es derivable en ningtin punto a € [0, 1]. En efecto, si a € Q,
f trivialmente no es derivable en a, ya que se vio en su momento que f no es
continua en los racionales. Supongamos ahora que a ¢ Q. Evidentemente,

@) =)
g oo

Por tanto, si existe la derivada en a, debe ser f’(a) = 0. Vamos a ver que
esto no puede ser, por lo que f no es derivable en a.

Se ve con facilidad que para todo n € N existe un p, € {1,2,...,n} tal que

|pn/n — a| < 1/n. Obsérvese que f(p,/n) = 1/n. Se tendrd entonces que
foa/n) = fl@)| _ flpa/n) _ Yn _ |
Pn/n— a lpn/n—a|l ~ 1/n

Esto implica que

f(pn/n) — f(a)

Iim # 0,
n Pn/n— a
y como lim,,(p,/n) = a, obtenemos que
im {0 =1

Tr—a

Por tanto, no existe f'(a).

1.3. Calculo de derivadas

Tr—a

Propiedades algebraicas de las derivadas

Teorema 6.5. Sean I un intervalo, a € I, ce R,y f,g: I — R funciones deriva-

bles en a. Se tiene:

() f + g esderivable en a, con derivada (f + g)'(a)

= ['(a) + g'(a).

(1) cf es derivable en a, con derivada (cf) (a) = cf'(a).
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(I11) fg es derivable en a, con derivada (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(tv) Si g(a) # 0, entonces f/q es derivable en a, con derivada (f/g)'(a) =
(f'(a)g(a) = fa)g'(a))/g(a)*

Demostracion. Se deducen facilmente de la definicion y las siguientes propieda-
des:

€]
(f+9)@) = (f+9)@) _ flz) = fla)  g(z)=gla)

(11)

r—a r—a

(@)~ (ef)la) _ o) = f(@)

(111) f es continuaen a'y

(1V) g es continua en a, asi que g(z) # 0 cuando x estd cerca de a. Ademds

(f/9)(x) = (f/g)(a)

Tr—a

flz)— f(a g(x) —gla 1
- (JOS0) oy pigyste) =ste)y .
r—a r—a g9(z)g(a)
Ejemplos.
(D f(z) =cpa™ + cpq2™ P+ -+ 1 + o, n € N\{1}.
Utilizando las reglas anteriores es evidente que
fl(@)=conz"t +cpi(n—Da™ 2+ 4 ¢

(1) f(x) = tanz.

Basta darse cuenta de que f(z) = sen x/ cos x. Utilizando (1V), obtenemos
que, para x # /2 + nmw,n € Z,

() sen’acosa —senacos’a  cos’a + sen’a 1
a = — = .
cos?a cos?a cos?a
También resulta util en ocasiones la expresion
) cos? a + sen? a sen? a )
fi(a) = 5 =14+ ——=1+tan"a.
cos? a cos? a



1.4. La Regla de la Cadena y el Teorema de la funcion inversa

La Regla de la Cadena

Nuestro siguiente resultado nos proporciona una nueva regla de cdlculo de
derivadas, cuando consideramos la composicién de dos funciones derivables f y
g. Primero, vamos a intentar llegar a la férmula adecuada.

Supongamos que f es derivable en un punto a, y g es derivable en el punto
f(a). Entonced4s, segun la definicién de derivada, y haciendo el cambio de variable
y = f(z), obtenemos

o) —g(f@) | f) - fla)
L TS I T R i e
9y) —9(f(a)) . f(x) = fla)

Los célculos anteriores, si bien orientativos, no son del todo correctos. Obsér-
vese que en la segunda linea aparece una fraccion cuyo denominador es f(z) —
f(a). Puede ocurrir que haya muchos puntos x cerca de a, de forma que f(z) =
f(a). Eso convertiria al limite de la segunda linea en algo que ni siquiera tiene
sentido.

Daremos ahora el enunciado formal de nuestro teorema. Para probarlo, nos
basaremos en los cédlculos anteriores, pero “parcheando” el posible mal compor-
tamiento en algunos puntos de la fraccion arriba mencionada.

Teorema 6.6 (Regla de la Cadena). Sean I y J dos intervalos, y sean f: I — R,
g: J — R dos funciones, donde f(I) < J. Supongamos que f es derivable en un
punto a € 1,y que g es derivable en f(a). Entonces la funcién compuesta g o f es
derivable en a y su derivada en este punto viene dada por

(go f)(a) =4 (f(a))f (a).

Demostracion. Definamos la funcién h: J — R por

{—gw;_;ggga», v# o)

Entonces, lim,_, ;) A(y) = ¢'(f(a)), de donde h es continua en el punto f(a).
Ademas

(y — fla)h(y) = g(y) — g(f(a))



para todo y € J. En efecto, si y # f(a), es cierto por la definicién de h, mientras
que siy = f(a), laigualdad es simplemente 0 = 0. En particular, como para todo
x € I se tiene f(z) € J, obtenemos

De aqui que

f(m)_f(a>(hof)(.r) _ (gOf)(I)— (gof)(a)

r—a r—a

cualquiera que sea = € I'\{a}. Pero, por un lado,

r—a r—a

y, por otro,

lim(ho f)(x) = (ho f)(a),

r—a

ya que f es continua en a y h es continua en f(a). Por consiguiente,

o (99 0)@) = (90 (@)

T—a r—a

= f'(a)h(f(a)) = f(a)g'(f(a)). =

Ejemplos.
M f(x)=0b"b>0.

Si escribimos esta funcién de la forma f(z) = €'°8%%, podemos aplicar la
Regla de la Cadena 6.6, y obtenemos que

f'(z) = 8" logb = b* log b.

() f(x) =2",x > 0.

De igual manera que en el ejemplo anterior, podemos escribir f(z) =
e"°s%  Asi, empleando la Regla de la Cadena 6.6, se tiene

f/(ZE) _ 6'rlogz . C _ ZET . f
T xT

() f: R — R, dada por



Ya hemos visto que esta funcioén no es derivable en 0. Pero en los demds
puntos si que lo es. En efecto, si a # 0, existe un entorno alrededor de
a en el cual f(z) = xsen(l/x), por lo que se obtiene como producto y
composicion de funciones derivables. Ademas, podemos emplear 6.5 (111) y
la Regla de la Cadena 6.6, para obtener la derivada. En efecto,

, 1 1/ 1 11 1
f(a) = 1-sen—+acos—(——2> = sen — — — CoS —.
a a\ a a a a

El Teorema de la Funcion Inversa

El resultado con el que continuamos nos proporciona la derivada de la funcién
inversa de una funcién inyectiva y derivable.

Teorema 6.7 (de la Funcién Inversa). Sea f una funcion continua e inyectiva en
un intervalo I y sea J = f(I). Si f es derivable ena € 1y f'(a) # 0, entonces su
inversa f~1 es derivable en b = f(a) con derivada

L 1
frla) — f(fF7H0)
Demostracion. Por comodidad, sea g = f~!. Pretendemos hallar el limite

: - 9(y) —g(b)
g'(a) = lim T

(f () =

Como f es inyectiva, f(x) = f(a) si, y solo si, z = a. Como f es continua,
también lo serd g, por el Teorema 5.57, y resulta que x = g(y) — ¢(b) = a
cuando y — b. Asi, podemos hacer el cambio de variable y = f(x), obteniendo

9y) —9() _ . 9(f(x)) = g(f(a))

Iim
y—b  y—D v—a  f(z) — f(a)
r—a 1 1
= lim = = . O]
a=a f(z) = fla)  lim,_, 12=1@  f/(a)

Ejemplos.

s f(z) = arcsenuz.

La funcién arco seno arcsen: [—1,1] — R es la inversa de la restriccién
del seno al intervalo [—7/2, 7/2]. Aplicando el Teorema 6.7, podemos decir
que esta funcidn es derivable salvo en las imdgenes de los puntos en que la
derivada del seno, (es decir, el coseno) se anule. Esto ocurre solo en los
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puntos —m/2 y 7/2, asi que el arco seno no serd derivable en los puntos
—1 =sen(—7/2) y 1 = sen(n/2).Sibe (—1, 1), en cambio, tenemos

) = e —

sen’(arcsenb)  cos(arcsenb)

Ahora bien,
1 = sen?(arcsen b) + cos?(arcsen b) = b* + cos?(arcsen b),

Por tanto, debera ser

cos(arcsenb) = +v1 — b2,

Teniendo en cuenta ademds que la funcién arco seno es creciente, su deri-
vada debe ser no negativa, y obtenemos que

0= =g

f(z) = arctan .

Un proceso similar al del ejemplo anterior nos da la derivada de la ar-
co tangente. En efecto, la arco tangente es la inversa de la tangente en
(—m/2,7/2). La funcién derivada de la tangente, que es 1/cos?z, no se
anula nunca en este intervalo. Por tanto, aplicando el Teorema de la Fun-
cion Inversa 6.7, obtenemos

o) - 1 B 1 1
 tan’(arctand) 1+ tan®(arctand) 1+ b2

f(z) =logz.

Ya hemos calculado de otra forma las derivadas de la exponencial y del
logaritmo. Vamos ahora a ver cémo estdn ligadas una a la otra, teniendo en
cuenta que estas dos funciones son inversas una de la otra.

Supongamos conocido que la funcién derivada de la funcién exponencial es
ella misma. El Teorema de la Funcién Inversa 6.7 nos dice que

, 11
f(b)Z@:E'

f(z) = e

Supongamos ahora conocido que la funcién derivada del logaritmo es 1/x.
Entonces
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2. El Teorema del Valor Medio

2.1. Extremos relativos y el Lema de Fermat

Extremos relativos

Los teoremas que hemos visto hasta ahora solo nos informan acerca de como
podemos calcular la derivada, pero no justifican el esfuerzo que hemos invertido
en el estudio de este concepto. A continuacion, veremos resultados en los que, co-
nociendo la derivada de una funcién, obtenemos informacién acerca de la funcién
original.

Definicion 6.8. Sean Ac R, f: A > Ryae A

(1) Se dice que f tiene un mdximo relativo (0 mdximo local) en a si existe un
d > 0 tal que paratodoz € Acon 0 < |z —a| < des f(z) < f(a).

(11) Se dice que f tiene un minimo relativo (0 minimo local) en a si existe un
d > 0 tal que paratodoz € Acon 0 < |z —a| < des f(z) = f(a).

(111) Se dice que [ tiene un mdximo relativo estricto (0 mdximo local estricto)
en a si existe un § > 0 tal que paratodoz € Acon0 < |x —a| < J es

flz) < f(a).

(1v) Se dice que f tiene un minimo relativo estricto (0 minimo local estricto)
en a si existe un 6 > 0 tal que para todo z € Acon0 < |z —a| < Jes

f(z) > f(a).

Obsérvese que un extremo relativo de una funcion siempre es un extremo (es
decir, maximo o minimo) de la misma. El reciproco no es cierto. Resulta sencillo
dar ejemplos de extremos relativos que no son ni el mdximo ni el minimo de
la funcion. Los extremos de la funcién, para ser distinguidos claramente de los
extremos relativos, reciben a veces el nombre de extremos absolutos.

El Lema de Fermat
El siguiente resultado nos permite utilizar la derivada de una funcién para
hallar los extremos relativos de esta.

Teorema 6.9 (Lema de Fermat). Sean I un intervalo, f: I — Ry a un punto
interior de 1. Si f es derivable en a y tiene en a un extremo relativo, entonces

f'(a) = 0.

Demostracion. Supdngase que [ tiene extremos « y (3, donde o < . Suponga-
mos también que f tiene en a un maximo relativo, donde o < a < (3. (Si tiene un
minimo relativo solo hay que cambiar de sentido algunas desigualdades o pasar
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a la funcién opuesta). Como a es un punto interior de / y f es derivable en a, se
deduce que existen las dos derivadas laterales en a. Ademas,

@)= fl@) . f@) = fla)

z—at Tr—a T—a~ Tr—a

Pero segtin las hipétesis, existe un 6; > 0 tal que f(x) < f(a) siempre que x € [
y |z — a| < §;. Definamos § = min{d;, a — «, 5 — a}. Encontramos que

() Size (a—d,a),entonces x € 'y

f(x) = f(a)

r—a

= 0.

(1) Siz € (a,a+ 0),entonces x € [y

f(z) = f(a)

r—a

N
o

Esto implica claramente que

f/<(l) — lim f(x)—f(a) 20’
r—a~ r—a
) 1w L@ 1@
z—a*t Tr—a
En conclusién, f'(a) = 0. O

Definiciéon 6.10. Sean [ un intervalo, f: [ — Ry a € I. Se dice que a es un
punto critico de f si f es derivableen a 'y f'(a) = 0.

Con esta terminologia, el Lema de Fermat 6.9 se puede reenunciar de la si-
guiente manera, que establece que los extremos relativos siempre hay que buscar-
los en tres grupos bien definidos de puntos:

Corolario 6.11. Sea I un intervalo y supongamos que f: I — R tiene un extremo
relativo en un punto a. Entonces, o bien a es un punto critico de f, o bien a es un
extremo del intervalo I, o bien f no es derivable en a.

Ejemplos.

o [ [-1,1] >R, f(z) = .
Sus extremos absolutos (estrictos) son 1 y —1, que no son puntos interiores
del dominio ni puntos criticos.

13



[ [-1L,1] >R, f(z) = 2>

Sus extremos absolutos (estrictos) son 1 y —1, que de nuevo no son puntos
interiores del dominio ni puntos criticos, y 0, que es un punto critico.

f[-1,1] > R, f(z) = 25

Sus extremos absolutos (estrictos) son 1 y —1, que no son puntos interiores
del dominio ni puntos criticos. Hay un punto critico, el 0, que no es extremo
relativo.

[ =01 = R, f(x) = fal.

Sus extremos absolutos (estrictos) son 1 y —1, que no son puntos interiores
ni puntos criticos, y 0, en el que la funcién no es derivable.

fiR—=R, f(z) = [x].

Todo real no entero es un punto critico y también un extremo relativo (ma-
ximo y minimo relativo a la vez). En cuanto a los enteros, son miximos
relativos, pero no puntos criticos, ya que f no es ni siquiera continua en
estos puntos. Vemos asi que todos los puntos son extremos relativos de f.
(Ademads, podemos observar que ninguno de ellos es estricto.)

f(x) = 2* — 62° — 8z + 5.

Veamos donde pueden estar los extremos relativos de esta funcion. Segin
el Lema de Fermat 6.9, estos extremos relativos han de ser puntos criticos
de la funcion. La derivada de esta funcién es f'(z) = 423 — 122 — 8 =
4(z + 1)*(z — 2). Por tanto, los Gnicos puntos criticos son —1y 2. Si z # 2,

f(z) — f(2) = 2* — 62° — 8z + 24
= (z —2)*(2® + 42 + 6)
= (z—-2)*((z+2)>+2) > 0.

Por tanto, resulta que f(z) > f(2) si + # 2, de donde 2 es un minimo
absoluto estricto de f. Si x # —1, entonces

f(z) = f(=1) =2* —62° =8z — 3 = (x + 1)3(z — 3),

de donde f(z) < f(—=1)si—1 <x <3y f(x) > f(—1)siz < —1. En
consecuencia, —1 no es ni maximo ni minimo relativo.
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2.2. Teoremas de Rolle y del Valor Medio

El Teorema de Rolle
El resultado que aparece a continuacion nos asegura que en cierta situacion es
segura la existencia de puntos criticos.

Teorema 6.12 (de Rolle). Sea f: [a,b] — R (donde a,b € R, a < b) una funcion
continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b)
y supongamos que f(a) = f(b). Entonces existe al menos un x € (a,b) tal que

f'(x) =0

Demostracion. Puesto que f es continua en [a, b], tiene maximo y minimo abso-
lutos en [a, b] por el Teorema de Acotacion de Weierstrass 5.47.
Si ambos extremos absolutos estdn en {a, b}, entonces f tiene que ser cons-
tante, ya que f(a) = f(b), y por tanto [’ se anula en todos los puntos de (a, b).
En caso contrario, f tiene algin extremo absoluto (que también es relativo)
en un punto interior = € (a, b). Ademads, es derivable en z, asi que sabemos que

f'(z) =0. 0

Geométricamente, que la funcién valga lo mismo en dos puntos obliga a que
haya tangente horizontal en algin punto intermedio de la gréfica.

El Teorema del Valor Medio
El Teorema de Rolle 6.12 se puede generalizar, obteniendo uno de los teore-
mas mas importantes en la teoria de derivacion.

Teorema 6.13 (del Valor Medio). Sea f: [a,b] — R (donde a,b € R, a < b)
una funcion continua en el intervalo cerrado |a,b] y derivable en el intervalo
abierto (a,b). Entonces existe al menos un x € (a,b) tal que

f®) = f(a) = f'(z)(b—a).

Demostracion. Basta definir en el intervalo [a, b] la funcién

que cumple las hipétesis del Teorema de Rolle 6.12, ya que g(a) = g(b) = f(a
Por lo tanto, existe al menos un = € (a, b) tal que ¢'(z) = 0, es decir, f'(x)

(f(b) = f(a))/(b = a).

Dicho de otra manera, la variaciéon media de f en el intervalo coincide con
la variacién instantdnea en algtin punto del intervalo. Por ejemplo, si un vehiculo

~—

1ol
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ha recorrido 180 km en 2 horas, en algin instante ha marchado exactamente a 90
km/h.

Geométricamente, la pendiente de la cuerda que une los extremos de la grafica
coincide con la pendiente de la tangente en algin punto.

El Teorema del Valor Medio 6.13 tiene un aspecto muy inocente, pues se limita
a darnos cierta informacién sobre la derivada, a partir de determinada informacién
sobre la funcién original: tan solo nos dice que la derivada debe tomar un valor
determinado, y en un punto que ni siquiera sabemos cudl es. Sin embargo, esta
informacién, aparentemente tan nimia, es de una naturaleza tal que en muchas si-
tuaciones se puede volver del revés, y deducir muchas caracteristicas de la funcién
a partir del conocimiento que tengamos de la derivada. A continuacién veremos
algunas de las numerosisimas consecuencias que tiene este teorema.

3. Aplicaciones del Teorema del Valor Medio

3.1. Funciones con derivada nula y funciones constantes

Funciones con derivada nula

Corolario 6.14. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en el
interior de I. Entonces f es constante en [ si, y solo si, f'(x) = 0 para todo x del
interior de 1.

Demostracion. Una de las implicaciones ya es conocida. Supongamos que f’(x) =
0 en todo x interior a /, para probar la otra. La funcién f toma el mismo valor en
todos los puntos de I, pues dados dos puntos cualesquiera a, b € I (por ejemplo,
con a < b), como f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), serd

f(b) = fa) = f'(x)(b—a)
para algiin x € (a, b), por el Teorema del Valor Medio 6.13. Por tanto,
f(b) = f(a) = 0. 0
Corolario 6.15. Sean fy g dos funciones continuas en un intervalo I y derivables
en el interior de 1. Si f'(x) = ¢'(x) en cada x del interior de I, entonces hay una

constante ¢ € R tal que f(x) = g(x) + ¢ para todo x € I.

Demostracion. Basta aplicar el Corolario 6.14 a la funcién f — g. [

16



3.2. Signo de la derivada y monotonia

Signo constante de la derivada

Corolario 6.16. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en el
interior de I. Se tiene:

(D) Si f'(x) > 0 para todo x en el interior de I, entonces f es estrictamente
creciente en 1.

(1) Si f'(z) < 0 para todo x en el interior de I, entonces [ es estrictamente
decreciente en 1.

(i) f'(x) = 0 para todo x en el interior de I si, y solo si, [ es creciente en I.
(1v) f'(z) < 0 paratodo x en el interior de I si, y solo si, f es decreciente en I.

Demostracion. Probemos (I). Sean a,b € I con a < b. Como f es continua en
[a,b] y derivable en (a, b), serd

f(b) = fla) = f'(x)(b—a)

para algin x € (a, b), por el Teorema del Valor Medio 6.13. Dado que x es interior
al, f'(x) > 0 por hipétesis, y se sigue

f(0) = f(a) >0,

o sea, f(a) < f(b), que es lo que necesitdbamos probar.

La demostracion de (11) es similar, asi como las implicaciones directas de (I11)
y (1v). Falta demostrar las implicaciones reciprocas de estas ultimas. Suponga-
mos, por ejemplo, que f es creciente en el intervalo /. Si x es un punto interior
de I, entonces existe y € [ tal que x < y. Para este y, se tiene

fly) — f(z)

=0,
y—
ya que f es creciente. Luego
/ _ ! +) = If f(y)_f(x)>0
) = f'at) = lim S
Esto demuestra la implicacion reciproca de (111). La de (1V) es andloga. O
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Ejemplo. f(x) = 3.

Esta funcién es estrictamente creciente y derivable en todos los puntos, pero
hay algiin punto donde su derivada se anula. Esto nos indica que los reciprocos
de (1) y (I1) no son ciertos.

Por otro lado, este ejemplo resulta interesante desde otro punto de vista. Co-
mo vamos a ver, podemos deducir que esta funcidn es estrictamente creciente a
partir de la derivada, a pesar de que esta no es positiva en todos los puntos, sino
que se anula en algun punto. En efecto, aplicando el Corolario 6.16 en el intervalo
[0,00), como [ es continua en [0,00) y f'(x) > 0 en (0,00), deducimos que f
es estrictamente creciente en [0, o0). De la misma forma, como f es continua en
(—o0,0] y f'(z) > 0en (—0,0), se tiene que f es también estrictamente cre-
ciente en (—oo, 0]. Combinando las dos cosas, obtenemos que f es estrictamente
creciente en R = (—o0, 0] U [0, 00).

Extraemos asi la idea de que la anulacién de la derivada en una cantidad fi-
nita de puntos no supone ningin problema para concluir a través de esta que una
funcion sea estrictamente mondtona.

3.3. Funciones con derivada acotada

Funciones con derivada acotada
La siguiente consecuencia es que, para funciones derivables, resulta muy facil
decidir si la funcién es o no una funcién de Lipschitz

Corolario 6.17. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en el
interior de 1. Entonces f es una funcion de Lipschitz si, y solo si, su derivada estd
acotada.

Demostracion. Supongamos primero que la derivada estd acotada. Hay alguna
constante ' > 0 tal que |f’(z)| < K en todo punto z interior a /. Sean dos
puntos cualesquiera a,b € I (por ejemplo, con a < b). Como f es continua en
[a,b] y derivable en (a, b), serd

f@) = fla) = fi(x)(b—a)
para algin x € (a, b), y por lo tanto
£(0) = fa)] = [f'(@)][b— a| < K[b—al.

En consecuencia, f es una funcién de Lipschitz.
Reciprocamente, supongamos que f es una funcién de Lipschitz, con constan-
te de Lipschitz K > 0. Sea a un punto interior de /. Entonces,

@) = [im 7@ @) _ o V@ = f@l o Klo—al

= K.
T—a Tr—a r—a |J,’ — CL’ r—a |$ — CL‘
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Se sigue asi que f’ estd acotada. [

Ejemplo. f(x) = senz.
La derivada cumple que | f'(x)| = |cosz| < 1. El resultado anterior nos dice
entonces que f es una funcién de Lipschitz. Ademads, obsérvese que

34.

|senx —seny| < |z —y|.

Demostracion de desigualdades

Lo que hemos visto dltimamente permite con frecuencia dar demostraciones
sencillas de muchas desigualdades.

Ejemplos.

M

(I1)

1

3
3L

Paratodo x > 0, arctanx > x — sz

Consideremos la funcién f: R — R dada por f(z) = arctanz — z + %x3.
Es una funcién derivable y su derivada es

Por lo tanto, f’(x) > 0 para todo = € (0, o0) y la funcién f es estrictamente
creciente en el intervalo cerrado [0, o). En particular, para todo x > 0 se
tiene f(0) < f(x), es decir,

1
0 <arctanx — x + gng.

que es lo que queriamos demostrar. (; Qué pasa si v < 0?)

e’ > 1 + x. Laigualdad solo se cumple para xz = 0.

Definamos la funcién f: R — R, donde f(z) = e” — z. Su derivada es
f'(x) = e*—1, que es positiva en (0, c0). Esto indica que f es estrictamente
creciente en [0, c0). En consecuencia, si z > 0,

e —x = f(r)> f(0) =1,

es decir, ¢* > 1 + x.

En (—0,0), en cambio, la derivada es negativa, asi que [ es estrictamente
decreciente en (—o0,0]. Asi, pues, si z < 0, también es f(x) > f(0) de
donde, también en este caso, es e* > 1 + x.
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(117)

(1v)

(V)

|sen z| < |z|. La igualdad se cumple solo para x = 0.

Se probd anteriormente algo mds general, ya que vimos que [sen z—sen y| <
|z —yl, lo que, haciendo y = 0, nos da la presente desigualdad. No obstante,
vamos a probarlo ahora de otra manera.

Como 7/2 es mayor que 1, la desigualdad estricta es cierta si |z| > 7/2, asi
que es suficiente probar dicha desigualdad para x € [—7/2, 7/2]. Para ello,
definamos la funcion f: [—7/2,7/2] — R dada por f(z) = x —senz. Esta
funcién es derivable, y su derivada es f'(z) = 1 — cosz.

Esta es positiva en (0, 7/2], lo cual indica que f es estrictamente creciente
en [0, m/2], asi que para todo x € (0, 7/2] debe ser
x—senz = f(x) > f(0) =0,

es decir, 0 < senz < z'y, en consecuencia, |senz| < |z|
La derivada también es positiva en [—7/2, 0). Por tanto, f también es estric-
tamente creciente en [—7/2,0]. De aqui se obtiene que, si x € [—7/2,0),
entonces

x—senz = f(x) < f(0) =0,

osea, r < senx < 0. También en este caso se concluye que [sen z| < |z|.

logx < z/e, si z > 0. La igualdad solo se cumple para = = e.
Sea f(x) = x — elog x, definida en (0, o0). Es una funcién derivable y para
cadaz >0 e e
fllx)y=1——= :
x x

Luego f'(x) < 0sixz € (0,e). Por lo tanto, f es estrictamente decreciente
en el intervalo (0, e]. (Observemos que podemos incluir el punto e, pero
no 0.) Por otra parte, f'(x) > 0si z € (e,0), asi que [ es estrictamente
creciente en el intervalo [e, c0). (De nuevo, podemos incluir el punto e.) Es
facil deducir de aqui que, tanto si x € (0, ¢) como si = € (e, ), se tiene

x—elogx = f(x) > f(e) = 0.
Puesto de otra forma: elogx < x, 0logz < z/e.

(Desigualdad de Bernouilli) Si«w > 1y z > —1, entonces (1+z)* > 1+ax.
La igualdad solo se da para x = 0.

Consideremos la funcién f: (—1,0) — R, definida por f(z) = (1 +z)* —
ax. Su derivada es

flx)=al+2)* ' —a=a((l+z)*"-1).
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En (0, «0), esta derivada es positiva, mientras que en (—1, 0) es negativa. De
aqui se deduce que [ es estrictamente decreciente en (—1,0] y es estricta-
mente creciente en [0, 00). Por tanto, si x € (—1,0), x # 0,

(1+2)° —az = fz) > f(0) = 1,

0, lo que es lo mismo, (1 + z)* > 1 + ax.

3.5. La propiedad de los valores intermedios para las deriva-
das

Derivadas que no se anulan y el signo constante de las derivadas

Una nueva consecuencia del Teorema del Valor Medio nos da que, bajo condi-
ciones bastante generales, cuando una derivada no se anula en ningin punto de un
intervalo, entonces su signo debe ser el mismo en todos los puntos de ese mismo
intervalo. En consecuencia, en €l la funcion es estrictamente mondtona.

Proposicion 6.18. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en
todos los puntos interiores del intervalo. Si la derivada ' no se anula en ninguno
de esos puntos, entonces la funcion f es estrictamente mondtona en I (bien es-
trictamente creciente, o estrictamente decreciente). Dicho de otra forma, el signo
de la derivada ' es constante en el interior de 1.

Demostracion. Sean a,b € I, a < b. Por el Teorema del Valor Medio 6.13, existe
un x € (a, b) tal que

f(b) = fa) = f'(x)(b—a) # 0.

Por tanto, f(b) # f(a). Asi pues, f es inyectiva y, como ademds es continua en /,
se deduce que es estrictamente mondtona. O]

Ejemplo. f(x) = 2* — 622 + 8z + 4.

La derivada de esta funcién es f'(z) = 423 — 122 + 8, que tiene como dnicas
raices r = —2y x = 1. Estudiemos el signo de esta derivada. La Proposicion 6.18
nos informa que esta derivada tiene signo constante en (—oo, —2), asi como en
(—=2,1) yen (1,00). Por tanto, para averiguar este signo, bastara calcularlo en al-
gtin punto concreto de cada uno de estos intervalos. Asi, f'(z) < 0 en (—o0, —2)
ya que, por ejemplo, f'(—3) = —64. En (—2,1) siempre es f'(z) > 0, ya que
f/(0) =8.En (1,00)es f'(x) > 0, yaque f/(2) = 16. Por tanto, f es estrictamen-
te decreciente en (—o0, —2] y estrictamente creciente en [—2, ). (;Por qué?)
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El Teorema de Darboux

Siuna funcién es la derivada de otra en un intervalo, puede que no sea continua
(como veremos en algin ejemplo). Pero en el siguiente resultado se prueba que, lo
mismo que las funciones continuas, tiene la propiedad de los valores intermedios.

Teorema 6.19 (de los Valores Intermedios, de Darboux). Sea f una funcion de-
rivable en un intervalo I. Si la derivada f' toma dos valores diferentes, entonces
toma también todos los valores intermedios: es decir, si a,b € I, a < b, y \ estd
entre f'(a)y f'(b) (es decir, f'(a) < X\ < f'(b) o f'(b) < A < f'(a)), existe al

menos un x € (a,b) tal que f'(x) = \.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que f'(a) < A < f(b). Si fuera
f'(a) > A > f'(b) se procederia de manera andloga. Supongamos, ademds (para
llegar a contradiccién), que f'(z) # A para todo x € (a, b).

Definamos en [a, b] la funcién g(x) = f(x) — Az. Esta funcién es derivable,
por que f lo es. Ademas, ¢'(z) = f'(x) — A. Como f’(x) # A para todo x €
(a,b), se deduce que ¢'(z) # 0 para todo x € (a,b). Asi, por la Proposicién 6.18,
concluimos que g es mondtona. Sin embargo, esto lleva a contradiccién porque,
como vemos a continuacion, g no puede ser creciente ni decreciente.

La funcién g no puede ser creciente porque entonces deberia ser ¢'(z) = 0
para todo = € [a,b]. Sin embargo, ¢'(a) = f’(a) — A < 0. Tampoco puede ser
decreciente porque de la misma manera serfa ¢'(x) < 0y esto no se da ya que

g(b) = f'(b) —A>0. [
Ejemplos.
w?senl, x#0
I _ T )
M flz) {O, x = 0.

La derivada de esta funcidn es

f(2) = 2xsen% —COS%, x # 0,
0, xz =0.

Obsérvese que f’ no es una funcién continua, ya que tiene una discontinui-
dad oscilatoria en 0. Sin embargo, segin el Teorema de Darboux 6.19, f
cumple la propiedad de los valores intermedios.

1, =0,
0, z<0.

Teniendo en cuenta el Teorema de Darboux 6.19, llegamos a la conclusién
de que la funcién de Heaviside no es la derivada de ninguna funcion, ya que
no cumple la propiedad de los valores intermedios. En efecto, aunque toma
los valores 0 y 1, no toma, por ejemplo, el valor 1/2.

(11) La funcién de Heaviside H (z) = {
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Hemos visto que para dos clases diferentes de funciones, las funciones conti-
nuas (mediante el Teorema de Bolzano 5.49) y las funciones derivadas (mediante
el Teorema de Darboux 6.19), se cumple la propiedad de los valores intermedios.
Cuando se haya definido la integral, se vera que cualquier funcién continua es la
derivada de alguna funcidn, asi que el Teorema de Bolzano 5.49 es en realidad un
caso particular del Teorema de Darboux 6.19.

3.6. La discontinuidad de las derivadas

Paso al limite en las derivadas

Proposicion 6.20. Sean [ un intervalo, f: I — Ry a € I. Supongamos que
f es derivable en Il{a} Yy que es continua en a. Supongase ademds que existe
lim,_,, f'(z) = [ € R. Entonces

o 1) - (@)

T—a r—a

= .

En consecuencia,
(1) Sil e R, entonces f es derivable enay f'(a) = .
(11) Sil e {—0,w}, entonces f no es derivable en a.

Demostracion. Por el Teorema del Valor Medio, para cada = € I\{a} existe un ¢,
situado entre a y z, tal que

f(x) — f(a)

r—a

= f(ca)-

Obsérvese que, como ¢, estd entre a y x, se tiene lim, ., c, = a. Ademds, c,
nunca vale a. Por tanto, haciendo el cambio de variable u = c,,

tim L& = SO e Fey) = lim f'(u) = 1. O

r—a Tr — a r—a u—a
Observacion. Esta proposicion sigue siendo cierta si se sustituye lim,_,, f'(z) por

lim, .+ f'(z) (0 lim, .- f'(x)), y f'(a) por f'(a+) (0 f'(a—)). En estos casos
basta con que f sea continua por la derecha (o por la izquierda).
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Ejemplos.
(1)

—
—~~
=

|
—
8 8
OO\‘[\D
8 8
N WV
o o

Claramente, si z > 0, f'(x) = 2z, ysixz < 0, f(z) = 322 Nos queda
asi por estudiar tan solo la derivada en 0. Segin la Proposicién 6.20, la
forma mas fécil es obtener las derivadas laterales mediante paso al limite
en la derivada en puntos diferentes de 0. Asi, f/(0+) = lim, o+ f'(x) =
lim, o+ 22 = 0y f'(0—) = lim,_,o- f'(x) = lim,_,¢+ 32* = 0. Por tanto,

#(0) = 0.
(1n)

0, xz = 0.

Calculemos la derivada en los z # 0. Se obtiene

1 1
f'(x) = 32%sen — — z cos —.
T T

Como f es continua en 0, la Proposiciéon 6.20 nos permite deducir que
1/(0) =1im,_o f'(x) = 0.

(111)

x¥seni. x#0
) = 0 s
/(@) {O, xz =0.

Este es un caso que evidencia que la Proposicién 6.20 puede ser mal inter-
pretada.

Si calculamos la derivada en los puntos distintos de 0, obtenemos

f'(x) = 2w sen 1 cos 1

x x
Obsérvese que no existen 1im,_,q+ f'(z) ni lim, ,o- f'(x), debido al tér-
mino — cos% que aparece en la expresion de la derivada. Esto nos podria
hacer pensar que no existe f/(0). Sin embargo, hay que hacer notar que el
resultado anterior solo da informacion cuando existe el limite de la deriva-
da. En este caso en concreto, resulta que la funcién es derivable en 0, lo
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que podemos comprobar utilizando directamente el cociente incremental.
En efecto,
f(x) = £(0) r?sen L

Iim = lim ——2% = limxzsen — = 0.
x—0 €xr — x—0 €x z—0 x

Por tanto, f/(0) = 0.
av) fz) = .

Siz # 0, obtenemos que f'(x) = 1/(24/x), y se comprueba facilmente que
lim,_,o f'(x) = c0. Como f es continua en 0, la Proposicién 6.20, nos dice
que no existe f/(0).

Tipos de discontinuidad en las derivadas

Corolario 6.21. Sea f una funcion derivable en un intervalo I. Entonces, las
discontinuidades de f' son oscilatorias (finitas o infinitas).

Demostracion. Sea a un punto de discontinuidad. Veremos que en a no hay dis-
continuidades de salto (finitas o infinitas), ni evitables, ni polos.

Veamos primero que no puede haber una discontinuidad evitable. En efecto,
si existiera el limite lim,_,, f'(z) = [ € R, entonces, segtin la Proposicion 6.20,
deberia ser f’(a) = [, con lo que f’ seria continua en a.

Tampoco puede tener una discontinuidad tipo polo o de salto infinito, porque si
un limite lateral en a de la derivada es infinito, entonces la funcién no es derivable
en a.

Supongamos ahora que @ es un punto interior de /, y mostremos que la dis-
continuidad en a tampoco puede ser de salto. En efecto, por el resultado anterior,
si existen lim, .- f'(x) y lim, .+ f'(x), tiene que ser f'(a—) = lim,_,,- f'(z)y
f'(a+) = 1lim,_,+ f'(z). Pero como, por hipétesis, f es derivable en a, f'(a—) =
f'(a+), de donde lim, .- f'(z) = lim,_,+ f'(x). En conclusién, la discontinui-
dad no es de salto. L

Ejemplos.

3 1
x’sen <, 1w # 0,

U)ﬂ@={0 .

La derivada es

3xZsent —zcosi, x#0
/I — x x’ )

que es continua en todo R.
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(1 f(z) = |z|.

Esta funcién no es derivable en 0, cosa que ya se dedujo anteriormente. A
esta conclusién podemos llegar también de otra forma. Si z > 0, entonces
f'(x) = 1,ysix < 0, entonces f'(x) = —1. Si f fuera derivable en 0,
entonces habriamos obtenido una funcién derivada en R que no cumple la
propiedad de los valores intermedios. Sin embargo, la Proposicion 6.20 nos
dice que f'(0+) = lim,_ o+ f'(z) = 1y f'(0—) = lim,_,o- f'(x) = —1,
asi que la funcidn es derivable por la derecha y por la izquierda.

x¥sent. x#0
I x) = z’ ’
(1 f< ) {O, xz = 0.

La derivada es

) = 2xsen% —cos%, x # 0,
0, x = 0.

Resulta en este caso que, aunque no existe el limite lim,_,o f'(z), la fun-
cion si es derivable en 0. Obsérvese que en este caso la derivada tiene una
discontinuidad oscilatoria.

3/2 1 0
av) F(z) = |z|*/* sen a7 0,
0, xz = 0.

La derivada es

3|.|1/2 1 1 1
Slz|'% sen ol 7 COS s x>0,
) = 4 3112 qen L o 1 1
fi(x) = >lz|'% sen W T EE s, &< 0,
0, z =0,

y en este caso la discontinuidad es oscilatoria infinita.

4. La Regla de I’Hopital

Una aproximacion a la Regla de L’Hopital
El siguiente resultado es bastante ttil a la hora de salvar indeterminaciones del
tipo 0/0 0 00/0.

Proposicion 6.22. Sean I un intervalo, a € Iy f,g: I — R derivables en a.
Supongamos ademds que g(x) # 0 si x € I\{a}, y que f(a) = g(a) = 0y
g'(a) # 0. Entonces,
/
o 10 _ )
zag(r)  g'(a)
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Demostracion. Como f(a) = g(a) =0,

fla) MO gim, S )
lim — = lim = = . ]
T—a g(x) r—a g(w):g(a) lfm$—>a x :g(a) g,<a>

La pregunta inmediata es ;qué pasa si no existen f'(a) o ¢'(a), 0 si ¢'(a) = 0,
y, en consecuencia, no tiene sentido hablar de f’(a)/¢’(a)? Evidentemente, el re-
sultado en este caso no es valido como lo acabamos de formular, pero a veces
puede existir f'(x)/¢'(x) en los alrededores del punto a, y puede ocurrir que exis-
ta el limite 1im,_, f'(x)/¢'(x). (Podrd entonces darse una propiedad similar a
la anterior, sustituyendo f'(a)/¢’'(a) por lim,_,, f'(x)/¢'(x)? La respuesta a esta
pregunta (afirmativa y con condiciones en cierto sentido mds generales que las
anteriores) la da el teorema conocido como Regla de L’Hopital, que veremos en
breve.

Intentemos en primer lugar adaptar la demostracién anterior para probar este
nuevo caso. Supongamos, para simplificar, que nuestras funciones f y g son con-
tinuas en a, y que f y g son derivables en I\{a}, y ademds la derivada de g no se

anula. Entonces f(z)—f(a)
. fle) T
lim —< = lim N
r—a g(x) r—a L:gm

si este ultimo limite existe. El Teorema del Valor Medio asegura que, para cada
x € I\{a}, existen ¢, y d, entre a y x tales que

f(l’)—f(a) :f/(ca:)a g(x)—g(a) :g,(dx),

r—a r—a

asi que tenemos que

x '(c
h’m—f( ) _ lim I x)
za g(z)  eoag'(dy)
Como c, y d, estdn entre a y x, resulta que ambos tienden a a cuando x tiende
a a. Cabria esperar entonces que

CPle) )
TPl g

Si fuera siempre ¢, = d,, esto seria verdad, desde luego, por que bastaria hacer
el cambio de variable © = c,. El problema es que, si ¢, y d, no son iguales,
pueden converger hacia a a diferentes ritmos, con lo que el limite del cociente
puede cambiar. Por ejemplo,

3 — 4o 13— 4x 3

=2, pero lim-———=-.

y
= 200 (22)2 — 2(27) 4

=0 12 — 21
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Esta diferencia en el resultado se debe precisamente a que = y 2« no convergen a ()
con la misma rapidez.

Para poder solucionar este inconveniente, tendremos que dar una version del
Teorema del Valor Medio 6.13 para la que los puntos c, y d, resulten ser iguales.

El Teorema del Valor Medio Generalizado

Teorema 6.23 (del Valor Medio Generalizado, de Cauchy). Sean f y g dos fun-
ciones continuas en un intervalo |a,b| (donde a,b € R, a < b) y derivables en el
intervalo abierto (a,b). Existe al menos un x € (a, b) tal que

f'(@)(g(b) = g(a)) = ¢'(x)(f(b) = f(a)).

Demostracion. Basta definir en el intervalo [a, b] la funcién

Por tanto existe al menos un x € (a, b) tal que h/(z) = 0, es decir,

f'(@)(g(b) = g(a)) = ¢'(x)(f(b) = f(a)). B

Obsérvese que, en el caso particular en el que g(z) = x, se obtiene precisa-
mente el Teorema del Valor Medio 6.13. De ahi el nombre de Teorema del Valor
Medio Generalizado.

La Regla de I’Hopital

Teorema 6.24. Sean I un intervalo, y a € R un punto de acumulacion de I.
Sean f,g: I\{a} — Ry supongamos que

() fy g sonderivables en I\{a}y ¢'(x) no se anula en ningiin x € I\{a}.

(I1) Se verifica alguna de las tres condiciones siguientes:

w lim,_,, g(z) = 0.
v lim,_,, g(z) = —0
(111) Existe lim,_,, f'(2)/¢'(x) =l € R.
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Entonces, existe el limite de f(x)/g(z) y es igual a l, es decir,

x "(z
h’m—f( ) = h’m—f( ) =
za g(z)  eoa g'(2)
Demostracion. Para empezar, veamos que basta considerar el caso en que a = 0

es el extremo izquierdo de I o, lo que es lo mismo: es suficiente calcular el limite
cuando x — 07. En efecto, una vez demostrado este caso se deducen los demas:

= Sia e R es el extremo izquierdo de I, es decir, si el limite calculado es
cuando x — a*, hacemos el cambio u = x — a, aplicamos la regla en el
caso conocido y deshacemos el cambio:

o LG RV A (T ) R YR A GO P )

voat g(x) w0t glu+a)  u—0t ¢'(u+a)  a—at ¢'(x)

» Sia € R es el extremo derecho de I, o sea, si estamos calculando el limite

cuando © — a—, hacemos el cambio © = —z.
_ _fr(_ !
T e e Gl PR A0

v—a- g(x)  uo(—a)t g(—u)  u—(-a)t —¢(—u) z—a ¢'(x)

= Si a es un punto interior de /, dividimos el intervalo en los intervalos I N
(—o0,a] e I n[a, ),y aplicamos los dos casos anteriores para obtener asi
los dos limites laterales.

» Sia = o0 0a= —w, hacemos el cambio u = 1/z. Por ejemplo, en el caso
a = 0o,

f@) o S ()
/(1)
2)

lim =5 =

ZL’) u—0t g(l/u) u—0+t —

T
u—0+ ¢'(1/u)  a—o g'(x)

Asi que a partir de ahora supondremos que a = 0 es el extremo izquierdo de /.

Aparte de esto, el caso lim,,_,o+ g(z) = —oo se deduce del caso lim, o+ g(z) = o0,
tomando la funcién G(z) = —g(z) en lugar de g. Por otra parte, el caso
/

im £ _ _

=0+ g'(x)
se deduce del caso )

tim L) _
20+ g'(x)

sin mds que tomar la funcion F'(x) = — f(z) en lugar de f.

En resumen, solo necesitamos considerar los siguientes casos:
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(1) lim, g+ f(x) = lim,_,¢+ g(z) = 0.
(1) lim, o+ g(z) = 0y lim, o+ f'(x)/¢'(x) =1l € R.
9(x)

(1) lim, o+ g(z) = 0y lim, o+ f'(x)/¢'(x) = 0.

Dado que ¢'(z) # 0 para todo = € I salvo quizd x = 0, que es el extremo
izquierdo de I, podemos observar también que g es estrictamente mondtona y por
tanto inyectiva en /\{0}. Como consecuencia, existe como mucho un z € I\{0} tal
que g(z) = 0. Asi que, tomando un subintervalo si es necesario, podemos suponer
también, sin pérdida de generalidad, que para todo = € I\{0} se tiene g(z) # 0y
por tanto tiene sentido la fraccién f(x)/g(x).

Caso (1). Supongamos que lim, o+ f(x) = lim, o+ g(x) = 0. Puede que
las funciones f y g no estén definidas en 0. Definamos, por tanto, en [ U {0} las
siguientes funciones:

F(z) = {f(:v), si e 1\{0}, Gla) = {g(m), si e 1\{0},

0, siz =0, 0, siz =0,

Las dos funciones F'y G son continuas en 0 y derivables en /\{0}. Por el Teorema
del Valor Medio Generalizado 6.23, para cada x € I\{0} existe algtn ¢, tal que
O<c,<xy

[(x)  F@)-F(0) Fle) ()

g(r)  G(z)=G0)  G'le)  gle)

Obviamente, ¢, — 0 cuando x — 0. Haciendo asi el cambio de variable u = ¢,,

obtenemos ) )
im T _ g L) g S

=0+ g(x)  am0t ¢'(cp) w0t g'(u)

Veamos ahora qué ocurre cuando lim, g+ g(x) = 0, que es lo que se da en los
casos (I1) y (111). Ahora no serd posible definir la funcién G como en el caso (1),
asi que, dado un = € I\{0}, en lugar de aplicar el Teorema del Valor Medio
Generalizado 6.23 entre 0 y z, nos tendremos que contentar con aplicarlo entre r
y x, donde r € I U {0} es un nimero escogido de antemano (y bastante cercano
a 0). Obsérvemos que, una vez que hemos fijado 7, si x estd muy préoximo a 0 se
tendrd x < r, asi que seria mejor decir que aplicamos dicho teorema “entre x y r”.

Fijemos, pues, € I\{0}. Para cada x tal que 0 < x < r, podemos escribir

flo) _ flo) = f(r)  fr) _ fle) = f(r) gle) —g(r)  f(r)

g(x)  g(x) g(r)  g(x)—g(r) g9() g(z)
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Por el Teorema del Valor Medio Generalizado 6.23, existe c,, * < ¢, < r, tal que

f@) _ fle) ([ 9()\, [(r)
9(2) ~ gle) (1 g<x>) e M

Estudiemos a partir de ahora los dos casos que nos quedan por separado.

Caso (11). Supongamos que lim, .o+ g(x) = ooy lim, o+ f'(x)/¢'(x) =
leR.

Sea ¢ > 0. Como lim, o+ f'(z)/¢'(z) = [, podemos escoger r € I\{0} en la
férmula (1) de forma que

/(=)

g (@)

si 0 < z < r. Obsérvese que entonces serd | f'(z)/g' (x)| < || + /2.
Para cada z € (0, ), la férmula (1) nos lleva a que

) _ e ()oY, 1)

g
27

_l'<

g(z) (e g(x)) " g(x)
f,(cz) 1 _f/(Cx) calr T
~ ) e o0+ 0).
Por tanto, teniendo en cuentaque 0 < x < ¢, <,
M_ f'(cz) 1 f'(cz) Nalr ”
1o <[5 1+ e (e ] oen 1)

g1
<+ ﬂ«' [+5) - le@) + 17 ()]):

Como lim,_,,+ g(x) = oo existe un 4, con 0 < & < r, tal que

o) = = ((11+5) o)l + 170,
si 0 < x < 9. Entonces, para cada z con 0 < x < 0 se tiene
‘_:1: — l’ <S4

(x) 2 2
Esto prueba que lim,_,o+ f(z)/g(z) =

Caso (111).  Supongamos que lim, o+ g(z) = w0y quelim, o+ f'(x)/¢'(z) =
0.
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Como lim,_, o+ % = o0, dado M > 0, podemos elegir r en (1) de forma que

(@)
f'(x)
g ()

si 0 < x < r. Por otro lado, existe d;, 0 < d; < r, tal que

>2(M +1)

1
]_ _ M > —
g(z) 2
si0) <z < dy, y también algin 6, 0 < § < 9, tal que
)
9(x)

si 0 < x < 0. Paracada x con 0 < x < ¢, teniendo en cuenta también que
0 <z <c, <r,delaférmula (1) resulta que

M:f,(cw).(1—@)+M>Q(M+1)-%—1=M.

g(x)  g'cs) g(x) ) g(=)
Esto prueba que lim, o+ f(x)/g(x) = 0. O
Ejemplos.
2
.
"

Hay que tener mucho cuidado y comprobar que la Regla de ’Hopital 6.24
se esté aplicando en una indeterminacién del tipo 0/0 o oo/c0. Por ejemplo,
x? 2r 2

Iim— =1 ero lim — = —.
z—1 3 P z—1 312 3

xQ sen 1
x

L] me_,o p

Aqui si nos encontramos con una indeterminacién del tipo 0/0. Si derivamos
numerador y denominador, obtenemos la fraccion
1 1
2rsen o — cos - 1 1

= 2rsen — — cos —,
1 T x

que obviamente no tiene limite en 0. Esto podria hacernos pensar (equivo-
cadamente) que el limite que pretendemos calcular no existe. Sin embargo,
podemos verificar directamente que

xZseni
T

Iim = lim xsen — = 0.
x—0 xX x—0 x
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Obsérvese que la Regla de L"Hopital 6.24 da informacién acerca del limite
lim,_,, f(x)/g(x) solo cuando existe el limite lim,_,, f'(x)/¢'(z). De no
existir este ultimo, no da ninguna informacion.

sen x

lim
z—0 I

Nos encontramos de nuevo con una indeterminacion del tipo 0/0. Aplicando
la Regla de L’Hopital 6.24,

. senx . COoST
Iim = lim =1.
z—0 I x—0 1

et =1

Iim

z—0 €x

log(1
lim 12810+ 7).
z—0 x

Caso 0/0. Apliquemos la Regla de L’Hopital 6.24.

Hmw _ 1me -1
x—0 x z—0
. senw
lim
z—07t xT
Caso 0/0.
lim 2ol — fim — 2% Jim 2y/zcosz = 0.

z—0+ xr z—0+ 1/(2\/5) z—0+

Caso 0/0. Obsérvese que, implicitamente, aqui se aplica la Regla de
L’Hoépital 6.24 dos veces. (El limite de sen x/x ya se obtuvo en un apar-
tado anterior.)

1—cosx ” senz 1

lim ——— = lim = —.
xz—0 22 z—0 2z 2
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. logx
= lim .
r—0 X
En este caso se trata de una indeterminacién del tipo c0/o0, que también

entra en los supuestos de la Regla de L’Hopital 6.24. Obtenemos asi:

1 1 1
im 2987 _ oy My L,
>0 I z—m0 ] T—0 T

1.2

s lim —.
z—0 et
Caso o0 /00. Obtenemos, aplicando la Regla del L’Hopital 6.24 dos veces,
x? 2x 2

Iim — = lim — = lim — = 0.
z—o0 e’ z—o0 et r—00 et

. log(senx)

s lim ——=,

z—0+t logx

De nuevo una indeterminacién o0/o0.

) . cosxz/senx )
lim = lim —— = lim
-0+t logw z—0+ 1/x -0+ sen

; ( 1 1 )
s lim [ — — .
z—0t\ T senzx

A veces, realizando alguna operacion previa, la Regla de L’Hopital 6.24 se
puede utilizar para salvar indeterminaciones que no aparecen explicitamente
en su enunciado. Por ejemplo, este limite nos da una indeterminacion del
tipo o0 — 2. Pero si calculamos la diferencia de las dos fracciones podemos
aplicar la Regla de L’Hopital 6.24 (dos veces).

, 1 1 ., senx —x
Iim | — — = lim ———

log(sen z) D

-0+t \ T senx z—0t Trsenzxr

, cosxt — 1
= lim
z—0t SenT + T Cos &
) —senx
= lim =0
z—0+ 2COST — xrsenx

= lim xlogx.
z—0+t

Ahora nos encontramos con una indeterminacion del tipo 0 - co.

1 1
lim zlogs — lim 2%~ tim —T i (—2) = 0.
z—0t r—0t ]_/.T r—0t —1/1’2 z—0t
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s lim 2°.
z—0t

Esta es una indeterminacién del tipo 0°. Teniendo en cuenta la férmula

ab = a1°8e obtenemos

lim zlogz

zlogz _ er—0t _ 60 = 1.

lim z* = lim e
z—07+ z—07t

o lim (1 +1/2)".

z—07t

La indeterminacidn es en este caso del tipo o0”.

. log(1+1/x)
lim (1 4 1/2)% = lim e*'s0+1/2) — ermit 7
z—0t z—0+
—2
lim =%_-/(Q+1/z) lfm -1
= ez—07T -z = exz—07t 14+1/z = 60 =1.

» 1lim (1 + 1/x)".
Tr—00
La indeterminacion obtenida es del tipo 1°. Con la Regla de L’Hopital 6.24,
obtenemos

lim (1 + 1/2)* = lim prlog(1+1/z) _ ezlimoo
Z—00 T—>00

log(1+1/x)
1/x

L —z2/)(14+1/z) . 1
= elemoo —z—2 — exlg;noo 1+1/z 61 = e.

5. Aproximacion local y el Teorema de Taylor-Young

5.1. Aproximacion local

Derivadas sucesivas o de orden superior

En lo que resta de capitulo, serd importante el concepto de derivadas suce-
sivas. Cuando derivamos una funcidon, obtenemos una nueva funcion, la funcién
derivada. Esta serd a veces derivable a su vez, con lo que podemos obtener su
funcion derivada, que serd la derivada segunda, y asi sucesivamente.

A continuacidn realizamos por induccion la definicion formal.

Definicién 6.25. Sea f una funcion en un intervalo abierto I, y sea c € I.

(1) Se dice que la funcién f es una vez derivable en c si es derivable en c. En
ese caso, se define la primera derivada de f en c como f(M(c) = f'(c).
Si D c I es el conjunto de puntos a en los que existe f(!)(z), a la funcién
definida en D que a cada  le asocia f) () la llamaremos funcién derivada
primera de f y la denotaremos f(1).
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(1) Sin > 2, se dice que f es n veces derivable en c si existe un intervalo
abierto J, con ¢ € J < I, tal que para todo x € J existe f""V(z) y
la funcién derivada (n — 1)-ésima f(~!) es derivable en c. En tal caso, se
define la derivada n-ésima de f en c como f™(c) = (f* VY (c).SiD < I
es el conjunto de puntos a en los que existe f(™ (), a la funcién definida en
D que a cada x le asocia £ (z) la llamaremos funcion derivada n)-ésima
de f y la denotaremos f™.

Observacion. Para los n pequefios, se denota en general

o), @), [(x), fY2), ['(2),

en lugar de
f), fP), fOa), fO@), fO),

Propiedades algebraicas para las derivadas sucesivas

Vemos a continuacion que las funciones n veces derivables se conservan por
las operaciones usuales entre funciones, cumpliendo reglas similares a las del Teo-
rema 6.5.

Teorema 6.26. Sean I un intervalo, a€ I, ce R, ne Ny f g: I — R funciones
n veces derivables en a. Entonces:

(1) f + g es nveces derivable en a.
(I1) cf es n veces derivable en a.
(111) fg es n veces derivable en a.
(1v) Sig(a) # 0, entonces f /g es n veces derivable en a.

Demostracion. Probaremos solamente (111). Las demostraciones de los otros apar-
tados son similares, y en el caso de (1) y (I), son mds sencillas.

(111)  Procederemos por induccioén sobre n. Para n = 1, es simplemente la
propiedad 6.5 (111). Supongamos que, para cierto n, fg es n veces derivable en a
siempre que f y g lo son. Veamos qué ocurre si f y g son n + 1 veces derivables
en a. En este caso, se tendra que f'y ¢’ (y también f y g) son n veces derivables
en a. Podemos asi aplicar la hipétesis de induccién, y entonces tanto f’g como
f¢' son n veces derivables en a. Por tanto, segun (1), también es n veces derivable
en a la funcién (fg) = f'g+ fg'. O sea, fgesn + 1 veces derivableena. [

También se prueba de manera similar el siguiente andlogo de la Regla de la
Cadena:

36



Teorema 6.27. Sean [ y J dos intervalos, y sean f: I — R, g: J — R dos
funciones, donde f(I)  J. Supongamos que [ es n veces derivable en un punto
a € I,y que g es n veces derivable en f(a). Entonces la funcion compuesta g o f
es n veces derivable en a.

Polinomio de Taylor

Un concepto importante, que nos conducird mas tarde a una generalizacion del
Teorema del Valor Medio, es el de polinomio de Taylor. La idea consiste en hallar
un polinomio que, alrededor de un punto ¢, aproxime la funcién f de la mejor
forma posible.

Naturalmente, si el polinomio P(z) buscado es, efectivamente, una buenisima
aproximacién de f alrededor del punto ¢, parece 16gico pensar que f y P tengan
varias derivadas sucesivas iguales en dicho punto; es decir,

fle) = P(c), f(c)=F'(c), ["(c)=PF"(c), f"(c)=P" (o),

Si consideramos cualquier polinomio P(z) de grado menor o igual que n, este
siempre se puede escribir en la forma

P(x)=ag+ai(x —c) +ay(z —c)? +as(z—c)® +- +a(z—c)"

Vamos a ver a continuacién que siempre podemos escoger sus coeficientes ay,
ai, ..., a, de forma que coincidan todas las derivadas sucesivas en a hasta la
derivada n-ésima. En efecto, P(c) = ay, asi que si definimos ay = f(c) se tendra
entonces P(c) = f(c). También se tiene P’(c) = a;, de forma que bastara definir
a; = f'(c) para que se cumpla P'(¢) = f’(c). La segunda derivada de P(x)
en ces P"(c) = 2ay, asi que tendremos que definir a; = f”(c)/2. Procediendo
de esta misma manera para todas las derivadas hasta la n-ésima, obtenemos que
para todo £ = 0,1,2,...,n basta escoger a, = f(k)/k! para que se cumpla
Plk)(c) = f(k)(c).

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 6.28. Dada una funcién f derivable n veces en un punto ¢, se llama
polinomio de Taylor de f de orden n (o de grado n) centrado en c al polinomio

Pn,c,f(x) :f(c)+f,(C)<JZ—C)+%<C)(1’—c)2+...+

Como se ve en la definicidn, el célculo de los coeficientes de un polinomio
de Taylor exigen conocer varias derivadas sucesivas de la funcién. Veamoslo con
algunos ejemplos.
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Ejemplos. Procederemos a continuacion a dar los polinomios de Taylor de cier-
tas funciones elementales. Estos pueden estar centrados en muchos puntos, pero
nosotros daremos solo los polinomios centrados en 0. Estos son conocidos gene-
ralmente como polinomios de MacLaurin o de Taylor-MacLaurin.

w f(x) =e”.
Sabemos que f'(x) = e”. Si volvemos a derivar, observamos que también
es f"(z) = e”. Deducimos (se puede probar por induccién) que para todo
n e Nu{0}es f™(x) = €. (En este contexto, resulta cémodo escribir
fO(z) = f(z).) Por tanto, f™(0) = 1, y. en consecuencia,

" " (n)
P (@) = FO) 4 F(O)e + L 2<o)$2 . f3<!0)x2m f n!<o> .

» f(z) =senuz.
Derivando sucesivas veces, obtenemos

f(x) = cos, f"(x) = —senuz,

f"(x) = —cosz, fY¥(x) = senw,

con lo que se observa inmediatamente que estas derivadas se van repitiendo
cada cuatro iteraciones. Lo mismo ocurre, por tanto, con las derivadas en 0,
obteniéndose

FE0) =0,  fE0) = (-1)k.

para todo £ € N u {0}. El polinomio de Taylor serd, por tanto (resulta
mds comodo en este caso considerar solo los de grado impar 2n + 1, con
neNu {0}),

1.3 22'5 $2n+1

P2n+1,0f<x) :ﬁ——+_++(—1)nm

Obsérvese que en este caso se tiene Pay, 00 7() = Pany1,0,7(2).

» f(z) = cosz.

Teniendo en cuenta los cédlculos del apartado anterior, tenemos que
FER0) = (-1)F,  fE0) =0
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para todo k£ € N U {0}. Por tanto, el polinomio de Taylor serd (en este caso,
solo expresaremos los de grado par)

$2 1,4 x2n

P2n,07f(17):1—§+z—{—+(_1)n

En este caso se tiene Py, 110, /(%) = Pano ().

f(x) =log(1 + z).

Si intentamos dar el polinomio de Taylor de la funcién logaritmo, nos en-
contramos con el problema de que esta funcién no estd definida en 0. Esto
tiene dos soluciones: o bien se calcula este polinomio centrado en otro pun-
to (por ejemplo, 1), o bien se desplaza la funcién y se calcula el polinomio
centrado en 0 de la funcién log(1 + z). Esta es la soluciéon mds habitual.

Si calculamos las derivadas, obtenemos

/ o 1 " _ 1
f(x)*l—i-l" f(it)* (1—|—LIZ’)2’
) = ——, ra) = -
(1+x)3 (1+x)?
y, en general,
(n—1)!

F) =

si n € N. Esto implica que f™(0) = (=1)"*'(n — 1)!, si n € N. En
conclusion,

Poos(r)=0+x— ;—iﬁ + z—ix?’ +- 4+ (—1)”_1(n ;!1)!13”
=x—%2+%3+~~+(—1)”+1%.
flx) =1 +2)%a+#0.
Calculemos las derivadas sucesivas:
fll@) = a(l +2)*, f'(@) = ala = 1)(1 + )72,

f///(x> = a(a — 1)(a — 2)(1 + x)(lfs?
y, en general,
fP(@) =ala=1)--(a=n+ 1)1 +z)""
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si n e N. Se sigue que f™(0) = a(aw — 1) - (o — n + 1). Finalmente,

Poof(x) =1+ az+ oz(ozz— 1):1:2 + ala - 13)!(a — 2)x3
+ - Oé(a—l)(a—izl-.-(a—nJrl)xn

Si definimos

(@) . <a> _afe-D@=2 (a-ntl) o

0 n n!

la férmula anterior se podrd escribir en la forma mas compacta

Py s(x) - (O) ; (1) s (2) < (3) Pt ()

Obsérvese que, para « € Ny n > «, esto no es mds que el binomio de
Newton.

El Teorema de Taylor-Young

La siguiente es una caracterizacion del polinomio de Taylor. Obtendremos
de ella numerosas consecuencias. Entre otras cosas, nos permitird muchas veces
calcular dicho polinomio de una manera més sencilla.

Teorema 6.29 (de Taylor-Young). Sean I un intervalo, [ una funcion definida
enlyce I Supongamos que f es n— 1 veces derivable en I y que existe f™(c).
Entonces el polinomio de Taylor de f de orden n centrado en c, P, . ¢(x), es el
tinico polinomio P(x) de grado menor o igual que n tal que

@)= P)
lim = 5= = 0.

Demostracion. Para ver que el polinomio de Taylor verifica que el limite del enun-
ciado es nulo, utilizaremos induccién sobre n. Es decir, probaremos lo siguiente:

Para toda funcion f: I — R derivable en todos los puntos hasta el
orden n — 1y tal que existe f™(c), se cumple

tim L&) = Fres@)
T—C (:E — C)”
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Para n = 1, esta proposicion es cierta, ya que

f(@) = Prey(a) f(@) = fle) = f'(e)(x =)

lim = lim
r—C xr —C r—c r —c
= lim (M _ f’(c)) - 0.
z—c T —c

Supongamos ahora que la proposicion es cierta para un cierto n € N, y consi-
deremos una funcién f: I — R derivable n veces en I y tal que existe ™V (c).
Su funcién derivada f': I — R es n — 1 veces derivable en [ y tiene derivada
n-ésima en c. Por la hipétesis de induccidn,

f'(@) = Py e ()

gg}: (x — c)” =0
Tenemos que
Pasres(w) = £+ 7e)e— ) + L@ —ep o oy
(n) (n+1)
+ o+ f n!(c) (x —c)" + —]Zn n 1<)C‘) (z — )"t
La derivada de este polinomio es
e () = 110 + @ o)+ T o2
(n) (n+1)
+ -+ %(w —o)" 4 / . () (x—¢)" = Pyep(x)

Empleando ahora la Regla de L'Hdpital, obtenemos entonces

 f@) = Poreg(@) . f(@) = Py p(@)
N = A i D —or
J'(@) = Py ()

= lim m+ Dz —cm 0

Como esto es cierto para cualquier funcién f en las condiciones antes requeridas,
hemos visto que la proposicidn enunciada antes es también cierta para n + 1.

Para ver la unicidad, supongamos que P(z) y Q(z) son dos polinomios de
grado menor o igual que n tales que

i 1 = P@) e

T—cC (a: — C)” T—cC (I — C)"
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Veremos que entonces P(z) = Q(z).
En efecto, como P(z) — Q(x) es un polinomio de grado menor o igual que n,
se tendréd que

Px)—Q(z) =ay+a1(x —c)+ -+ ap(z — )"

para ciertos coeficientes ag, ai, ..., a,. Y cOmo
i P@ =06 _ @) =0k o fl@)-P@)
T—C (5(7 — C)” T—C (.CL’ - C)” T—cC (g; —_ c)n

resulta en primer lugar que

ap = lim(P(x) — Q(z)) = lim

T—c T—cC (SL’ _ C)n
Luego realmente es
P(r) = Q(z) =ai(r —c) + - + ap(z — ).

Pero entonces

P(z) — P(r) —
a; = lim Plr) = Q) = lim Pla) = Q). (x—c)" ' =0.
T—C xr — C T—C (x — c)n
Reiterando este proceso, obtenemos que a; = a3 = --- = a, = 0, es decir,
P(z) = Q(z). O

Simbolo ““0” de Landau

Definicién 6.30. Sean f, g y h dos funciones en un conjunto A — R, y seac € R
un punto de acumulacién de A.

(1) Sedice que f(x) = o(g(x)) cuando = — ¢ si

f(x)

lim —— =0

e g(x)
(o lo que es lo mismo, si f(x) = wu(z)g(x), donde u es una funcién que
tiende a 0 en ¢).

(11) Seescribe f(x) = h(z) + o(g(z)) cuando x — ¢, si f(z) — h(z) = o(g(z))
cuando x — ¢, es decir, si

Iim
z—e  g(x)



El Teorema de Taylor-Young, reenunciado

Teorema 6.31 (de Taylor-Young, segunda version). Sean [ un intervalo, f una
funcion definida en I y c € 1. Supongamos que [ es n — 1 veces derivable en |
y que existe ™) (c). Entonces el polinomio de Taylor de f de orden n centrado
enc, P, . r(x), es el iinico polinomio P(x) de grado menor o igual que n tal que

f(x) = P(z) + o((x = ¢)")

cuando r — c.

Aproximacién polinomica local

Definicion 6.32. Sean / un intervalo, f una funcién definidaen I y ¢ € I. Decimos
que un polinomio P(x) es una aproximacion polindmica local de orden n € N
de f en el punto ¢ si P(z) es de grado menor o igual que n 'y

lim
T—cC (a: — C)"

0, lo que es equivalente, si

cuando z — c.

Observacion. Siuna funcion tiene una aproximacion polinomica local de orden n,
esta es Unica.

El Teorema de Taylor-Young, reenunciado ;otra vez!

Teorema 6.33 (de Taylor-Young, tercera version). Sean I un intervalo, f una
funcion definida en I y c € 1. Supongamos que [ es n — 1 veces derivable en |
y que existe "™ (c). Entonces el polinomio de Taylor de f de orden n centrado
enc, P, . (), es la iinica aproximacion polinémica local de orden n de f en c.

Ejemplos.

1) f(x) = e
Una aproximacion local de orden 3de fenOes P(z) = 1+z+2%/2+23/6,
que es su polinomio de Taylor de tercer grado centrado en 0. En consecuen-

cia,
2 3

e$=1+x+%+%+o(x3)

cuando z — 0.
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(1) f(x) = cosuz.

Del mismo modo que en el apartado anterior, una aproximacion local de
cuarto orden de f en O es P(x) = 1 — 2%/2 + 2*/24, por ser su polinomio
de Taylor. En consecuencia,

2 4

X 4
cost=1——+ — +o(x

2 24 (=)
cuando z — 0. Obsérvese que, en este caso, este mismo polinomio es tam-
bién el polinomio de Taylor de quinto orden, asi que se tiene algo un poco

mejor:
2 4 .
-1 4
COS T 2—|—24+0(£B)

cuando z — 0.

cosx +x3sen%, x # 0,
1, xz =0.

() f(x) = {

Esta funcién no tiene derivada segunda en el origen. En efecto, su derivada
es
—senx + 3z?sen - —xcost, x #0,

Ie) = {0, v =0,

que no es derivable en el origen a causa del sumando —z cos(1/x). Por
tanto, f no tiene polinomio de Taylor de segundo orden centrado en 0. Sin
embargo, €l polinomio P(x) = 1 — z%/2 es una aproximacién local de
segundo orden de f en 0. Para ver esto, obsérvese que P(z) es el polinomio
de Taylor de segundo grado de la funcién cos x, de donde

72

cost =1— 5 + o(z?)

3

cuando x — 0. Por otra parte, es facil observar que x° sen % = o(2?) cuan-

do =z — 0. En consecuencia,

flz)=1- %2 +o(z?) + o(z?) =1 — = + o(z?)

cuando z — 0.

z?logx, x>0,
1) f(z) = ¢
0, xz=0.

Esta funcién es derivable en el origen. Por tanto, admite una aproxima-
cién polindmica en el origen de primer orden. Sin embargo, no admite
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aproximaciones polinémicas de orden superior a 1. En efecto, si P(z) =
ao + a1 v + ax® + - - - + a, 2" fuera una aproximacién local de orden n > 2
de esta funciodn, seria

r*logx — ag — a1z — agw® — - — apa™ = o(z™)

cuando z — 0. Esto implicaria que

—ay = h’rr(l)(:v2 logz — ag — a1 — agx?® — - — a,z™) = 0.
xr—>
Por tanto,
r*logx — ayx — agw® — - — apa™ = o(z"),
cuando x — 0y, dividiendo por =,
rlogx —ay — agr — - — apx™ ' = o(z" 7).
cuando x — 0. De aqui se obtendria que
—a; = ll’n})(m logz —ay — agr — -+ — apx™ ') = 0.
Tr—>
Como consecuencia,
1 n—1 __ n—1
zlogr —agr — -+ — aa" " = o(x"7)
cuando x — 0y, volviendo a dividir por z,
logx —ag — -+ — apa"™ 2 = o(z"?).
Pero esto implicaria que
—0 = lim(logx —ay — -+ — a,a"?) = 0,

z—0

lo que, por supuesto, es una contradiccion.

5.2. Calculo indirecto del polinomio de Taylor

Como hemos visto, el cdlculo de un polinomio de Taylor exige el cdlculo de
muchas derivadas sucesivas. En ocasiones, el Teorema de Taylor-Young 6.29 nos
permite obrar a la inversa: podemos calcular de forma indirecta el polinomio de
Taylor y obtener de €l el valor de las derivadas.
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Ejemplos.

(1

(11)

Polinomio de Taylor de f(x) = .

1—x
Para la funcidén que acabamos de plantear, podemos observar que esta fun-
cion tiene derivadas de todos los 6rdenes en 0, y por tanto tiene polinomios
de Taylor de todos los grados. Por otra parte,

1 1_l.n+1_|_xn+1
1—x: 1l—=x
n+1
=l+z4+2”+ - +a"+
1—2x

=1l+ax+2°+ - +2"+o(z")

cuando z — 0. Como f es n veces derivable el Teorema de Taylor-
Young 6.31 nos dice que P(z) = 1+x+ 2%+ - -+ 2" debe ser el polinomio
de Taylor de n-ésimo grado de f centrado en 0. Esto implica claramente que
f™(0) = n! para todo n € N,

Otra forma de obtener el mismo resultado es teniendo en cuenta que

=(1+42)"

_ (‘01> + (zl)ﬁ (‘21>x2 ey (‘nl)xn + ofa")

=1l—a+2°+ - (=1)"2" + o(z")

1+«

cuando z — (. Cambiando x por —z, obtenemos que

1
l1—2x

=1+z+2°+ 2" +o(z").

cuando z — 0.

Polinomio de Taylor de f(z) = log(1 + z?).

Segun un ejemplo anterior, el polinomio de Taylor centrado en 0 de la fun-
cién log(1 + x) es x — 2?/2 + - - - + (—1)"*1a" /n. Por tanto,
2

x x"
log(l+x) =2 — -t (—1)”+1W + o(z")

cuando x — 0. Pero entonces, sustituyendo z por 22, obtenemos

2n
log(1 + %) = 2* — % +o (—1)”“% + o(z*")



(111)

(Iv)

cuando z — 0. Teniendo en cuenta que f tiene derivadas de todos los 6r-
denes en 0, el Teorema de Taylor-Young 6.31 nos dice que el polinomio de
Taylor de grado 2n de f es

4 IZn

T
Pn _ 2__++ _1n+1_.
90,0, (T) = T 5 (=1) -

Obsérvese que este es también el de grado 2n + 1.

Polinomio de Taylor de f(z) = e* + /1 + z.

Sabemos que
2 3 "

v _ Ly n
e_1+x+2+6+ +n!+0(x),

itz = (1+2)
_ <1(/)2> N (1{2>x+ (1é2>x2 N (1:/))2)x3

+--~+(1/2)+o(x")

n
r 2 2P 1/2
:1 —_— — —_— o .. n n
+3 8+16+ —l—(n)x + o(z™)
cuando = — 0. En consecuencia,
2 28 z"
ex+\/1+x=(1+x+7+g+---+g+o(az")>

A 1/2
1+ L n n>
+<+2 sttt +(n>:1:—|—0(:v)
11 1 1/2
=2+§x+§x2+—x3+---+(—+(/))x”Jro(x")
n

n!
cuando x — 0. El Teorema de Taylor-Young 6.31 nos da entonces que el
polinomio de Taylor buscado es

33 11 1 1/2
P, =24+ = By or Tl o ST _ n,
o.r(2) +2x+8a: +48x + +(n!+(n>)x

Polinomio de Taylor de quinto grado de f(z) = senzlog(1 + z).

Sabemos que
3 0 .
senxzx—g—km—ko(x),
D T
log(l+a) =z — =+ 2 _ 2 4T 4 o
og(l+z)==x 2+3 4+5+0(x)
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cuando z — (. Multiplicando ambas expresiones, obtenemos que

senzlog(l + z) = (x % + 11;—20 + 0(:1:5))
< 2+x3 :c4+a:5+(5)
X —_— —— —_— — — R
Ty Ty Ty Ty Tow
_( :c3+x5>< x2+x3 x4+x5)
T T/ T T T T
3 b 5
+<$—E+TO>O(£L‘)
3

11 3 11 0 210

+(_6+_7__8__+_)+ 5
7% t 507 " 360° 180 tgo0) O
3 4 5

_ 2 T T 5

=z 2+6 6+0(x)

cuando z — 0. Conclusién: el polinomio de Taylor buscado es P(x) =
22 — 2%/2 + 2*/6 — 27 /6. Obsérvese que en la practica la mayor parte de
las operaciones realizadas aqui no son necesarias, ya que solo hace falta
calcular los monomios de grado menor o igual que 5.

(V) Polinomio de Taylor de quinto grado de f(x) = e*"~.

Ya vimos en el ejemplo (11) como obtener el polinomio de Taylor de una
funcién que se obtiene a partir de otra funcién cuyo polinomio de Taylor ya
conocemos, componiendo con una funcién tipo z¥. Cuando se compone con
una funcidn que no es de este tipo, pero que tiende a 0 en el 0, los célculos
son mds complicados, pero el Teorema de Taylor-Young 6.31 nos permite
también llegar a buen puerto.

Tomando el polinomio de Taylor de quinto grado de la exponencial, obte-
nemos que
2?2 23 2t 2 5
T=ltr+t o+

‘ gt e g W)
cuando z — 0. Ahora bien, senz — 0 cuando x — 0, asi que podemos
escribir

2 3 5

enx+senaj sen4a:+senx+( 5 2)
o(sen’
2 6 24 120

S
" =1+senx +
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cuando z — 0.

Ahora bien, si se tiene p(x) = o(sen® z) cuando x — 0, esto quiere de-
cir que lim,_,¢ p(z)/sen’ z = 0, y, mediante una equivalencia, vemos que
lim, ¢ p(z)/2° = 0, 0 sea, p(x) = o(x®), asi que podemos escribir la
igualdad o(sen® z) = o(z”) cuando z — 0. (En general, si dos funciones &
y 1 son equivalentes cuando x — 0, podemos escribir o(¢(z)) = o(¢(z)).)

Teniendo en cuenta esto, y que
o B

L 5
SeNT =&~ +120—|-0(:E)
cuando z — 0, se obtiene sustituyendo que
3 x® 1 3 x° 2
senz _ <__ el 5) _< _ = - 5)
e + (z 6+120+(x)~|—2a: 6+120+0(z)
1 3 b s\ 1 3 s\ 4
S G RECCR) I { ot i o R C)
1 R 5\ ° 5
+§O< —E+1—20—|—0(ﬂf)> +0(3§)
x> af 1 x?
L (e s te) - o)
+ (z 6+120+0(:)3)~|—235 3~|—0(x)
1 5 1
+ 6(353 - % + 0(:B5)> + ﬂ(fl + o(z"))
1
+ H(xg’ +0(z")) + o(z)
z?2 2
:1 _____ 5 5
T+ g =% + o(x”)
cuando z — 0. Esto indica que el polinomio buscado es
2?2 2t 2
P, =l+z+——-=—-= °,
sos(@) =1+e+ 5 -5 -3

COos T

(V1) Polinomio de Taylor de quinto grado de f(x) = e

La estrategia anterior realizando una sustitucion no es vdlida directamente
en este caso, ya que cos z no tiende a 0, sino a 1, cuando + — 0. En esta
ocasion, basta escribir

f(:c) _ 61+(coszfl) =e- ecosxfli

Obsérvese que cosx — 1 — 0 cuando x — 1, asi que podremos ahora poner
cosx 1 2 1 3
e =e<1+(cos:c—1)+§(cosx—1) +6(cosa:—1)

1 1
+ ﬂ(cosx —1)*+ Eo(cosm —1)° + o((cos z — 1)5)>
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(V1)

Por otra parte, sabemos que cosz — 1 ~ —x?/2, cuando x — 0, lo que nos
indica que o((cosx — 1)%) = o(x'%) = o(x°) cuando z — 0. Teniendo en
cuenta esto, y que

2 2t

1= 4 5
CoS T 2—1—24—1—0(3:)

cuando x — 0, podemos sustituir, para obtener que

2 LC4 1 2 4

T T T 2

cosT __ 1 (__ ll 5) _(__ i 5)

e e<+ 2—|—24+0(a:) +5 + — + o(x”)
2 4

1/ o @ 5\ 1 ¢ 50\ 4
+6<—2—|—24—|—0(x)> +24<— + —|—0(x)>
2 4

+ %() (—% + ;—4 + 0(.2135)>5 + 0(x5)>
(10 (5 5 o) 3 ()

+o(z°) + o(2°) + o(z®) + 0(:65))

=e— gm’Z + §x4 + o(z°)

cuando x — 0. Por tanto, el polinomio buscado es

Psor(x) =e— sz + gx4.

_1
1+x2°

Polinomio de Taylor de f(x) =

Una estrategia similar a la de (I1) nos daria este polinomio sin mas que sus-
tituir  por —22 en el polinomio de Taylor de segundo grado de la funcién
1/(1 — x). En efecto, como

1
1—2x

=l+z4+2”+ - +a" +o(z"),

resulta que

1
1+ 22

=1- Z‘z + x4 4o+ <_1)nx2n + 0(;62”).
con lo que el polinomio de Taylor buscado, cuando el grado es par, es igual a
Py og(x) =1— 2t (_1)711,271‘
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(VIII)

Obsérvese también que Py;,11,0,7(x) = Pop o, r(T).

Otra estrategia, un poco mds larga en este caso, podria tener en cuenta que
la derivada de log(1 + 2?) es 22/(1 + %). Vemos cémo desarrollar esto.

Sabemos que el polinomio de Taylor de grado 2n + 2 de log(1 + z?) es
$4 2n+2

x2—7+---+(—1)”$

n+1

Sea p(x) el polinomio de Taylor de grado 2n + 1 de 2z/(1 + x?), y sea q(z)
otro polinomio de grado 2n + 2 tal que ¢(0) = 0y ¢'(z) = p(z). La regla
de L’Hopital nos dice que

log(1+2?) —q(z) . 2x/(1+2?) — p(x)

Iim = lim = 0.
x—0 $2n+2 z—0 <2n + 2)x2n+1

Esto nos indica que ¢(z) es una aproximacion polinémica local de orden
2n + 2 de log(1 + 2) en 0. Pero, por la unicidad de esta, debera ser

IA x2n+2
q(z) =2 = 4+ (=1

Y como p(z) = ¢'(x), tendremos
p(z) =20 — 22 + -+ (—=1)"22*"

asi que

=2z —22° + - + (—1)"22"" !+ o(2* )

cuando z — 0. Dividiendo por 2z,

(x2n+1)

1
=1-2"+ -+ (-1)"2* +
1+ 2?2 v (=1 x
=1—a2*+- + (=1)"2*" + o(z®").
(¢ Por qué?) Asi que el polinomio buscado es

PQn,O,f(x) =1- 12 4+ (_1)711,271‘

Polinomio de Taylor de f(z) = arctan z.

Teniendo en cuenta que la derivada de la arco tangente es 1/(1 + x?), si-
guiendo la segunda estrategia del ejemplo anterior, vemos que, como el po-
linomio de Taylor de grado 2n de esta ultima funcién es

1—a2®+ -+ (=1)"2™,
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(IX)

(X)

el de la arcotangente de grado 2n + 1 debe tener a este como derivada vy,
ademads, su primer coeficiente debe ser arctan 0 = 0. En consecuencia, el
polinomio de grado 2n + 1 buscado es

]3'3 x2n+1

Pyi10(x) =2 — 5 o (=)

Polinomio de Taylor de f(z) = arcsen z.

La derivada de f es f'(z) = 1/v/1 — 22 = (1 — 2?)~"/2. Sabemos que el
polinomio de Taylor de grado n de (1 4 z)~ /% es

() () (1 ()

Por tanto, el polinomio de Taylor de grado 2n de f'(z) = (1 — 2%)7Y/2 serd

() ( (e ()

Esto quiere decir, teniendo en cuenta que f(0) = 0, que el polinomio de
Taylor de gradon + 1 de f es

Poniros () = (_é/ 2>x _ %(‘11/ 2) o+ é(_;/ 2) 2+

4oy ! (—1/2>$%+1

2n +1 n
23, 1 [-1/)2
_ - - _1TL 27L+1'
gt oot )2n+1<n)x

Polinomio de f(x) = e® centrado en 1.

Esta técnica se puede utilizar también para hallar polinomios de Taylor cen-
trados en puntos distintos de 0 una vez que conocemos el polinomio centra-
do en 0. En este ejemplo concreto, sabemos que

2 "

T
ewzl—i—x—i-?—i—-”—i-m—l—o(x”)

cuando x — 0. Tenemos que x+ — 1 — 0 cuando x — 1, asi que

(-1, @=1

x—1
=1+ —1)+ R
¢ (@ ) 2 n!

+ o((:v — 1)”)
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cuando z — 1. De esta manera,

=e+e(x—1)+§(x—1)2+-~+ (z—1)"+o((z = 1)")
cuando z — 1. Se concluye que

Pois(z) =e+elz—1)+ g(x 124 (= 1)

(X1) Polinomio de f(x) = log(1 + x) centrado en e.

En la misma linea del ejemplo anterior, obtenemos ahora el polinomio de
Taylor centrado en e, a partir del centrado en 0. Sabemos que

x?  ad

log(1 + ) :x—§+§—“'+(—1)”+1%n+o(x") 2)

cuando = — 0. Escribamos nuestra funcion de otra manera.

log(1+ ) =log(l+e+ (z—e)) = 10g<(1 +e)<1 * fﬁ_—:))

r—e
— log(1 ] (1 )
og(l +e) + log +1+e

Por otra parte, (x — ¢)/(e + 1) — 0 cuando x — e, asi que, sustituyendo
en (2), obtenemos

e -t (59 M (5
— e (=) S < )n o((z—e)")
= log(1 +e) + ( e) — (1_1{_6) (z —e)?
o (=) (141_6) (z—e)"+o((z—e)")
cuando z — e. Por tanto,
1 1 ,
P, cr(x) =log(l+e) + 1+€(x—e)—2<1+6) (x —e)
o (=) (116) (x—e)
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5.3. Aplicacion al calculo de limites

El Teorema de Taylor-Young 6.29 nos permite en muchos casos resolver in-
determinaciones del tipo 0/0 en el célculo de limites. Esto nos proporciona un
procedimiento que en algunos casos sustituye con ventaja a la aplicacion repetida
de la Regla de L'Hopital 6.24. La idea es que esta técnica nos permite convertir
una expresion muy complicada en algo que bdsicamente es un cociente de polino-
mios.

Ejemplos.
_ (senz —x)? — oa®
= lim
x—0 J]S

Por el Teorema de Taylor-Young 6.31, se deduce que

x3 N 20 +o(z)
seny =r — — + — +o(x
6 120
cuando x — 0. Por lo tanto,
3 5
senx —x = —% + %O + o(z°)
cuando z — 0. Elevando al cuadrado, es facil comprobar que
3 5 2
(senz —x)? = <—% + 1:670 + 0(3:5)>
23 P \2 o B
_ (T 2(__ _) 5 512
( 6+120> 27 T )o@ Tl
% o g 3 b
_ (- 2(7_ _>3 5 10
<36 36O+0(:17)>+ 6+120 x’o(x°) + o(z™”)
2 2
=36~ 360 + o(2%) 4 o(2®) + o(2®)
% 28 g
= % - % + O(ZL‘ )
cuando x — 0. Entonces
(senx — x)? — g=a® _ 1 oa¥)
a8 360 a8
cuando x — 0. Finalmente,
2 _ 1.6
— — & 1
im (senx — )% — 5w _
z—0 a8 360

Obsérvese que este limite puede también ser calculado mediante la aplica-
cion (jsiete veces!) de la Regla de L"Hopital 6.24.
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arctanx — senx

s |im
z—0 tan r — arcsen

Debido al Teorema de Taylor-Young 6.31, cuando z — 0 podemos escribir

arctanx — senx

tanz — arcsenw
cos z(arctan x — sen x)

senxr — Cosx arcsenx

:(1—ﬁ ) ((z = & + o(a?)) — (z — & + o(z%)))

(z—2 +0x3 )) = (1= % +o(23)) (z + £ + o(2?))
_ (1- 7 + o(z%)) (—%3 + o(z?))

(z— %3 +o(2%)) — (z — & + o(2%))
B —2 4 o(2?)
2 qo(a3)

En conclusién, si dividimos numerador y denominador por z* y pasamos al
limite,

a3 3
lim arctanx—senx:ﬁm —% +o(z°) lfm 6 2% _ 4
r0tanx —arcsenx  @-0 2 4 o(z3) @

5.4. Extremos relativos

Una condicion suficiente para la existencia de un extremo

El Lema de Fermat 6.9 nos da una condicién necesaria para que un punto
interior de un intervalo sea un extremo relativo de una funcién derivable: tal punto
tiene que anular la derivada. Como se vio, esto no es una condicion suficiente:
existen puntos criticos que no son ni maximos ni minimos relativos. El Teorema de
Taylor-Young 6.29 nos proporciona un criterio que nos ayuda a distinguir cuando
se da una situacién u otra.

Teorema 6.34. Sea f una funcion derivable n — 1 veces derivable (n = 2) en un
intervalo abierto I. Sea a € I y supongamos que existe "™ (a) # 0y ademds

flla) = f"(a) == f"V(a) = 0.
Entonces,
(1) Sinespary f™(a) > 0, entonces a es un minimo relativo estricto.

(11) Sin espary f™ (a) < 0, entonces a es un mdximo relativo estricto.
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(111) Si n es impar, entonces f no tiene un extremo relativo en a.

Demostracion. Obsérvese que, como f'(a) = f"(a) = --- = f™ V() = 0
entonces
f"(a)

Poas(e) = fla) + 2w — o).

Por el Teorema de Taylor-Young 6.29, tenemos que

0 = lim f(@) = Poay(r)

T—a (:E — CL)"

o f@) = o) = E e — o)
z—a (33 — a)”
i 10— @) @)
z—a (T —a)" n!
es decir,
@) = f) )
z—a (T —a)" n!

Como f(™(a) # 0, esto implica que, para algiin 6 > 0, se cumple que para todo
xelcon0 < |z —al<dsetiene

= sgn Ta = sgn f((a).
Se pueden dar entonces tres casos:
(1) Sinespary f™(a) >0, paralosz € I con0 < |z — a| < 6, se tendrd
sen(f(x) — f(a)) = sgn £ (a) > 0.

Luego para todo x € I con 0 < |z — a| < 4, tiene que ser f(x) > f(a),y
asi f tiene en @ un minimo relativo estricto.

(1) Sinespary f(™(a) < 0, el mismo argumento nos muestra que f tiene en a
un méximo relativo estricto.

(111) Si n es impar, entonces (z — a)" < 0 si & < a, mientras que (z —a)" > 0
si x > a. Luego f(x) — f(a) tiene un signosix € I n (a — J,a) y el signo
contrario si x € I N (a,a + 0). Por tanto, f no tiene un extremo relativo
en a. [l
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Ejemplos.
M f(x) = 1+x+§+%3—eﬂ”.
Como f'(z) =1+x+ 952—2 — e, el 0 es un punto critico de f. Tenemos qué

ver si es un maximo relativo o un minimo relativo, o si no es ninguna de las
dos cosas. Para ello, calculamos algunas derivadas adicionales:

f"(x) =1+z—¢€",

f///(x) — 1 _ 63?7

Y(z) = —e”.
Obtenemos asi que f”(0) = f”(0) = 0, mientras que f¥(0) = —1 < 0.
En consecuencia, el Teorema 6.34 nos dice que f tiene en 0 un maximo
relativo.

(1) f(z)=x— %2 + % —log(1 + x).
La derivada es
1 x3

l+2z 142

fllx)=1—z+2°—

con lo que el tnico punto critico de f es x = 0. Si calculamos alguna
derivada mas, obtenemos

" 1
f(z) = —1+2x+—<1+x)2,
" _ 9 2
f (.I') =2 (1 + 13)3’
iv - 6
f (l’) - (1 +LU)4’

y observamos que f”(0) = f”(0) = 0, mientras que f(0) = 6 > 0. Por
tanto, f tiene en 0 un minimo relativo.

(i) f(x) =senz —z + %.

Como f'(z) = cosx — 1 + %2, el 0 es un punto critico de f. Ademas,

f"(x) = —senx + ,
f"(x) = —cosx + 1,
fY(x) = senuz,
fY(z) = cosx

De aqui obtenemos que f”(0) = f”(0) = f¥(z) =0y f*(0) = 1 # 0. En
consecuencia, 0 no es un extremo relativo de esta funcion.
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3 1
risen -, = #0,

av) f(z) = {0 0.

La derivada de esta funcion es

() = 3z%seni —wcosi, z#0,
0, xz =0.

Obviamente, 0 es un punto critico de f. Sin embargo, no es dificil ver que
f no tiene segunda derivada en 0. En efecto, el cociente incremental en 0

de [’ es
! /
—f (z) = /'(0) = 3xsenl — Cos 1,
x—0 T x
que no tiene limite en 0. Se sigue por tanto que el resultado anterior no
es aplicable en este caso. Observando directamente el signo de la funcidn,
podemos sin embargo deducir que esta funcidn no tiene un extremo relativo

en 0.

e_l/IQ, x # 0,

V) f(z) = {0 B~

El dnico punto critico de f es z = 0. En efecto, en los puntos = # 0, la

derivada es 5
’ _ —1/x2
xr) = —e€
fw) = 5
que no se anula en ningin x # 0. Por otra parte, f es continua, y haciendo
el cambio de variable u = 1/z, obtenemos

)

2
lim f'(z) = lim —e
z—0+ ) z—0+ 23 u—cwo ev
asi que f’(0+) = 0. De forma anéloga, se puede probar que f'(0—) = 0,
asi que f'(0) = 0.
Es evidente que 0 es un minimo estricto de f, ya que f(x) > 0si x # 0.
No obstante, si para averiguar esto intentamos en cambio utilizar el teore-

ma 6.34, no obtendremos ningtn resultado, ya que f™(0) = 0 para to-
don e N.

Para ver esto, primero probaremos por induccién lo siguiente:

Para todo n € N, existe un polinomio P,(x) tal que para todo
z #0,es f)(x) = P,(1/x)e %", Ademds, f(M(0) = 0y f
es continua en 0.
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En efecto, para n = 1, ya lo hemos probado en parte. Falta solo la trivial
observacion de que f’ es continua en 0, ya que f'(0) = lim,_,¢ f(x).

Supongamos que la proposicion es cierta para n. Entonces, serd f(™(z) =
P,(1/z)e~"/** para algiin polinomio P,(z), si z # 0. Por tanto,

f(n+1)(l’) _ _iQPT/L <l)e—1/m2 + Pn <l> %6—1/12
xXr xXr xr/ X

(R (5) = Pi(5))e
x3 x x2 "\x ’

asi que basta definir P, ;1 (z) = 223 P, (x)—2?P'(x) para que la proposicién
se cumpla también en el caso n + 1.

Como f™ es continua en 0, su derivada f™*1)(0) la podemos hallar pasan-
do al limite. Haciendo el cambio de variable u = 1/z, obtenemos que

1 P,
lim ™ (z) = lim Pnﬂ(—)e—l/x? _ gm0
z—0+ z—0+ X u—on el
Anglogamente se prueba que lim, o f™*1(z) = 0. Asi se tiene que

lim,_,o f™*+Y(x) = 0. También observamos que f*!) es continua en 0.

6. El Teorema de Taylor

6.1. Formula de Taylor con resto

.Qué es el residuo?

Una idea fundamental cuando se estudia el polinomio de Taylor de una fun-
cion es que esta puede ser aproximada por dicho polinomio. Naturalmente, es
importante saber qué error se ha cometido cuando se realiza esta aproximacion.
Este queda reflejado en el siguiente concepto:

Definicién 6.35. Sean [ un intervalo, f una funcién definidaen I y ¢ € 1. Supon-
gamos que f es n — 1 veces derivable en I y que existe £ (c). Llamamos residuo
de Taylor o resto de Taylor de f de grado n centrado en c a la expresion

Rn,c:f(*r) = f(l’) - Pn,c,f(x)'

El Teorema de Taylor

El Teorema de Taylor-Young 6.31 hace un estudio cualitativo del comporta-
miento del residuo de Taylor: nos dice como tiende a 0 a medida que nos acerca-
mos al centro del polinomio. Sin embargo, nada nos dice acerca del valor que toma
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este residuo en un punto determinado. El Teorema de Taylor 6.36, en cambio, nos
da una informacidn cuantitativa, mas precisa, pero a cambio de unas hipétesis algo
mads fuertes. Este teorema tiene varias versiones, de las cuales vamos a presentar
dos. Més adelante, al estudiar la integral de Riemann, se vera una tercera.

Teorema 6.36 (de Taylor). Sea f una funcion con derivada n-esima continua en
un intervalo I y n + 1 veces derivable en 1\{c}, donde c € 1. Entonces,

(1) (Residuo de Cauchy) Para todo x € I\{c} existe un punto 0 interior al
intervalo de extremos c y z, tal que

f006)

Rnycmf (l’) = n'

(x—0)"(x—c)
(11) (Residuo de Lagrange) Para todo x € I\{c} existe un punto 0 interior al
intervalo de extremos c y x, tal que
f(n+1)<9)

Ry f(z) = m(m — )",

Demostracion. Fijemos x € I,y definamos h: I — R por h(t) = P, ¢(z), es
decir,
f(®)

h(t) = f(t) + (x = ) f'(8) + (2 = 1)~

LS00
+ oo+ (z—1) =1 + (x —1t)
Obsérvese en primer lugar que h(z) = f(x) y que h(c) = P, s(x). En conse-
cuencia, podemos escribir R,, . ¢(x) = h(x) — h(c).
Enfaticemos que la variable de esta funcion es ¢, y que debemos considerar x
como una constante. Segun las hipétesis, h es continua en / y derivable en I\{c}.

Ademds, para cada t € I\{c},

WO = 1O+ (10 + = 05'0) + (~e =00 + @ - Y)
e

Ahora estamos preparados para demostrar las férmulas de Cauchy y Lagrange.
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(1) Por el Teorema del Valor Medio 6.13, existe un valor 6 comprendido entre
y c tal que

Ry c¢(x) =h(x) —h(c) = b (0)(x —c) = ——=(x — 0)"(z — ¢).

(11) Consideremos la funcién g(t) = (z — t)"*!. Obsérvese que g(z) = 0y

g(c) = (z — ¢)"*1. Por tanto, g(x) — g(c) = —(x — ¢)"*1. Por el Teorema
del Valor Medio Generalizado 6.23, existe un # comprendido entre x y c tal
que

Rpef(x) _ h(z)—h(c) _H(0)
(x ="t g(z) —g(c) g'(0)

es decir,

Observaciones.

» Para el caso n = 0, ambas versiones nos dan el Teorema del Valor Me-
dio 6.13.

= Hay que hacer observar que el Residuo de Cauchy ha quedado hoy dia re-
ducido a una curiosidad histdrica. El Residuo de Lagrange y el Integral (que
se vera mas adelante), en cambio, se utilizan habitualmente.

Ejemplos.

1

mwnﬂ para algin 6 entre 0

1
(D m=1+x+x2+x3+--~+aﬁ”+
y .

Sea f(z) = 1/(1 — z). Ya sabemos que el polinomio de Taylor de grado
nesl+ax+a?+ -+ 2" Podemos probar por induccién que f™(z) =
n!/(1 — z)"1. Asf que, para cierto @ situado entre 0y x,

FO0)

Fnos(x) = (n+1)!
_ (- 1 ntl
- G F )
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2 ZL’3 " 69

xr
am e =1l4+z+—=+=—=+-+—+ 2" para algiin 6 entre 0 y .

2 6 n! (n+1)!
Definamos f(z) = e®. Claramente, f(™ (x) = e®. Por tanto,
f(n+1)(9) 1 e’
Rn _J N\ n+l _ n+1
os(®) =t (n+ 0"
donde 6 es un nimero real entre 0 y x.
T, R 2 !
1) log(142) = 23— — 4 — — oo (= 1) (—1)"
() log(1+x) = == Tp b (= 1) >(n+1)(1+0)"+1

para algtin 6 entre 0 y x.
Sea ahora f(z) = log(1 + z) para x > —1. Tenemos que
—1)!
™ () = (_pyri i =D
1) = ()

En consecuencia,

f(n+1) 0 -
R = Gy

_ Dm0t Ly
a (n+1)!
(n+1)(1+0)"+!

n+1

— (-1

ala—1) , a a gl
14+2)* =1 bk Sl % ST n s
(1v) (1+x) ozt ———1"+ +<n)x +<n+1) 05 gyt

para algin f entre O y x, si x > —1.
Si definimos ahora f(z) = (1 + x)“, se puede probar que
ala=1)---(a—n+1)

F@) = (1+ )

El residuo sera, asi,
FON0)
(n+ 1!

ala—1)--(a=n)
(n+ 11 4 G)n—att

Qa :L,nJrl
N (n + 1) (14 @)n—att
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3 5 7

T x x
\Y4 - —1)"
(V) senx = x 6+120 5040+ +(—1)

para algin f entre 0 y .

2n+1 coS 0

(2n + 3)!

2n+3

(2n + 1)!+(_1)n+1

Definiendo f(x) = sen x, como f?"*1(z) = (—1)" cos x, obtenemos que

f(2n+3)(0> 2n+3 __
(2n + 3)! B

cos
(2n + 3)!

2n+3

(1t

R2n+2,0,f(l’) =

(Obsérvese que hemos utilizado que, en este caso, los polinomios de Taylor
de grados 2n + 1y 2n + 2 coinciden.)

2 1,4 ZL’6 x2n

0
(VD) Cosxz1——+————|—-~+(—1)"(2n)' cos

(2n +2)!

2n+2

-1 n+1
2 24 720 +(=1)

para algin f entre O y x, siz > —1.

6.2. Aplicacion al calculo numérico

El Teorema de Taylor resulta ttil para dar estimaciones del resultado de algu-
nas operaciones.

Ejemplos.
(1) Aproximacion de /1, 3.

Consideramos la funcién f(z) = (1 + x)'/3. Tenemos que

f(x) = Poos(x) + Rop p(2)

- <1é3) i (1{3):6 * (1é3) v* + Ra,4(2)

x T
1+ TR
+ 3 9 + 270»f ('T)7

donde, segtin el Teorema de Taylor,
_ f"(0) 3 9 —-8/3.3
Roo f(x) = Ta: = ﬁ(l +60)"x

para algun # entre O y x. En el caso particular en que = = 0,3, obtenemos co-
mo aproximacién de f(0,3) = /1,3 el nimero P f(0,3) = 1,09. Como
0 > 0,serd (1+0) —8/3 <~ 1, de donde el error cometido es como mucho

5,3\3 1
Rop(0,3) < —=(—) = — <0,5x 1072
0. 81\10 600

Por tanto, el calculo realizado es correcto hasta el segundo decimal.
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(I1) Aproximar e con un error menor que 10~°.

Consideramos la funcién f(z) = e*. Entonces,

f(x) = Poos(z) + Rn,O,f(x)

CL’2 ZES n

xXr
:1+$+?+E+"‘+H+Rn’0,f<x),
donde
f(n+1)(6) e?
Rn — n — n
o) = T T o

para algin 6 situado entre 0 y z. En particular, para x = 1, una aproximacion
de e serd

1 1 1
Poof(D)=1414=4>+ -+ —,

y el error cometido serd, para un cierto # entre 0 y 1,

Rung()] = —— <
PO i ) T (n+ 1)
Observamos que 9! = 362880 > 3 x 10°, de manera que para n = 8

obtenemos que el error cometido es menor que 10~°. Para este valor de n,
obtenemos la aproximacion

1 1 1
L1ttt — ~ 27182
+ +2+6+ +8! , 71828,

con un error cometido menor que 10~° (que es menor que 0,5 1074, asf que
el resultado anterior es correcto hasta el cuarto decimal).
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6.3.

Aplicacion a la demostracion de desigualdades

El Teorema de Taylor se puede utilizar también para establecer determinadas
desigualdades.

Ejemplos.

@

(1)

1- %x2 < cos z. La igualdad se cumple solo para x = 0.

Esta claro que se tiene la igualdad para x = 0. Veamos que en los demds
puntos se tiene una desigualdad estricta.

Si |x| > 7, entonces 1 —2%/2 < 1—-9/2 = —7/2 < cos z. En conclusién, la
desigualdad estricta se cumple cualquiera que sea x # 0. Por tanto, bastara
establecer la desigualdad para x € [—7,0) U (0, 7).

Tomemos la funcién f(x) = cos z. Entonces tenemos
cost = Py f(2) + Rop ()

2
T
=1-— + R2707f(.77),

2
donde f”’(Q) o
B 3 senf 4
Roo r(x) = 3 r° = g x

para cierto f entre 0 y . Si 0 < x < 7, entonces 0 < # < 7. Como
tanto sen # como x® son positivos, se sigue que Rog s(z) > 0. Si —7 <
x < 0, entonces —1 < # < 0. Como en este caso tanto sen § como x> son
negativos, se obtiene nuevamente que R f(x) > 0. Por consiguiente, se
obtiene que

2 2
COSQT:]_—:E_"‘RQOJ“(I')>]_—$—
2 ” 2
si x| <7, x#0.
Para todon € Ny todo x > 0,
22 220 22 L2+
— b T <log(l4 ) <T—— 4+ .
T o “losllta) <o 2n + 1

Obsérvese que lo que estamos intentando probar en este caso es que, si
f(z) = log(1 + x), entonces, para todo = > 0,

Pono,p(7) < f(z) < Papyr0,6().

Sabemos que, cualquiera que sea k € N,
f(x) = Pros(x) + Ryo,5(x),
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donde

$k+1

(k+1)(1+ O)F+

f(k;+1)<9)

Gyt~

Ryo.5(7) =

para un cierto # entre 0 y x. Como z, y por tanto 6, son positivos, este
residuo serd positivo para k par, y negativo para k impar. Por tanto,

f(2) = Pono,f(x) + Ropof(x) > Popo (),
f(x) = Paps10,6(2) + Rong1,05(x) < Pany10,¢(2),

que es lo que desedbamos probar.

7. Convexidad y concavidad. Representacion de fun-
ciones

7.1. Convexidad y concavidad

Funciones convexas y concavas
Definicion 6.37. Sean [ unintervaloy f: I — R.

(1) Se dice que f es convexa si cualesquiera que sean a,be [y 0 < A < 1 se
tiene

fAa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1 —N)f(b).

(11) Se dice que [ es cdncava si cualesquiera que sean a,be I y0 < A < 1 se
tiene

fAa+ (1 =X)b) = Af(a) + (1 — N)f(b).
Observaciones.

= Una funcién f es concava si, y solo si, — f es convexa. En consecuencia, so-
lo estudiaremos los resultados que vienen a continuacion para las funciones
convexas. Los resultados paralelos para funciones concavas se obtienen de
manera similar.

= La idea geométrica de una funcién convexa es que, cualesquiera que sean

los puntos a < b, la grifica de la funcién entre x = a y x = b estd por
debajo del segmento que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).
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Otras formas de definir la convexidad
A continuacion damos varias caracterizaciones de las funciones convexas.

Proposicion 6.38. Sean I un intervaloy f: I — R. Son equivalentes:
(1) f es convexa.

(1I1) Cualesquiera que sean a,b,x € I con a < x < b, se tiene

(Es decir, la grdfica de f estd por debajo de la cuerda que pasa por los

puntos (a, f(a)) y (b, f(0)).)
(1m1) Cualesquiera que sean a,b,x € I con a < x < b, se tiene

flz) = J(a) _ f(b) = fla)

r—a b—a

(1v) Cualesquiera que sean a,b,x € I con a < x < b, se tiene

f(b) = fla) _ flz) = f(b)
rz—b

(Obsérvese que lo que afirman (111) y (1V) conjuntamente es que la pendiente de
la cuerda que une (a, f(a)) con (x, f(x)) va creciendo a medida que crece x.)

Demostracion. Las proposiciones (11) y (I11) son claramente equivalentes. La pro-
posicion (1V) también es equivalente a (1I), si tenemos en cuenta que

ya que



Para probar que (1) implica (11), basta hacer A = (b — x)/(b — a). Se tendrd
entonces

RN =R =1

= f(Aa+ (1 = X)b)

< Mf(@) + (1= Nf ()

= (1= (1= )@ + (1= V()
= f(@) + (1= () ~ f(@)

= J(@) + 7 () - /(@)

- flay + OO, )

Para probar que (11) implica (I), no tenemos mds que hacer la sustitucién x =
Aa + (1 — A)ben (11). En efecto, se obtiene

fQa+ (1 =A)b) = f(x)

< fla) + W(x a)
= 1)+ 1O =D g -

= Af(a) + (1= A)f(b).

Luego f es convexa. [

Continuidad y derivabilidad lateral de las funciones convexas y concavas

Teorema 6.39. Sea f una funcion convexa o concava en un intervalo I. Entonces
si a es un punto interior de I, f es derivable tanto por la derecha como por la
izquierda en a. En consecuencia, f es continua en el interior de 1.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f es convexa. Con-
sideremos la funcién ¢: I\{a} — R dada por

Como f es convexa, (I11) y (1V) de la Proposicién 6.38 nos dicen que la funcién ¢
es creciente. Como se vio en la Proposicion 5.29, esto implica que ¢ tiene limi-
tes por la derecha y por la izquierda en todos los puntos. Ademads, como a es un
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punto de acumulacién bildtero de 7\{a}, por (III) de la misma proposicion, di-
chos limites son finitos. Es decir, existen y son finitos f/'(a+) = lim,_,.+ ¢(x) y
fla=) =lim,_, .- ¢(x).

Como consecuencia de la existencia de derivadas laterales en a, se sigue que
f es continua en a por la derecha y por la izquierda. En conclusién, f es continua
en a. []

Ejemplos.
M f(z) = a2

Esta funcion es convexa en todo su dominio, que es R. Obsérvese que tiene

el comportamiento tipico anunciado por el teorema anterior: es continua en
todos los puntos; de hecho, es derivable en todos los puntos.

) f(z) = |2].

De nuevo tenemos en este caso una funcién convexa en todo R. No obstan-
te, aunque la funcion tiene derivadas por la derecha y por la izquierda en
todos los puntos, podemos observar que en el 0 estas no coinciden, asi que
esta funcidn no es derivable en este punto. Veremos en el siguiente teorema
que esto no puede ocurrir en demasiados puntos del dominio de una fun-
cién convexa. Observemos, sin embargo, que en el 0 esta funcién si que es
continua.

0, ze(0,1),
1, 2=0,1.

Esta tdltima funcién es convexa también. Sin embargo, tiene dos puntos de
discontinuidad (el 0 y el 1), lo que parece contradecir el teorema anterior.
Sin embargo, esto no es asi. Nuestro teorema afirma que existe continuidad
(y derivadas laterales) en los puntos interiores del intervalo de definicion.
Es posible que aparezcan discontinuidades en los extremos del intervalo.

(111) Sea f definida en [0, 1] por f(z) =

Puntos de no derivabilidad de una funcion convexa o concava
Proposicion 6.40. Sea f una funcion convexa en un intervalo I. Entonces

(1) Si a es un punto interior de I, entonces
f'la=) < f'(at).
(1) Sia,be I, a <b, entonces

f(b) — f(a)

fllat) < =—

< f'(b—).
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Demostracion.

(1) Sean x,y € I con x < a < y. Entonces,

f(@) = fla) _ fla) = fz) _ J@@) = Sly) _ JW) = fla)

<
T—a a—2x -y y—a

Fijando y y tomando limite en x, obtenemos que

o) tim L@ =F@) _ ) = fa)

~
r—a~ r —a y—a

Tomando ahora limite en y, llegamos a que

f’(a—) < lim f(y) — f<a>

y—at y—a

= f'(a+).

(11) Sia < x < b, entonces

f@) = fla) _ fO) = fla) _ f() = F)

T—a = b—a = z—b
ror e F) — fla) _ FB) — fla)
, r)— fla — fla

f(a—l—)—zlirg T —a b—a
b (0)— ) _ 1)~ (o)
/ . flx) = fb) _ f(b)— fla

I ):xlirll)l* x—0 > b—a

Se sigue de aqui que
Fla+) < —f(bb__’;(a) < f'(b-). O

Teorema 6.41. Sea f una funcion convexa o concava en un intervalo I. Los pun-
tos de I en que f no es derivable forman un conjunto contable.

Demostracion. Supondremos que f es convexa. Sea D el conjunto de los puntos
interiores de / en que f no es derivable. Sea d € D. Como siempre existen f’(d—)
y f'(d+) y ademds f'(d—) < f'(d+), deberd ser f'(d—) < f'(d+). A cada
d € D, pues, le podemos asociar un intervalo abierto I, = (f'(d—), f'(d+)). Por
otra parte, si e,d € D, e < d, se tiene f'(e+) < f'(d—), asi que I, n [; = &.
Podemos asi elegir, para cada d € D, un nimero racional en el intervalo /;. Como
estos intervalos son disjuntos dos a dos, los racionales elegidos son distintos. Si
D no fuera contable, esto nos llevaria a la existencia de un conjunto no contable
de nimeros racionales, lo que es una contradiccion. O]
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Derivada y convexidad

Teorema 6.42. Sea f una funcion derivable en un intervalo I. Son equivalentes:
(1) f es convexa en 1.
(1) La funcion derivada f' es creciente en I.

(111) La grdfica de f estd por encima de sus tangentes, es decir, si a,x € I,
f(@) = fa) + f'(a)(z — a).

Demostracion. Que (1) implica (11) es consecuencia inmediata de 6.40 (11).

Veamos ahora que (11) implica (111). Si > a, por el Teorema del Valor Me-
dio 6.13, existe un « tal que a < o < x de forma que f(x)— f(a) = f'(a)(z—a).
Teniendo en cuenta que x — a > 0, que o > a y que f’ es creciente, se obtiene
que f(o) = f(a), de donde

f@) = fa) + f(a)(z —a) = f(a) + ['(a)(x — a).

Siz < a, se tiene tambiénun atal que x < @ < a'y f(z) — f(a) = f'(a)(x—a).
Pero ahora f’ sigue siendo creciente, mientras que z — a < 0y o < a, por lo que
f'(a) < f'(a) y, ast,

f(@) = f(a) + f(e)(z —a) = f(a) + f'(a)(z — a).

Veamos por ltimo que (111) implica (1). Sean a, b, x € [ tales que a < x < b.
Por (111), se tiene que

fla) = f(@) + f'(@)a—=),  f(0) = f(x) + [ (z)(x - ),

es decir,
J@) 1@ _ iy < S0 =10
r—a Sz —=b
Por tanto,
f0) = fla) _ f() = f(z)  flz) = fla)
b—a b—a b—a
_ bz fO)-f@) z—a flz) - fla)
b—a b—=x b—a T —a
Sbow f@) = fla) z—a flx)-f(a)
b—a r—a b—a rT—a
_f@) - fa)
Se sigue de 6.38 (111) que f es convexa. ]
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Se puede obtener facilmente un andlogo de lo anterior para funciones cénca-
vas.

Corolario 6.43. Sea f una funcion derivable en un intervalo 1. Son equivalentes:
(1) f es concavaen I.
(11) La funcion derivada ' es decreciente en I.

(111) La grdfica de f estd por debajo de sus tangentes, es decir, si a,x € I,
f(@) < fla) + f'(a)(z — a).

Segunda derivada, convexidad y concavidad

Teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos obtener un facil criterio para
caracterizar la convexidad y convexidad en el caso de funciones derivables dos
veces.

Corolario 6.44. Sea f con derivada continua sobre un intervalo I y dos veces
derivable en el interior de 1. Son equivalentes:

(1) f es convexaen I.
(11) f"(x) = 0 para todo x en el interior de 1.

Corolario 6.45. Sea f con derivada continua sobre un intervalo I y dos veces
derivable en el interior de 1. Son equivalentes:

(1) f esconcavaen I.

(1) f"(x) < 0 para todo x en el interior de I.

¢ Qué es un punto de inflexion?
Un tipo muy importante de puntos cuando se estudia la convexidad, son aque-
llos en que la funcién pasa de ser convexa a ser concava, o viceversa.

Definicion 6.46. Sean [ un intervalo, f: I — R una funcién y sea a un punto
interior de /. Se dice que f tiene en a un punto de inflexion si existe o > 0 tal que
(a—d,a+6)c1ly

(1) obien f es convexaen (a — d,a]y céncavaen [a,a + 0),

(11) o bien es céncava en (a — d,a] y convexa en [a,a + 9).
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Una condicion necesaria para la existencia de puntos de inflexiéon
A continuacién, proporcionamos un criterio que permite delimitar con facili-
dad qué puntos son “sospechosos” de ser puntos de inflexion.

Proposicion 6.47. Sean I un intervalo, f: I — R y a un punto interior de I.
Supongamos que f es derivable en el interior de 1. Entonces, si f tiene un punto
de inflexion en a y existe f"(a), necesariamente es f"(a) = 0.

Demostracion. Por hipétesis existe 6 > 0 tal que f es convexa en (a — d,a]y
céncava en [a,a + §). (Si es al revés, se procede de forma anéloga.) Por tanto, la
funcién f’ es creciente en (a — ¢, a] y decreciente en [a,a + 0), por lo que tiene
en a un maximo relativo. Como f” es derivable en a, en este punto su derivada se
anula, por el Lema de Fermat 6.9. Es decir, f”(a) = 0. O

Ejemplos.

(0 f(z)=2a"n=2.

Calculamos la segunda derivada y obtenemos f”(x) = n(n — 1)z"2, que
se anula solo en z = 0, el cual serd nuestro Unico candidato a punto de
inflexion. Habra que distinguir dos casos, seglin que n sea par o impar.

Si n es impar, entonces f”(x) > 0 paraz € [0,00) y f"(z) < O parax €
(—o0,0], asi que f es convexa en [0, 00) y c6ncava en (—oo, 0]. Concluimos
que en este caso 0 es un punto de inflexion.

Si n es par, se tiene f”(z) = 0 tanto si z € (—o0,0] como si z € [0, 0).
Esto implica que f es convexa en (—o0, 0] y en [0, c0). En consecuencia, 0

no es punto de inflexion. (Lo que si se puede probar, estudiando la primera
derivada, es que es un minimo.)

xiseni. x#£0
11 x) = z’ ’
(m f(z) 0, x = 0.

Esta funcion es dos veces derivable y su segunda derivada es

(1222 —1)sent — 6z cos L, x #0,

fi@) = 0, x = 0.

En consecuencia, 0 anula la segunda derivada f”. Veremos que 0 no es un
punto de inflexion de f, ya que f no es ni convexa ni céncava en ninguin
intervalo ni de la forma (0, §), ni de la forma (-9, 0).

En efecto, en cualquier intervalo de la forma (0, ), § > 0, existen puntos x
en que cos(1/x) = 1y sen(1l/x) = 0. Para estos puntos, se tendrd f”(x) =
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—62 < 0, de forma que f no puede ser convexa en (0, ). También existen
puntos en que cos(1/x) = —1 y sen(1/x) = 0. Para estos otros puntos lo
que se tendrd es que f”(x) = 6z > 0, asi que f tampoco puede ser c6ncava
en (0,9). Lo que hace referencia a los intervalos de la forma (—d,0) se
prueba de forma similar.

22, <0,
(111) f(ﬂf):{ﬁ’ >0

Podemos tener la falsa idea preconcebida de que los conceptos de extremo
(absoluto o relativo) y punto de inflexion son mutuamente excluyentes. La
funcién que estamos considerando tiene claramente un minimo absoluto en
el 0, yaque f(z) = 0 paratodo = € R. Por otro lado, es convexa en (—o0, 0]
y c6ncava en [0, o0), asi que el 0 es ademds un punto de inflexion.

VoA

(av) f(z) = |zl

Una funcién puede tener muchos puntos de inflexién, como le ocurre a esta.
Obsérvese que cualquier punto a € R es punto de inflexion de f.

Una condicion suficiente para la existencia de puntos de inflexion

El siguiente resultado complementa el Teorema 6.34, mostrando que, en el
apartado (111) del mismo, lo que se tiene en realidad es un punto de inflexion.

Proposicion 6.48. Sea [ una funcion derivable n—1 veces (n = 3) en un intervalo
abierto I. Sea a € I y supongamos que existe f(a) # 0y ademds

fl(a) = f"(a) =--- = f"V(a) = 0.
Si n es impar, entonces f tiene en a un punto de inflexion.

Demostracion. La funcién segunda derivada f” es n — 3 veces derivable y tiene
derivada (n — 2)-ésima en a. En lo que va a continuacién, seguiremos la demos-
tracion del Teorema 6.34, aplicada a f” en lugar de f.

Como las primeras derivadas de f” se anulan, el polinomio de Taylor de grado
n — 2 de f” centrado en a es



Por el Teorema de Taylor-Young 6.29, se tiene que

f"(@) = Poga g ()

—1i
0 xl—rg (q: — a)” 2
() - fﬁgkx—aw4
= lim
z—a (x —a)"™
f"(x) f"(a)

= 1, —
v (x —a)»2  (n—2)

0 sea,
D L CON L (0
o (@ —a)? < —o)r

Se deduce que existe un § > 0 tal que f”(z)/(z — a)" 2 tiene signo constante en
(a—d,a+09)\{a}. Por ser n—2 impar, resulta que f”(x) tiene un signo en (a—4, a)
y el contrario en (a,a + 0). Por tanto, se deduce que o bien f es convexa en
(a—0,a)ycéncavaen (a,a+0), o al revés. Es decir, f tiene un punto de inflexién
en a. L

7.2. Representacion de funciones

Grifica de una funcion

Si f es una funcion real de una variable real, su estudio y representacion grafi-
ca puede sistematizarse en los siguientes pasos (de los que han de llevarse a cabo
tan solo los que resultan imprescindibles para responder a las cuestiones que se
traten de resolver, y siempre de la manera mas sencilla posible):

n Determinacion del dominio.

» Simplificacion del estudio. Paridad o imparidad. Periodicidad. Otras sime-
trias. Regiones planas sin puntos de la gréfica.

Recordemos que una funcion f es parsi f(—z) = f(z) para todo z, e impar
si f(—x) = —f(x) para todo z.

» Continuidad y limites en los puntos de discontinuidad.

» Limites en la frontera. Es decir, limites en los puntos de acumulacion del
dominio que no pertenezcan a él.

» Comportamiento en el infinito. Limites en el infinito. Asintotas verticales,
horizontales y oblicuas.
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e Si para algin punto de acumulacién del dominio ¢ € R es
lim, .+ f(z) = +o0 o lim,_,- f(z) = +oo, se dice que la recta
x = a es una asintota vertical de f.

e Si el dominio de f no estd acotado, y para algin b € R es
lim, .o, f(z) = bolim,, o f(x) = b, se dice que larectay = b
es una asintota horizontal de f.

e Si el dominio de f no estd acotado y existen a, b € R tales que

lim (f(x) — (ax + b)) = 0, 0 lim (f(x) — (axz + b)) = 0,

Tr—00 r—00

entonces se dice que la recta y = ax + b es una asintota oblicua de f.
En este caso

a= lim @, b= lim (f(x)— ax).

r—+00 r—+00

(Obsérvese que una asintota horizontal es un caso particular de asin-
tota oblicua, en el que a = 0.)

e Siexiste a € R tal que a = lim, 4 f(z)/x, larecta y = ax se
denomina direccion asintotica de f (ain cuando no exista asintota).
En este caso, si ademds lim,_,.(f(z) — ax) = +o0, se dice que
f tiene una rama parabdlica con direccién asintética y = ax.

Derivabilidad. Célculo de la derivada. Puntos con tangente vertical.

Puntos criticos.

Signo de la derivada. Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos y
absolutos.

Crecimiento de la derivada. Célculo de la segunda derivada. Convexidad y
concavidad. Puntos de inflexion.
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Ejemplos.

WO

T — 2
Viz+1
Dominio. El dominio de esta funcion es todo R.

Continuidad. Esta funcion es continua en todo R, por ser cociente de
funciones continuas, y ser el denominador no nulo en todo R.

Comportamiento en el infinito. Se tiene

1-2
lim f(z) = h’m—/mzl

T—00 r—0 , /1 4+ 1/$2

1-2/x
lim f(r)= lim —F——— =
M, f(w) = i = 1/22

Se deduce que y = 1 e y = —1 son asintotas horizontales de f.

Derivabilidad. Esta funcion es derivable en todo R, por ser cociente
de dos funciones derivables y no anularse nunca el denominador. Su
derivada es

2¢ + 1
fla) = e
A (22 + 1)
Puntos criticos. El tnico punto critico, por tanto, es * = —1/2. Para

este punto tenemos la imagen f(—1/2) = —/5 ~ —2,24.

Signo de la derivada. Obviamente, f'(z) < 0 en (—o0,—1/2)
y f'(x) > 0 en (—1/2,00). En consecuencia, f es estrictamente de-
creciente en (—oo, —1/2] y estrictamente creciente en [—1/2,00). En
consecuencia, —1/2 es el minimo absoluto.

Crecimiento de la derivada. Esta funcion tiene segunda derivada en
todo R. Esta vale

4a* + 3z — 2

(22 +1)5

que se anula tan solo en los puntos i; = (—3 —1/41)/8 ~ —1,18y
iy = (—3 ++/41)/8 ~ 0,43. Es facil ver que f”(x) < Oen (—00,i;) U
(19, 00), mientras que f”(z) > 0 en (i1,142). Se sigue que f es convexa
en [i1,i3] y céncava en (—o0,i;1] y en [ig, c0). Por tanto, i; e is son
puntos de inflexion. Sus imédgenes son

—19 — /41

f//(x) —

f(iy) = ———— ~ —2,06,
Y /114 1 6val
—19 + /41
fliz) = _9Fvd —1.44.

114 — 6+/41
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[ ] f(l’):\g/ﬁ_m

e Dominio. El dominio de f es todo R.
e Continuidad. f es continua en todo R.

e Simplificacion del estudio. f es una funcidn par, asi que su grafica es
simétrica respecto al eje x = 0. Basta estudiarla en [0, c0). Ademds,
esta funcion es siempre negativa.

e Comportamiento en el infinito. Se tiene

lim f(z) = lim (Va2 — Va2 + 1)
, 1
= — Iim = 0.

w=0 /ot + 3/22(22 + 1) + /(2% + 1)2

asi que x = 0 es una asintota horizontal de f.

e Derivabilidad. [ es derivable en todos los puntos salvo quizd en 0. La

derivada es
2 2z

T 3%z 312
Obsérvese que lim,_,q+ f'(x) = o0, lo que nos indica que f no es de-

rivable en 0, y ademads, la grifica de f va a tener una tangente vertical
en 0.

f'(x)

e Puntos criticos. La derivada no se anula en ningin punto.

e Signo de la derivada. Como f'(1) = (2 — +/2)/3 > 0, se sigue que
f'(x) > 0 paratodo x € (0, 0). Por tanto, f es estrictamente creciente
en [0, 00). Como consecuencia, 0 es el minimo absoluto de f. El valor
en este punto es f(0) = —1.

e Crecimiento de la derivada. La segunda derivada es

) = 2, 82 B 2
9Vt 9¢/(22 +1)5  33/(a2 +1)2
o 2y/(@?+ 1)+ 3Vt — 210

9 /x4 (22 4+ 1)° ’

que es negativa si 2 € (0, o0). Por tanto, la funcién es céncava en [0, o0).
No tiene puntos de inflexion.
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(14 )32

Jz

e Dominio. El dominio de f es (0, o0).

= f(z) =

o Simplificacion del estudio. Esta funcién es siempre positiva.
e Continuidad. f es continua en todo su dominio.

e Comportamiento en el infinito. Como lim, o+ f(z) = oo, f tiene la
asintota vertical z = 0. Ademas,

o) (e (o 1y

r 232 z o
y
(14 z)%2% — 232
f(l’) —T= 71/2
322 4+ 3z + 1

o xV2((1 4 )32 + 232)
3+3/x+1/2% o 3
(1+1/x)32+1 2

Por tanto, f tiene la asintota oblicua y = = + 3/2.

e Derivabilidad. [ es derivable en todo su dominio. La derivada es igual a

(14 a) a2 — (1 + 2)¥2 1712 (e -DV1+x
T B 223/2

f'(x) =

e Puntos criticos. Observamos que f tiene un punto critico en z = 1/2.

e Signo de la derivada. f'(x) > 0siz € (1/2,00)y f'(z) < 0 si
x € (0,1/2). Por tanto f es decreciente en (0,1/2] y creciente en
[1/2,00). El punto critico x = 1/2 resulta asi ser un minimo absoluto.
En 1/2 la funcién toma el valor f(1/2) = 34/3 ~ 2,6.

e Crecimiento de la derivada. La segunda derivada es

2
"
S )
f'(z) 425/2:3/1 + x ~

Por tanto, esta funcion es convexa.
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