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Introduccion.

O ¢Razones para utilizar el calculo deductivo?

La principal razén es la dificultad para determinar '|=A por medios semanticos:

o En el caso de la Logica proposicional, hay que explorar un numero
exponencialmente creciente de valoraciones.

Como alternativa se plantea el calculo deductivo: determinar que A se deduce de I
por medios sintacticos: I [—A.

o En lugar de razonar sobre el significado de las formulas (valoraciones), razonar
sobre la forma de las formulas. Construir una argumentaciéon paso a paso,
manipulando los simbolos de las formulas, sabiendo que cada paso es valido.

Existen distintos tipos de calculos deductivos. Nosotros utilizaremos el calculo por
deduccion natural.

El analisis de la correccion de un argumento por medios sintacticos se hace siempre
en un contexto o marco formal, denominado sistema formal.

En un sistema formal los simbolos carecen de significado, y al manipularlos hemos de
ser cuidadosos y no presuponer nada sobre sus propiedades, salvo lo que se
especifique en el sistema
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Introduccion.

O ¢Razones para utilizar el calculo deductivo?

» El calculo logico nos podra decir que esquemas de inferencia son validos y cuales no.

o Ldgica proposicional como sistema de deduccion:

7

o0 Se parte de un conjunto de formulas que se denominan PREMISAS.

o Se utilizan las reglas de inferencia de manera que conduzcan a otros formulas que
se denominan CONCLUSIONES.

o El paso légico de las premisas a la conclusion se denomina DEDUCCION 6
DERIVACION.

o La conclusién que se obtiene se dice que es una CONSECUENCIA LOGICA de las
premisas si cada paso que se da para llegar a la conclusién esta permitido por
una regla.
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Sistemas Formales.

O Sistema Formal. Un sistema formal de demostracion consta de:

 Un lenguaje formal en el que se enuncia la teoria L(T) (alfabeto y reglas sintacticas
de formacion de formula).

* Un conjunto de axiomas logicos (formulas validas sin prueba, que puede ser vacio).
* Un conjunto de reglas de inferencia para demostrar féormulas: un calculo.

« Una definicion de prueba o demostracion de formulas de L(T).

 Una teoria T es un sistema formal ampliado con un conjunto I" de axiomas no logicos
0 premisas (es decir, que se consideran como verdad): T[I].

o SiT = J entonces T es la teoria basica del sistema formal
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Sistemas Formales.

0 Una demostracion o prueba de una férmula B en una teoria T[I'] (escrito
T[I'] - B) es una secuencia finita de formulas tal que:

» toda férmula de la secuencia es
O un axioma o premisa de la teoria, 0
o el resultado de aplicar una regla de inferencia a formulas anteriores en la
secuencia

e B es la Ultima formula de la secuencia

O Un teorema de una teoria T[I'] es una formula para la que existe al menos una
demostracion en T[I']

T[I'] + B indica que B se deduce de T[I'] o que B es teorema de T[I']
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Sistemas Formales.

8/28

O ¢Qué se pide a un sistema formal?
e Correccion: Teorema de validez
Todos los teoremas de T[I'] son consecuencias logicas de I

si T[I'] -+ B entoncesT" =B

« Completitud: Teorema de completitud

Dada una teoria T[I'], todas las consecuencias l6gicas de I" son teoremas
de T[I']:

siI"' = Bentonces T[I'] + B

Si el célculo es correcto y completo entonces I y k= son equivalentes
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Deduccion Natural.

O No hay axiomas logicos
0 Reglas de inferencia: dos por cada conectiva (introduccion y eliminacion)

O Definicion de prueba: una prueba de una férmula es una secuencia finita de
formulas en la que cada elemento es:

e un supuesto o premisa de la teoria, 0

» el resultado de la aplicacion de una regla de inferencia a formulas
anteriores en la secuencia

y la dltima formula de la secuencia es la formula probada
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Deduccion Natural:
Premisas y Supuestos.

O Premisas y Supuestos: Ambas son formulas anadidas a una teoria basica T y
gue pueden aparecer en una prueba sin requerir demostracion.

O Sin embargo,
e mientras que las premisas son anadidas permanentemente
* los supuestos son incorporados temporalmente a T
o0 Un supuesto es /ntroducido en un determinado punto de la demostracion
O Y es cancelado (descargado) en otro punto posterior,
o como resultado de la cancelacion, una nueva formula queda demostrada

0 Lo que significa usar un supuesto es lo siguiente:
o «Supongamos que A»
o «entonces demuestro (usando A) que B»
o «en realidad acabo de mostrar que si tuviera A como premisa, entonces

podria demostrar B»
» «eso equivale a decir que he demostrado la implicacion A — B»
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Deduccion Natural.

O Premisas, supuestos y el Teorema de la Deduccion

e Siendo T[A;, A,, ..., A,] una teoria basica ampliada con un conjunto de n
premisas, si la incorporacion como supuesto de un formula A permite deducir
otra formula B:

T[A, A, ., A JU{A} B
entonces
TAL A, ..., A]FA—>B

« Teorema de la deduccion: En general, tanto para premisas como para

supuestos:
T[A]-FBsiysolosiTHFA—>B
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Deduccion Natural:
Reglas de Inferencia.

O En la definicion de las reglas de inferencia vamos a usar A y B, que no son
simbolos de proposicion: son variables sobre formulas del lenguaje
(metavariables)

O Mediante metavariables podemos razonar sobre conjuntos (infinitos) de formulas
gue comparten una misma forma légica
Por ejemplo: A A —A agrupa

p/\—|p,Q/\—|q,r/\—|I’,

P> A=(p—=>0),@vi)A=(Qvr), ..
(P=>DANA=((P>A) AN, (PVA>TAS)A=(PVg—>TAS),

0 Cada regla de inferencia es una metaregla con infinitas instancias

Si p entonces p v (; Si p entonces p v (q A —r); ...
Si(p—>qg)entonces (p >qg)v(qAar);si(p—q)entonces (p—>q) v ...
En general: si A entonces A v B
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Reglas basicas.

1 Reglas de inferencia.

 Reglas que nos permitan justificar nuestras deducciones de conclusiones a
partir de premisas dadas.

» Las reglas de deduccion natural son 10, dos por conector:

Reglas de la conjuncion.
Reglas de la disyuncion.
Reglas del bicondicional.
Reglas de la negacion.
Reglas del condicional.

O O O OO
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Reglas basicas: Conjuncion.

O Reglas de la conjuncion.

e Introduccién de la conjuncion. (A y B son meta-variables, variables sobre las
formulas que no significan valores de verdad).

A A T[p.q] |- pAq

B B 1. p premisa
________________ 2.9 premisa
AANB AAB 3. pAQ I, (1,2) (introduccién A)

e Eliminacion de la Conjuncién

T[pAd] |- p
AAB AAB 1. pAg premisa
________________ 2.p E, (1) (eliminacion A)
A B
TlpAd]l |-q
1. pAq premisa
2. E, (1) (eliminacion A)
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0 Reglas de la disyuncion.
* Eliminacion de la disyuncion

AVB
A—C
B—-C

A B
(B) (A)
AVB BVA

Reglas basicas: Disyuncion.

T[pvyg, p ——r, q —ar] |— —r
l.pvq premisa
2. p ——r premisa
3.q —r premisa
4. —r E, (1,2,3)
Tlpl |- pVva

1.p premisa
2.pVqQ I, (1)

Tpl [-qvp

1.p premisa
2.qvp I, (1)
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Reglas basicas: Disyuncion.

T[sAa(pvqg),p—>—-hLq—>—r]FSA-r

1.sA(pvQ) premisa
2. pv(Q E (1)

3. p— —r premisa
4. g > —r premisa
5. —r E, (2,3,4)
6. S E (1)

7. S Al . (5,6)
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Reglas basicas: Negacion.

0 Reglas de la negacion.

Introduccion de la negacion.

« Eliminacion de la negacion.

T[-p—qA Q] Fp

1. =p— g A—qQ

3.p

premisa
I_ (1)
E_(2)
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Reglas basicas: Implicacion.

0 Reglas de la implicacion.

Eliminacidn de la implicacion.

Introduccion de la implicacion.

A (supuesto)

. Pp—r
P
!

—|r—)q

q

QAW e

T[p— - -r—q,pl+q

premisa
premisa
E. (1,2
premisa
E. (3,4)

Tp—q,q—-rlFp—r

premisa
premisa
supuesto
E, (1.3)
E, (2.4)
1, (3.5)
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0 Reglas del bicondicional.

e Introduccién del bicondicional.

A—B

e Eliminacion del bicondicional.

Reglas Basicas:
Doble Implicacion.

T[p— o, r—>plFp<« r

1.p— —r
2.r —p
3.pe r

premisa
premisa

1., (1,2)

T[pgarnp]r-r

A< B Ao B l.pegnar premisa
________________ 2.p>Qqnr E. (1)
3.p premisa
A—B B—A 4. QAT E. (2,3)
5.1 E, (4)
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Ejercicilos.

Tlpl Fg—p
Tp—-(@—->nN]+-(pP—->09) —>(E—r)
T[=p — —q] F (=p— Q) —p
T[=p—>—-q]Fq—p
T[p—qg,q—-or]Fp—or
Tp—>(@—n,ql-p—r
T[pAg—oTLIrAS—>tFPAQAS—tT
T[pAgQ—T]FPA-r— Qg
T[pvg—ors—plFs—r

10. T[pvp]Fp

R O OO R DR
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Reglas derivadas.

U Reglas derivadas.

 Reglas que nos permitan justificar nuestras deducciones de conclusiones a
partir de premisas dadas.

» Aparecen porgque en ocasiones es frecuente encontrar estructuras o pasos
gue se repiten con frecuencia en las demostraciones. De esta forma es
posible acortar las demostraciones.

o Se distinguen principalmente:
0 Reglas para la negacion.

Reglas para la implicacion.

Reglas de Morgan.

Reglas de corte.

O OO
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Reglas derivadas.

U En distintas demostraciones se repiten con frecuencia los mismos pasos:

T[r—(QAS), =(QAS)] F r T[p—q9,rA—=q] FrA-—p
1.r—>(gAS) premisa 1.p—q premisa
2. 7(QAS) premisa 2. rAq premisa
3. r supuesto 3. 0q EA (2)
4, gAS E— (1,3) 4, P supuesto
5. (QAS)A=(qQAS) I (2,4) 5. q E— (1,4)
6. r— (QAS)A-(qAS) |— (3,5) 6. g A —q IA (3,5)
7. —r - (6) 7. p—qAQ |— (4,6)

8. —p 1= (7)

9. r EA (2)

10. r A —p IA (8,9)

+ Aunque son distintas las formulas que aparecen en estos dos ejemplos, las lineas
destacadas tienen una estructura comun

¢+ Podriamos acortar las dos demostraciones si previamente demostramos con
caracter general que T[A — B, =B] + —A, para cualesquiera formulas A y B.
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Reglas derivadas.

U En distintas demostraciones se repiten con frecuencia los mismos pasos:

T[A — B, -B] - -A

1. A—B premisa

2. =B premisa A— B

3. A supuesto —B

4. B E— (1,3) Modus Tollens (MT)
5. BA-B IA (2,4) —A

6. A—>BA-B I— (3,5)

7. =A 1= (6)

Las demostraciones anteriores quedarian ahora:
T[p—q,rA—g]FrA-p

1. p—q premisa
1.r—>(QAS) prem!sa 3. =Q EA (2)
2. =7(qQ AS) premisa 4. —p MT (1,3)
3. —r MT (1,2) 5. r EA (2)

6. rA—p IA (8,9)

Introduccion Sistemas Formales Deduccion Natural Reglas Béasicas Reglas Derivadas




Reglas derivadas.

O Estas son las reglas derivadas de uso mas frecuente, queda como ejercicio su
demostracion a partir de las reglas basicas:

>Reglas para la implicacion:

o TTA—-B,B—>C]-FA—-C Transitividad

o T[A— B, =B] + —-A Modus Tollens
>Reglas para la disyuncion:

a T[AvB)vC]-FAv(BVO Asociatividad

a T[AVB]JFBVA Conmutatividad
>Reglas de De Morgan:

o T[-(AAB)]+--AvV B De Morgan

a T[-(AvB)]F-AA-B De Morgan
>Reglas de corte:

o T[AVB,-A]l+B Corte

o T[AvVB,-B]FA Corte

o T[AvB,-AVvC]+-BVC Corte
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Reglas derivadas.

O Sea A una férmula y B1 una sub-férmula de A, si

A

Bl < B2

A’ resulta de sustituir en A todas o algunas de las apariciones de B1 por B2
entonces

A

T[pernq—>s,s>tAarjJFg—o>pat
1. g > s premisa

2.S>tAr premisa

3. q supuesto

4. S E— (1,3)

5. tAr E— (2,4)

6. por premisa

7. tAp Intercambio (5,6)
8. p At conmutatividad (7)
9. q—opnat - (3,8)
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') |Deduccion Natural en la Practica.

O Como conclusion, ;qué podemos utilizar para demostrar la correccion de una
argumentacion mediante deduccion natural?

. Las 10 reglas basicas

.- Las reglas derivadas mencionadas previamente (en ocasiones se piden
demostraciones sin usar estas reglas)

. El (teorema de) intercambio, que resume unas pocas reglas

. Y nada mas
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Ejercicilos.

O Demostrar las siguientes formulas:

1.T|—p/\q->p

2T|—p—>(q—>p)

3TrH(PVAa«<(@QVp)

4ATFP—-9A(@—r1r)—>(p—1"

5TF=(pVvQg) < -pA-(Qq

6.T (P — =) A=(rA-p)—(q— )

I TF(pAgq—1)—>(p—->(Q—1r))

8.T+F-(p—>Qq)—pA—q

9.T+p—(qA—Qq— —p)
0.TFPE—-—->(p—>r—(P—09AT))
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Ejercicilos.

O Demostrar los siguientes esquemas argumentales:

1.

©ope o gl e Ly

T[p—aq,pl -9

T[pl FpVvaq

TpvplFp

TlpA(@VDIEP

T[p] F —==p

T[pvg—or]Fq—r
Tp—-@—->nN]-Fgq—>((E—r)
T[p—ql-pVvr—qvVvr

. T["[q—>rt—>-q,Ss—>-q]FHtVv-as—r

10.T[pv(@—r1)—0q,pl -9

11.T[-p— S, pV LT — —at] - as Vvt
12.T[(p— g AL, (rvp)A—-Q, -t S]] FIrAS
13.T[pAg—1 (pVTI)—>S,p—d]F-Ss—r
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