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Definicidon y modelos

e Sdlido rigido: conjunto de particulas
constantes.

Modelo discreto

v
aM =3 a;m,
i=1

N masas distribuidas (N — o)

cuyas distancias mutuas se mantienen
Modelo continuo

iV

pdrdyd:

.

o M

_J'rlll':rir.'.l
1

Sélido como continuo (m; = 0)
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Geometria de masas

En la dinamica del solido influyen la masa y su distribucion en el espacio.
Se tiene en cuenta mediante las magnitudes siguientes:
* Lamasa total, como en la particula y en sistemas de particulas.

* La posicion promediada de las masas, o centro de masas, como en
sistemas de particulas.

e Otras magnitudes propias de sélidos, como los momentos y productos de
inercia, que recogen la inercia rotacional o resistencia al giro.

La geometria de masas es la parte de la mecanica que estudia las
propiedades del sistema material relacionadas con la masa y su situacion en el
sistema material o en el sélido. En ella se resuelven problemas relacionados

con el calculo de:
— Centro de masas
- Momentos de inercia
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Geometria de masas: Centro de masas

Momento de primer orden o estdtico del sistema de particulas respecto a
un punto O:

Mo =>Fm MO:Lde

Centro de masas: el centro de masas G de un sistema de particulas es el
punto en el que habria que colocar toda la masa para obtener el mismo
momento estatico. Es la posicion media ponderada de las masas del sélido.

N N
— Modelo discreto: MFG szi I :con M = Zmi
i=1 i=1

- Modelo continuo: My © :j rdm ;con M :jdm
S
S
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa

Modelo discreto
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa

Modelo discreto

V3
ml = 2m’ m2 =m, mbarra = O
x®=2°=0
v = 2my, + m(y, +1) > 3my, +ml = y1+l
3m 3m 3
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa

Modelo discreto
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa

Modelo continuo

m —dm; T —>T; Z—)j

FG:.[srdm con szdm
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa. Modelo continuo

= Sjel cuerpo tiene TRES dimensiones, la masa ocupa un volumen

dm = pdV

Siendo p la densidad volumétrica (masa por
Z
| dm (X,y,Z) unidad de volumen en cada punto), en kg/m?
r AM
> Py, 2)=lim—

)/ y> AV -0 AV

o _ L xdm B L XpdV ! L xdV

M v v

Solidos homogéneos
densidad (p) constante

Y analogamente para yG; 7©

y
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa. Modelo continuo

= Siel cuerpo tiene DOS dimensiones (placa)

dm=ocdA
dm (X1y;0) Siendo o la densidad superficial (kg/m?)
ar o (%) =lim s
A | AA—0 AA
>
. X
j xdm J XodA J' XdA
¥C — 23 _Js _Js

M j odA I dA
S S Solidos homogéneos
densidad (o) constante

Y analogamente para yG; ZG =0

y
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo de centros de masa. Modelo continuo

= Siel cuerpo tiene UNA dimension (“alambre”)

dm = AdL
Siendo A la densidad lineal (kg/m)
dm (x,y,z) o Am
L > AL—0 AI—
y

J'xdm indL jde
M j;tdL j dL

Solidos homogéneos
densidad () constante

Y analogamente para yG : ZG
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Geometria de masas: Centro de masas

Centroide — Centro de Masas — Centro de Gravedad

Centroide o baricentro (C): Es el centro geométrico

Centro de Masas (CM): Es la posicion media ponderada de las masas del sdlido

Centro de Gravedad (G): Es el punto imaginario de aplicacion de la resultante de
todas las fuerzas de gravedad que actuan sobre las distintas porciones materiales
de un cuerpo, de tal forma que el momento respecto a cualquier punto de esta
resultante aplicada en el centro de gravedad es el mismo que el producido por los
pesos de todas las masas materiales que constituyen dicho cuerpo

Sélidos homogéneos @M — @
densidad constante , —
Campo gravitatorio uniforme | @M —
(gravedad constante) —
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo del centro de masas: SIMETRIAS

Supongamos que el eje Y fuese de simetria del sélido: por cada dm a una distancia x a
la derecha del eje, habria otro idéntico a la misma distancia (-x) al otro lado.

A ]:- Su contribucién al numerador de la x© seria :
-xdm + xdm=0

i i

G _ xdm+dm(-x) _
—X X _.' 2dm

0

— G estaen el eje Y de simetria

Si existe un elemento de simetria en la pieza, el centro de masas esta sobre él

y
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo del centro de masas: SIMETRIAS

Si existe un elemento de simetria en la pieza, el centro de masas esta sobre él

B
= Sihay un eje de simetria, G esta en el eje
D - D
= Sihay un plano de simetria, G esta en el plano B L
HI

= Si hay simetria de revolucion o central, siempre estara en el eje o en el centro

.l C'MI"

[ —

()
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo del centro de masas: Solidos COMPUESTOS

= Podemos dividir el cuerpo en partes, y luego promediar

Si la descomposicidn es en N cuerpos: S;,....., Sy

N .
> m

=G i=1

F =
M

En esta figura:

e _Mi+m
m, +m,

J
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo del centro de masas: Solidos COMPUESTOS

Se puede usar también para tratar cuerpos con huecos. Se puede calcular como el
del cuerpo completo, mas el del hueco con masa negativa.

(Para N cuerpos, la composicion tendra sumas y restas, si hay huecos)

y
- Weiae
Fisica | - GyOTA



Geometria de masas: Centro de masas

Ejemplo: Obtener la posicion del centro de masas de un disco plano homogéneo de
radio R, del que se ha recortado un trozo circular de radio R/2 tangente al borde del
disco. La masa del cuerpo con agujero es M.

| Y

/ AN
\
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Geometria de masas: Centro de masas

Ejemplo: Obtener la posicion del centro de masas de un disco plano homogéneo de
radio R, del que se ha recortado un trozo circular de radio R/2 tangente al borde del
disco. La masa del cuerpo con agujero es M.

— Podemos calcular el centro de masas como el de un disco completo sin agujero (solido 1), mds el disco
recortado con masa negativa (sdlido 2)

— Por la geometria conocemos los centros de masas, estdn sobre el eje x de simetria: x°! =0; x°? =R/2; y°1=yC?
—/G—=
=y =0

— Como el disco es homogéneo, la posicion de G va a ser independiente de la masa. Podemos trabajar con la
densidad superficial o sin necesidad de calcularla. Asi, las masas de los solidos son:

R2
Uy m1:O'A1:O'7Z'R2 mzzaAZZGﬂT
T “\ Y la del sélido completo:
LA 0 Ry _30rR’
f {7 /- ! M:ml_mzzo'(ﬂ'R g ):
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Geometria de masas: Centro de masas

Ejemplo: Obtener la posicion del centro de masas de un disco plano homogéneo de
radio R, del que se ha recortado un trozo circular de radio R/2 tangente al borde del

disco. La masa del cuerpo con agujero es M.

—  Podemos calcular el centro de masas como el de un disco completo sin agujero (solido 1), mds el disco recortado con masa

negativa (sélido 2)
—  Por la geometria conocemos los centros de masas, estdn sobre el eje x de simetria: x¢1 =y61=y? =y6=0 ; x°?2 =R/2
Como el disco es homogéneo, la posicion de G va a ser independiente de la masa. Podemos trabajar con la densidad

superficial o sin necesidad de calcularla. Asi, las masas de los sdlidos son:

R2
m=oA=onR'  m,-oh oro
Y Y la del sélido completo:
. 2 2
P R 3o7R

/ N\ M =m,—m, =o(7R* -7 —) =

) A4
f Gl '

Mx® =m, x> —m, x*

N 3677R? R? R
= x*=67R0-0r——
4 | MW 4 2
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo del centro de masas: Teoremas PAPPUS-GULDING

Permiten situar el c.m. de sdlidos homogéneos (CM=C). Hay uno para sdlidos
unidimensionales planos (“alambres”) y otro para placas planas.

1¢r teorema

. El drea A de una superficie de revolucion

_____________ 4 e generada mediante la rotacién de una
__________ — '

curva C alrededor de un eje externo (que

no la corte) sobre el mismo plano es igual a

su longitud L , multiplicada por Ia

\ L sslido sdlido
/é—--——-- Bt distancia recorrida por su centroide en su
A T rotacion completa alrededor de dicho eje:
generada e
@ Agenerada =2 TXg Lsélido

Siendo xg la distancia del c.m. al eje de rotacion. ( Permite calcular x5 o el area)

.
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Geometria de masas: Centro de masas

Calculo del centro de masas: Teoremas PAPPUS-GULDING!

2€' teorema

El volumen V de un sélido de revolucion generado mediante la rotacién de un area
plana A alrededor de un eje externo es igual al producto del Area por la distancia
recorrida por su centroide en una rotacion completa alrededor de dicho eje:

V =2nxGA

generado placa

Siendo x® la distancia del c.m. al eje de rotacion

1Demostracién y ejemplos en: https://www.youtube.com/watch?v=3Mzl-EzjQrA
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Geometria de masas: Centro de masas

Cuadrante de disco de radio r: Semidisco de radio r:

2

Area = L1rr2 Area= %'ITI’

4r 16

3'IT|E

- Tridngulo: Cuarto de circunferencia de radio r

) 1
Area= —Dbh 1
2 Longitud = _421'rr

y
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Geometria de masas: Centro de masas

Ejemplos: Algunos c.m. usando Pappus-Guldin
*Placa triangular genera cono

V,

generado = 2TrXG A

placa

Lb?h=2mxg Tbh — xg ==b
3 2 3

*Cuarto de circunferencia genera media cdascara
esférica

Agenerada = 2-ITXG I'sc')lido

2r
%4Trr2 = 2Ty %ZTrr — Xg ~—

*Cuadrante de disco genera media esfera

radior

,’/ Vgenerado 5 2-ITXG ApIaca
I/
! 2
/ 14 5 T 1§ 4r
S b ——TIr" = 2'I'IXG _— > = —
S~ __ ==~ 23 4 31T
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Geometria de masas: Momentos de inercia

Definiciones

o Momento de inercia del sistema de particulas/sélido respecto a un punto
O, un eje o un plano, es la suma de los productos de cada una de las masas
de las particulas del sistema por el cuadrado de la distancia que la separa del

punto, del eje o del plano: i

Izzi:rizmi Ierzdm i

Siendo I'' o I la distancia que lo
separa del punto, del eje o del plano

~y

Si 0O=@G, los momentos se llaman CENTRALES N

‘/k/.
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Geometria de masas: Momentos de inercia

Definiciones

Zi 4
o Momento de inercia respeto del origen:.
m
2 2 2 2
l, =er dm:js(x +y?+2°)dm
o Momento de inercia respeto de los ejes: ‘
0
—_ 2 — 2 2 X Y
IX_Lr dm_js(y +2Z )dm < ,
_ 2 _ 2 2
|y—j-SI’ dm—js(x +Z )dm 2|O:|x+|y+|z

| :L r? dm:L(x2+y2)dm

y
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Geometria de masas: Momentos de inercia

Definiciones

o Momento de inercia respeto a los planos.

l, =L r dm:_fs(x2+y2+zz)dm

Plano OXY

Plano OXZ Ixz: sr dm = sy

Planooyz |, = r’dm=| x*dm

Zi 4

ht
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Geometria de masas: Momentos de inercia

o Momentos de inercia:.

Ademas:
|, :L(y2+zz)dm: L, + 1, :_“Sz2 dm+jS y? dm

l,=1,+1,

I, =1,+ Iyz
o  Radio de giro (K). es un parametro tal que:

| =K?’m

Donde m es la masa total del sistema.

y,
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Geometria de masas: Productos de inercia

Definiciones

o  Producto de inercia de un sistema material

ortogonales:

Plano OXY y OXZ

Plano OXY y OYZ

Plano OXZy OYZ

P

Yz

P

Xz

Syzdm

X z dm
JS

Sxydm

Zy

b

resnecto a dons nlanns

4
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Geometria de masas: Tensor de inercia

Definiciones

Los momentos y productos de inercia que aparecen en la cinética del sdlido se
pueden disponer de forma mas compacta en forma de matriz, que se denomina
tensor de inercia del sélido en un punto O.

L Ix _ny _sz_
1, =l2p () -
_sz _Pyz Iz

— Cuando el punto O es el centro de masas del sdlido, se llama tensor central: | G

— Los momentos y productos de inercia calculados en G también se llaman
centrales.
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Geometria de masas: Direcciones principales de inercia

Los ejes principales de inercia de un sdlido relativos a un punto O son aquellos
ejes con respecto a los cuales los productos de inercia son nulos.

P’ =P vl

A los momentos de inercia con respecto a dichos ejes se les denomina principales
de inercia

PARC i
l,={0 1, 0
e -

Z

Los ejes principales de inercia de un solido relativos a un punto siempre
existen.
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Geometria de masas: Traslacion de ejes

Teorema del eje paralelo o Teorema de Steiner:

“El momento de inercia de un sistema material respecto a un eje es igual al
momento de inercia del sistema respecto a un eje paralelo al primero, que pase
por su centro de masas, mas la masa total del sistema por el cuadrado de la

distancia entre dichos ejes”

O _
IZI_

G 2
1> +Md.;,

ZJI.
Z_- '
- P e
. —X R
, / /Y
/F/G FI
X,
o (3
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Geometria de masas: Traslacion de ejes

Teorema del eje paralelo o Teorema de Steiner:

“El producto de inercia de un sistema material respecto a dos planos
perpendiculares es igual al producto de inercia del sistema respecto a dos planos
paralelos a los anteriores, que pasen por su centro de masas, mas la masa total
del sistema por el las coordenadas del centro de masas”

PO —

Xy

Px‘j +Xg Yo M

ZJI.
Z:- F 3
- P e
. —X R
, / / Y
/F/G FI
X,
o (3
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