Comunicaciones Digitales - Ejercicios Tema 5

1. La matriz generadora de un cédigo bloque lineal C(4,8) es la que se presenta a continuacion.
Calcule la tasa del codigo, la distancia minima y la tabla de sindromes.
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2. Un codigo convolucional tiene la siguiente matriz generadora en polinomios en D

1 D D+1

GD)=1p 1 pipy1 |
a) Obtenga la tasa del cédigo.
b) Dibuje la representacién esquematica del c6digo.
c) Obtenga el diagrama de rejilla.
d) Calcule la distancia minima de Hamming, D, ' del cédigo.

3. Suponga que se tiene un c6digo convolucional de tasa 1/2 con matriz generadora

GD)=[D*+1 D*+D+1].
El modulador utiliza una constelacién 2-PAM (o BPSK) con niveles normalizados, A[n| €
{£1}, y la asignacién binaria es B[n| = 0 para A[n] = —1 y B[n| = 1 para A[n| = +1. El
sistema transmite una cabecera ciclica de 2 ceros intercalada entre cada bloque de 6 bits sin
codificar, para resetear el estado del codificador. Decodifique, usando el algoritmo de Viterbi
sobre salida dura y sobre salida blanda si se recibe la siguiente secuencia de observaciones a
la salida del demodulador

¢ : +3,06 —0,70 —058 —1,37 —0,82 —2,63 —1,37 —0,85
¢V : +1,08 —1,06 —2,89 +0,33 +1,92 —1,64 —0,70 +2,30

NOTA: Para decodificar sobre salida dura, primero es necesario obtener la decisiéon de bits
dura sobre la secuencia recibida de observaciones blandas

4. Para un cierto sistema de comunicaciones se van a evaluar dos posibles cédigos de canal: un
c6digo bloque lineal y un cédigo convolucional.

a) La matriz generadora del cédigo bloque lineal es

a-[1101].

0111

1) Obtenga la distancia minima del cédigo.

11) Transforme la matriz G en una matriz sistemdtica G’ que pueda utilizarse para
obtener una matriz de chequeo de paridad que permita obtener la tabla de sindromes
para este codigo.

111) Obtenga la matriz de chequeo de paridad.
1v) Obtenga la tabla de sindromes del cddigo.



b) El cdédigo convolucional viene dado por la siguiente matriz generadora

(1+D) D 1
G(D) = D (1+D) 1

(1+ D)
1

1) Obtenga la representacién esquematica del codificador.

11) Dibuje el diagrama de rejilla.

)
)
111) Obtenga la distancia minima de Hamming del cédigo, D,pip.
V)

Obtenga, asumiendo que el estado inicial y el final es el estado cero, es decir, ¥y =
[0,0,---,0], el mensaje decodificado cuando la secuencia recibida es

r = [1011000110100110] .

¢) Compare el rendimiento de ambos sistemas si se utiliza un canal BSC con probabilidad
de error de bit .

5. Se van a considerar dos codigos de canal, un cédigo bloque y un cédigo convolucional.

a) El c6digo bloque lineal tiene la siguiente matriz generadora
01 a 00
G= { c d 1 11 ]

1) Obtenga los valores de a, b, ¢ y d que permitan obtener méxima capacidad de
deteccion y correccion.

11) Obtenga la tabla de sindromes y decodifique las siguientes palabras recibidas
ro = [10001], r = [10011], ro = [11001]
b) El cédigo convolucional tiene la siguiente matriz generadora
G(D)=[1+D+D? 1].

La informacién es transmitida con una modulacién 4-QAM con la siguiente asignacién
binaria
Stmbolo | +14+j —1—j +1—j —1+j
Bits | 11 00 10 01

1) Obtenga la representacion esquematica del codificador y su diagrama de rejilla.

11) Codifique la siguiente secuencia de bits B[] = [101100] asumiendo que el estado
inicial y el final es el estado todo ceros, 9y. Dibuje el camino de la secuencia de
salida sobre el diagrama de rejilla.

111) Obtenga el rendimiento del codigo si se trabaja con decodificacién blanda y dura.

1v) Decodifique la siguiente secuencia de bits recibidos
r = [101001010011],

asumiendo que BO[(] = 0 para £ < 0y £ > 4 (es decir, que el estado inicial y final

es o).

6. Dos codigos bloque lineales estan dados por las siguientes matrices generadoras:

10 10111
01}G2_{01111}



a) {Son estos cddigos sisteméaticos?
b) Obtenga la capacidad de deteccién y correccién de errores de los cédigos.

c¢) Escoja el mejor cédigo de la seccién previa, obtenga la tabla de sindromes y decodifique
las siguientes palabras recibidas

ro =[01101] y v, = [11111].

7. Un cédigo convolucional tiene la siguiente matriz generadora:

G(D>:[(1) 10) Dil}

a) Obtenga la tasa del c6digo y la representacion esquemadtica del codificador.
b) Obtenga el diagrama de estados o el diagrama de rejilla y la distancia minima del
codigo.

c¢) Partiendo del estado cero, codifique la siguiente secuencia de entrada al codificador

B[m] = 11011000,

d) Determine si la secuencia de bits 110010111000 es un fragmento de una posible palabra
perteneciente al codigo. Asuma cualquier posible estado inicial.

e) Simplificamos el c6digo anterior usando la matriz generadoraﬂ:
G(D)=[D D+1 |

Asumiendo que partimos y finalizamos en el estado cero, decodifique la secuencia reci-
bida
r = [10001111011011].

8. Para su uso en un sistema de comunicaciones digital, se definen tres cédigos de canal, Cy, Co
y C3. Cada uno de ellos tiene como palabras cédigo el conjunto que se indica a continuacién

¢, = {01,10}
C, = {00000, 01010}
C; = {00000, 10100,01111,11011}

a) Obtenga para cada cédigo los parametros k, n, la tasa de codificacién y la distancia
minima de Hamming.

b) Determine qué cédigos son lineales y obtenga para ellos su matriz generadora.
¢) Determine qué codigos son sistemdticos.

d) ;Se podrian mejorar las prestaciones de Cy sin modificar sus pardmetros k, n? ;De
qué manera?

e) Si se recibe la palabra r = [11111] obtenga la palabra que pertenece al codigo que
con mas probabilidad fue transmitida. Explique el procedimiento por el que obtiene la
palabra del cédigo més probable.

!Tenga en cuenta que el nuevo cédigo es una simplificacién del anterior donde se eliminan la primera entrada y
la primera salida



9.

10.

11.

Se pretende implementar un sistema de comunicaciones protegido frente a errores mediante
un codigo de tasa 1/2, y se tienen dos posibilidades:

e Un codigo bloque lineal con la siguiente matriz generadora

100110
G=]1010101
001011

e Un codigo convolucional con la siguiente matriz generadora:
G(D)=[D, 1+ D + D?.

En ambos casos, después del codificador se utiliza una modulacién 2-PAM (o BPSK) con
distancia entre simbolos dBPSK.

a) Obtenga el conjunto de palabras codificadas del codigo bloque, su matriz de chequeo de
paridad y la distancia minima.

b) Calcule la probabilidad de error del sistema con el codificador bloque si emplea decisiones
duras. Obtenga dicha probabilidad de error en funcién de la distancia minima del cédigo
y la distancia de la constelacién BPSK dZ05K.

c) Obtenga el diagrama de rejilla del cédigo convolucional.

d) Calcule la probabilidad de error para el codificador convolucional tanto con decisiones
blandas como con decisiones duras, asumiendo en este caso que d275K = 1.

e) Calcule la secuencia transmitida con el cédigo bloque para el mensaje B,[¢] = [100110].
Suponga que de los doce bits transmitidos se producen errores en los bits primero, sexto

y noveno. Obtenga la secuencia de bits recuperada a la salida del decodificador.

f) Calcule la secuencia transmitida con el cédigo convolucional para el mensaje By[¢] = [100]
entre las cabeceras de ceros pertinentes para asegurar que tanto el estado inicial como el
final es el estado cero. Suponga que de los bits transmitidos se producen un error solo en
el primer bit. Obtenga la secuencia de bits recuperada utilizando decodificacion dura.

Un cédigo convolucional tiene la siguiente matriz generadora
G(D)=[1, 1+ D, 1+ D+ D?
a) Obtenga la representacion esquemadtica y el diagrama de rejilla del codificador.

b) ;Es sistematico el cédigo? Justifique su respuesta.

c¢) Sobre un canal binario simétrico se recibe la siguiente secuencia de bits:
r=[111 111 110 011 001].

Asumiendo que tanto el estado inicial como el estado final son el estado cero, lo que se
fuerza transmitiendo el niimero preciso de ceros, determine la secuencia transmitida méas
verosimil y el mensaje correspondiente.

En un sistema de comunicaciones se decide ampliar la capacidad de correccion de errores de
un c6digo bloque de repeticién con matriz generadora G = [1 1 1]. Para ello se concatena
la salida del codigo de repeticion a la entrada de un cédigo convolucional con la siguiente
matriz generadora en polinomios en D

1 D 0 0
G=|D 1 0 0
0 0 1+D D

Para el cédigo bloque y convolucional por separado responda a las siquientes preguntas:
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a) Obtenga las palabras cédigo asociadas al cédigo bloque y su distancia minima.

b) Dibuje el diagrama de bloques del ¢6digo convolucional y su diagrama de rejilla. Para
el diagrama de rejilla no es necesario que etiquete todas las posibles transiciones, es
suficiente con etiquetar las transiciones que salen del estado ¢y = [000] y las que regresan
al mismo estado 1y = [000]. ;Cudl serfa la distancia minima de este codigo?

Si denominamos c[f] = [¢o[l] c1[l] c2[¢]] a las palabras del c6digo que tenemos a la salida
del cédigo bloque en el instante discreto ¢, y B[(] = [BO[¢] BMW[¢] B@[] a las palabras
de entrada al c6digo convolucional la concatenacion se realiza asignando BW[(] = ¢;[¢] para
1 =0...2. Responda a las siguientes preguntas para el cdédigo concatenado.

¢) Obtenga la tasa del cédigo resultante de la concatenacién de los dos c6digos. Obtenga el
diagrama de rejilla y la distancia minima del cédigo.

d) Compare la capacidad de corregir errores del cédigo concatenado con la de los dos c6digos
que lo componen por separado. Discuta si el codigo concatenado precisa de mas o menos
ancho de banda que el cédigo bloque para mantener la tasa binaria. Discuta de forma
similar para el codigo convolucional.

e) A partir del diagrama de rejilla del cédigo concatenado obtenga el diagrama de bloques
y la matriz generadora en polinomios en D de un cédigo convolucional que se comporte
de forma idéntica al cédigo concatenado.

12. Se tienen dos c6digos bloque con los siguientes diccionarios del codigo (asociaciones entre
bloques de bits sin codificar, b;, y bloques de bits codificados, c;).

1 bz C; ) bl C;
0/00[00000 000100000
17101711010 1101]10101
2110710111 2110711010
3111101101 3111111111
Codigo A Cédigo B

a) Para cada uno de los c6digos:

1) Diga si es o no lineal, y si es o no sistematico (explicando claramente el por qué en
ambos casos).

11) Calcule el nimero de errores que es capaz de corregir cada c6digo.

b) Para el cédigo lineal (si ambos lo son, elija el que considere més apropiado, justificando
la eleccién), calcule la matriz generadora del c6digo, y la matriz de chequeo de paridad.

c¢) Para el mismo c6digo lineal, obtenga la tabla de sindromes, y decodifique (proporcionando
la estima de los bits sin codificar, b;) las siguientes palabras recibidas

r,=11101, r,=10011.



13.

14.

Un cédigo convolucional tiene el siguiente diagrama de rejilla

a a = 1/001

s =11,1] b ’ bEO]|110
s = [0,1] ¢ c = 1]100
J d = 0jo11

oy = [1,0] € e =1/010
/ f=0[101

v — 0.0 g=1111
vl h vlery =000

a) Obtenga la matriz generadora en polinomios en D, y dibuje la representacion esquemadtica
del cédigo.

b) Suponiendo que anteriormente y posteriormente se transmiten cabeceras con el nimero
apropiado de ceros, codifique la siguiente secuencia de bits

BY0]=0, BO[1] =1, BO)2] =1, BO[3] =0, BO[4] =1,

y calcule la probabilidad de error aproximada si se emplea decodificacién dura.

¢) Decodifique los tres primeros bits, BO[(], ¢ € {0, 1,2}, para la siguiente secuencia reci-
bida, asumiendo que B[] = 0 para n < 0 y para n > 3 (cabeceras de ceros)

r =010 111 000 111 011

En un sistema de comunicaciones digital se dispone de tres codificadores bloque y es posible
utilizar dos de los co6digos bloque concatenados para mejorar las prestaciones de cada cédigo
por separado.

El primero de los codificadores bloque es el cédigo de repeticiéon de tasa 1/3. El segundo
codificador es un c6digo bloque lineal y sistematico por el principio (los primeros k bits de
los n bits codificados coinciden con los k bits de informacién sin codificar), que tiene como
palabras codigo

C, = {0000, 1001, 0101, 0011, 1100, 1010, 0110, 1111} .

El tercer codigo bloque tiene como matriz de control de paridad:

1
H;=1|0
0

o = O
_ o O

01
10
11

a) Obtenga las matrices generadoras de los tres cédigos.

b) Obtenga la capacidad de deteccién y correccién de errores de los cédigos 2 y 3 por
separado. Desde el punto de vista de correccion de errores determine cual es el codificador
con mejores prestaciones.

¢) Obtenga las palabras cédigo resultantes de la concatenacién de los codigos 1y 2 (por
este orden), y el tamano del cédigo concatenado (parametros k y n del mismo). ;Supone
esta concatenacion alguna ventaja frente a utilizar los cédigos por separado?



d) Obtenga la matriz generadora del codigo resultante de concatenar los cédigos 2 y 3 (por
este orden), y el tamano del c6digo concatenado (parametros k£ y n del mismo). Compare
las prestaciones de este cddigo concatenado con la concatenacién del cédigo anterior.

e) Obtenga la tabla de sindromes del cédigo 3, y decodifique, proporcionando los k bits
de informacién decodificados y detallando cada paso del método de decodificacion por
sindrome, la siguiente observacién recibida:

r=11111.

15. Un cédigo bloque tiene el siguiente diccionario del cédigo

b; C;

000 | xxxxXX
001111000
010(011110
011{100110
100|101101
101|/010101
110 | xxxxxX
111/001011

N O TR WN R O .

a) Obtenga las palabras cg y cg para que el c6digo sea un cédigo lineal, diga si el cédigo es o
no sistematico y por qué, e indique la capacidad de deteccién y de correccién del codigo.

b) Obtenga la matriz de generacién y la matriz de chequeo de paridad del cédigo.

¢) Obtenga la tabla de sindromes del codigo, y decodifique (hasta proporcionar la palabra
sin codificar), indicando cada paso del algoritmo de decodificacién basado en sindromes,
la palabrar=11101 1.

16. Un cédigo convolucional tiene el siguiente diagrama de rejilla

a = 11|1001
b =01/0011
[1,1] ¢ =101100
d = 00/0110
e=11/1101
f=01/0111
[0,1] g = 10[1000
h = 00/0010
i=11[1011
j = 01]0001
[1,0] k =10[1110
1 = 00/0100
m = 11/1111
n = 01]0101
[0,0] o =10[1010
p = 000000

a) Obtenga la matriz generadora en polinomios en D, y dibuje la representacion esquematica
del codigo.



b) Suponiendo que todos los bits transmitidos anteriormente son cero, codifique la siguiente
secuencia binaria 10110100 y calcule la probabilidad de error aproximada en el receptor si
se emplea decodificacion dura, y la probabilidad de error de bit de la modulacion utilizada
para transmitir es BER = ¢.

¢) Decodifique, aplicando el algoritmo de decodificacién éptimo (dejando evidencia clara de
su aplicacién), los cuatro primeros bits de informacién, B[m], m € {0,1,2,3}, para la
siguiente secuencia recibida, asumiendo que B[m] = 0 para m < 0 y para m > 4

r = 101100011010

17. Un sistema de comunicaciones dispone de dos cédigos convolucionales para mejorar las pres-
taciones del mismo.

El primer cédigo C; tiene la siguiente matriz generadora

G(D) = [1, D]

El segundo codigo C, tiene la siguiente matriz generadora:

1, 1+D, 0, 0
0,0 0, 1, 1+D

a) Calcule las prestaciones de los cédigos C; y Cy por separado si se trabaja sobre la salida
dura del receptor.

b) Obtenga el diagrama de rejilla del c6digo resultante de la concatenacion de ambos C;-Cs.

18. Un cédigo bloque C se obtiene mediante la concatenacién de dos codigos bloque lineales, C;
y Cy. La matriz generadora de C; y el diccionario del cédigo de Cy son

bi(c2) Ci(C2> bi(CZ) Cz’(c2)
} 000 | 00000 100 | 01010

001 | 00101 101 | 01111
010 | 10011 110 | 11001
011 | 10110 111 | 11100

a) Calcule la matriz generadora del c6digo Cs y para cada uno de los dos cédigos individuales
C; y Cy, obtenga el nimero de errores que puede corregir explicando claramente cémo se
obtiene dicho niimero en ambos casos, y diga si son o no cédigos sistematicos y por qué.

b) Calcule el diccionario del c6digo y la matriz generadora del cédigo concatenado C, obtenga
la capacidad de correccion del cédigo y diga si se trata o no de un codigo sistematico y
por qué.

¢) Obtenga la matriz de chequeo de paridad del c6digo concatenado, y la tabla de sindromes
que utilizaria si se quieren obtener las mejores prestaciones.

19. Un cédigo convolucional tiene la siguiente representacion esquematica

CO

cWg

5

c@
—~—




a) Obtenga la representacion mediante matriz generadora en polinomios en D y el diagrama
de rejilla y las prestaciones del cédigo si se trabaja con decodificacién dura y el sistema
transmite los bits codificados con una tasa de error BER = 1074,

b) Obtenga la estima de la secuencia binaria transmitida BO[] para ¢ € {0,1,2}, si se
asume que se envian los bits de datos por bloques de 3 bits con una cabecera entre cada
bloque de dos ceros para resetear el estado del convolucional (es decir, puede asumir que
BO[-2] = BO[~1] = BO[3] = B®[4] = 0) cuando la secuencia binaria recibida es

n‘O
1

2 345 9 10 11 12 13 14
Cln] | 1111 1

1 6 7 8
0 010 0O 0 0 1 0

Para obtener la secuencia decodificada debe aplicar el algoritmo 6ptimo de decodificacion,
dejando clara evidencia de la aplicacién del mismo.

20. Un cddigo bloque lineal tiene el siguiente diccionario

bi C; bi C;
0000({0000000O0 10001111111
000110111100 10011000011
001011011010 1010(0100101
0011|1100110 101110011001
010011110000 1100(0001111
0101(1001100 11010110011
0110|0101010 111011010101
0111({0010110 11111101001

a) Obtenga los siguientes pardmetros del codigo:

e Tasa del cédigo y matriz generadora del codigo.

e Minima distancia del codigo, explicando como se ha obtenido, y niimero de errores
que el codigo es capaz de detectar y de corregir trabajando sobre salida dura.

e Indique si el cédigo es o no perfecto, explicando claramente por qué.
b) Obtenga la matriz de chequeo de paridad y la tabla de sindromes.

c¢) Utilizando el método de decodificacién basado en sindrome y detallando cada paso, de-
codifique la siguiente palabra recibida

r=0111011

21. Se tienen dos cédigos convolucionales. Del primero se conoce su matriz generadora, y del
segundo se conoce su diagrama de rejilla, que se muestran a continuacion

1/001

1,[)3 = [1, 1]

, ba=(0,1)
1+D D 1

D 1+D 1
Y1 =[1,0]

Yo = [0,0]

(0] 0j000 D+ 1]



a) Para el primer codificador, obtenga su representacién esquematica y dibuje parcialmente
el diagrama de rejilla, dibujando sélamente las ramas que parten de los estados 1[¢] todo
ceros y todo unos, y llegan a los estados 1[¢ + 1] que corresponda.

b) Para el segundo codificador, obtenga su representacién esquemética y su matriz genera-
dora.

c¢) Para el segundo codificador, decodifique los bits B®[0], BO[1] y B®[2] aplicando el
algoritmo 6ptimo y asumiendo que cabeceras de ceros se han transmitido antes y después
de estos 3 bits de datos, si la secuencia recibida (decisiones duras) es

m [0 1 23 4567 89 10 11 12 13 14
Rml]|0O1 01 111001 0 1 0 0 1

NOTA: debe proporcionar evidencias claras de la aplicacion del algoritmo 6ptimo
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