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Resumen

Veremos los importantes conceptos de limite de una funcién y de funcién
continua, y aprenderemos a relacionarlos. Estudiaremos también importan-
tes resultados sobre el comportamiento de las funciones continuas.
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1. Limites de funciones reales de una variable real

1.1. Puntos de acumulacion

Puntos de acumulacién y puntos aislados

Manejaremos en este tema los diferentes tipos de limite de una funcién. La
nocién intuitiva de este concepto consiste simplemente en el nimero al que se
aproxima el valor f(z) de una funcién f cuando la variable = se va acercando a
un determinado punto a, pero sin llegar a él.

Observamos, sin embargo, que esto puede no tener sentido en cualquier punto
del dominio de f, ya que no todos los puntos a sirven para “ir acercindonos”
a ellos. Por ejemplo, si el dominio de f es el conjunto unitario {0}, es evidente
que no podemos “ir acercandonos” al punto 0 (al menos sin salirnos del dominio
de f). Esto puede ocurrir incluso en conjuntos mas complicados: por ejemplo, si
definimos una funcién en el dominio A = [0, 1] U {2}, tampoco nos es posible
“acercarnos” al punto 2 a través de puntos de A.

Estas consideraciones nos llevan al importante concepto de punto de acumu-
lacion.

Definicién 5.1. Sean A c Rya e R.

(1) Se dice que a es un punto de acumulacion de A si para todo 6 > 0 existe un
reAtalque 0 < |z —a| < 4.

(1) Sia € Ay ano esun punto de acumulacién de A, se dice que es un punto
aislado de A.

(111) El conjunto de los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado
de A,y se denota A'.

Informalmente, un punto a es un punto de acumulacion de A (es decir, a € A”)
si, y solo si, hay puntos de A, distintos de a, arbitrariamente préximos al punto a.

Observemos también que, si a es un punto de acumulacién del conjunto A,
dada una distancia 6 > 0, no habrd un tnico punto z € A tal que 0 < |z —a| < 4,
sino que podremos encontrar una cantidad infinita de puntos en estas mismas con-
diciones. En efecto, si x € A cumple esto, empecemos por definir §; = |z — al.
Observamos inmediatamente que 9; < J. Ademas, como a es un punto de acumu-
lacién de A, existird otro punto y € A tal que, |y — a| < d1, y, por tanto, también
serd |y — a| < d. Es decir, dado un punto x de A que estd a una distancia de a
menor que 9, podemos encontrar otro y diferente que no solo estd también en esta
situacion, sino que estd de hecho alin més cerca de a que .

Asi pues, existen infinitos puntos de A que estan muy cerca de a. Dicho de otra
forma, intuitivamente un punto a es un punto de acumulacion de A si los demas
puntos de A se “arremolinan” (o se “acumulan”) alrededor de a.



Otra cosa a observar es que, aunque en la definicion la condiciéon debe cum-
plirse para todo 6 > 0, en realidad basta verificarla para 6 > 0 “suficientemente
pequeio”, ya que si se cumple para los § “pequefios”, también se cumplird auto-
maticamente para los § “grandes”.

Veamos a continuacién algunos ejemplos.

Ejemplos.
n Si A es finito, A’ = &.

Supongamos que
A={x,29,...,2,}.

Dado un a € R, definamos
d=min{|zy —a| | k=1,...,n, zp#al

Es decir, 0 es la minima distancia de a a un punto de A diferente de a.
(Podriamos tener la mala suerte de que a fuera precisamente uno de los x,
con lo que si no exigimos que x; # a en la definicién de §, podria resultar
que 0 = 0; pero tal como lo hemos hecho, es evidente que 6 > 0.)

Supongamos ahora que = es tal que 0 < |r — a| < §. ;(Puede ser que
x € A? No. En primer lugar, si x; = a, entonces |x — a|] = 0, y no se
cumple la condicién pedida. Por otro lado, si x;, # a, tampoco se verifica la
condicién, porque entonces, segin la forma en que hemos definido 9, debe
ser |z —a| = 0.

Asi pues, para este § > 0 no existe ningiin z € Atalque 0 < |[z—a| < d. Por
tanto, a no es un punto de acumulacién. Como esto es cierto para cualquier
a € R, lo que hemos probado en realidad es que A no tiene ningin punto de
acumulacion, es decir, A’ = @

Otra forma alternativa (y més directa) de atacar este problema seria la si-
guiente: Seguiin hemos observado anteriormente, si a es un punto de acumu-
lacién de A, entonces todo intervalo de la forma (a — ¢, a + §) debe contener
infinitos puntos de A. Es claro que esto no se puede conseguir si A es finito,
de manera que A = @.

s N =7 =0.

Probemos que Z' = 0. Sea a € R. Sabemos que existe un m € Z tal que
m < a < m + 1. Pueden darse dos casos:

Si a € Z entonces a = m. Escojamos 6 = 1. Si x € Z, v > m, sera
z > m + 1, de donde

lt—al=2—-—m=>=(m+1)—m=1
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SixeZ,r <m,serdx <m — 1,y asi,
lt—al=m—-xz>2m—(m—-1)=1
Por tanto, no existe ningdn x € Z que cumpla 0 < |z — a| < 1. En conse-

cuencia, ningln entero a es punto de acumulacién de A.

Si a ¢ Z, entonces m < a < m + 1. Definamos
d=min{a—m,m+1—a}.

Seax € Z, x # a.Sixz < m,entonces |z—a| = a—x = a—m = 4. Si, por el
contrario, > m, serdx > m+1,dedonde |[r—a| = x—a = m+1—a = 0.
Es decir, no existe ningtin x € Z tal que 0 < |x — a| < ¢. Por tanto, ningdn
a € R es un punto de acumulacién de Z, o sea, Z' = &.

Como N c Z, tampoco existird ningiin € N tal que 0 < |z — a| < 0, asi
que hemos probado también de paso que N' = &

Q =R
Este conjunto, como se ve, es bastante diferente de los ejemplos anteriores,
en cuanto a sus puntos de acumulacién. Veamos por qué es esto.

Sea a € R, y veremos que a es siempre un punto de acumulacién de QQ.
Para ello, sea 6 > 0. Por la Propiedad Arquimediana, existe un x € Q, tal
que a < = < a + d. Clarisimamente, este x verifica que 0 < |z — a| < 0.
Concluimos asi que a es un punto de acumulacion de Q.

Observemos ademds que en este ejemplo, existen puntos de acumulacién
que pertenecen al conjunto estudiado, pero también existen puntos de acu-
mulacion (los irracionales) que no pertenecen a él.

(a,b) = [a,b] = (a,b] = [a,b) = [a,b],sia <b.(;Quépasa sia =b?)
Veremos que (a, b)’ = [a, b]. (El resto se hace de forma similar.)

Sea z > b. Mostraremos que z no es punto de acumulacién de (a, b). En
efecto, tomemos § = z — b. Si |x — z| < §, entonces

r>z—0=z—(2—-0) =0,

asi que x ¢ (a, b).

De forma similar, podemos probar que si z < a entonces z tampoco es un
punto de acumulacién de (a, b) (tomando en esta ocasién § = a — z).

Nos queda por probar que los puntos restantes (es decir, los z que pertenecen
a [a, b]), si que son puntos de acumulacién de (a, b).



Supongamos primero que z € [a,b). Consideremos un §, 0 < 6 < b — z.
Podemos escoger un x tal que z < < z + d. Entonces 0 < z — 2z < § de
donde 0 < |z — z| < 0. Porotraparte, a < z < x < z + ¢ = b, de donde
x € (a,b). Esto garantiza que z es en este caso un punto de acumulacion
de (a,b).

Nos resta el caso en que z = b. Consideremos de nuevoun 4,0 < § < b—a.
Podemos escoger un z tal que b — § < = < b. Mediante consideraciones
similares a las del caso z € [a,b), podemos demostrar que x € (a,b) y
0 < |z — z| < d, lo que prueba que z es también en este segundo caso un
punto de acumulacién de (a, b).

» SiA={1/n|neN} entonces 0 € A’ (aunque 0 ¢ A)y 1 ¢ A’ (aunque
1e A).

Veamos primero que 0 es un punto de acumulacién. En efecto, si § > 0, la
Propiedad Arquimediana nos dice que existe un n € N tal que 1/n < §. Asi
tenemos que 1/n€ Ay |1/n—0| = 1/n <.

En cambio, 1 no es punto de acumulacién de A, sino uno de sus puntos
aislados. Sea 0 = 1/2. Entonces, no existe ningtin elemento de = € A (salvo
el propio 1), tal que |z — 1| < §. En efecto, si se cumpliera |1/n — 1| < 6,
para algin n € N, se tendria 1/n > 1— 6 = 1/2. Esta condicién obviamente
solo se cumple paran = 1.

Se puede probar (utilizando el mismo proceso aplicado con los conjuntos
finitos) que 0 es el tnico punto de acumulacién de A.

Vuelta al Teorema de Bolzano-Weierstrass

Podemos ahora dar una nueva version de nuestro ya conocido Teorema de
Bolzano-Weierstrass. Esta asegura que los puntos de acumulacion de un conjunto
existen, con muy pocas exigencias.

Teorema 5.2 (de Bolzano-Weierstrass, para conjuntos infinitos). Todo conjunto
infinito y acotado de niimeros reales tiene un punto de acumulacion.

Demostracion. Sea A < R un conjunto infinito y acotado. Como A es infinito, po-
dremos escoger infinitos elementos z1, zo, 73, . . . € A, todos ellos distintos. Estos
elementos formaran una sucesion (z,,), que serd acotada por serlo también A. La
version para sucesiones del Teorema de Bolzano-Weierstrass nos dice que (z,)
tiene una subsucesion (z;,) que converge a un nimero /. Podemos suponer, sin
falta de generalidad, que z;, es siempre distinto de /. Veamos que [ es un punto de
acumulacién de A. Para ello, consideremos un § > 0. Como (x;, ) converge a [,
existe un ny € N tal que |z;, — | < 0 si n = ny. Como z;, € A\{a}, resulta que
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es cierto que existe un = € A tal que 0 < |z — [| < ¢. Es decir, [ es un punto de
acumulacion. ]

1.2. Un ejemplo notable: el Conjunto de Cantor

Construccion geométrica del Conjunto de Cantor

Haremos a continuacién un alto en el camino para introducir un conjunto muy
especial. El Conjunto de Cantor, también llamado a veces “Polvo de Cantor”, es
muy famoso y fue construido por Georg Cantor en 1883. Es un subconjunto del
intervalo [0, 1], que tiene algunas propiedades bastante interesantes: en especial,
seglin cémo lo consideremos, este conjunto se puede ver como muy pequefio o
como muy grande. Primero mostraremos cdmo se construye este conjunto, y luego
probaremos algunas cosas sobre €l.

Sea Cyy = [0, 1]. Descartemos el intervalo abierto central (1/3,2/3), y defina-

mos ) 5
¢=o.5] v 5]
Ahora descartemos los intervalos abiertos centrales en cada uno de los dos
segmentos obtenidos y definamos

ool Ao B3] )

En el siguiente paso, y descartando los intervalos abiertos centrales de los que
forman C5, obtenemos el conjunto

cs=[og]o ool v Go) v 3]
s [Marl Yool Yloorl Y273

<[5 ml vzl 7] [

Continuemos asi indefinidamente, descartando siempre el tercio central, para
obtener los conjuntos Cly, Cs, ...

Obsérvese que Cy > C; > Cy o -- -,y que paracada k € N, C}, es la unién de
2% intervalos, cada uno de los cuales tiene longitud 37*.

Sea C' = (_, C,.. Entonces C es el Conjunto de Cantor.

Observemos en primer lugar que C' # &: al menos 0y 1 estdn en este conjunto,
ya que no son descartados en ninguno de los pasos. Mds en general, y por la misma
razoén, los extremos de los intervalos cerrados que forman cada uno de los C;, estan
también en C. Sin embargo, existen elementos en el Conjunto de Cantor que no
son extremos de estos intervalos.

Por ejemplo, sean

1 21 2 7
n=logl B=|g3] B=|55)
=103 2" |93 #7927

5



y, en general, para n > 2 definamos el intervalo /,, suprimiendo el tercio central
de I,,_1 y queddndonos con un tercio restante: el de la derecha o el de la izquierda
seglin que n sea par o impar. Los intervalos /,, que hemos construido constituyen
una sucesion anidada y ademds su longitud tiende a 0. El Teorema de los Intervalos
Encajados nos asegura que la interseccién (), I,, consta exactamente de un pun-
to, que llamaremos c¢. Como ademas [,, = C),, se tendrd que c € ﬂle C, =C.
Veamos a continuacion quién es c.
No es dificil ver que

11 11 _ 1 1 1 :
[ [§_§+"'_3n_717§_§+"'_3n71+3_n]> Ty 1mpar,
n 11 1 111 1 .
[§_§+ ..+E;n/—1_3_n’§_§+..'+137l_1]’ npa.

Por tanto, para todo n par deberemos tener

1 1 1 1<<1
— C\__
3

R 1 1
3 9 -1  3n =

=

El miembro izquierdo de estas desigualdades es igual a
1 1 1\n—2 171 1 ( 1/3)™
(D) e (7 (D7)
3<+3++3 73 3 (1/3)
-1(-(9))
4 4
Por tanto, ¢ > 1/4. En cuanto al miembro de la derecha, es igual
1 1 172 1 1—(-1/3)1
S () s () -5
3 ( 3 3 3 1—(-1/3)
-3(-(9") 1
4 3 4
De aqui se sigue que ¢ < 1/4. Es decir, c es 1/4, y probamos asi que 1/4 € C.
Observemos que 1/4 no es ninguno de los extremos de los intervalos suprimidos

en la construccion de C', ya que estos son siempre fracciones cuyo denominador
es una potencia de 3.

Caracterizacion aritmética del Conjunto de Cantor

Si consideramos el conjunto C'; de la construccién anterior, vemos que es la
unién de los intervalos [0,1/3] y [2/3, 1]. Expresemos los extremos de estos in-
tervalos en base 3. Obtenemos 0 = (0,0)s, 1/3 = (0,1); = (0,022222...)3,
2/3 = (0,2)3, 1 = (1,0)3 = (0,2222...)3 De aqui obtenemos que los elementos
de [0, 1/3] tienen todos una expresién en base 3 con la forma (0, 0. .. )3, mientras
que los de [2/3, 1] se pueden escribir en base 3 como (0,2 ... ); Concluimos que
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los elementos de ('} se pueden escribir en base 3 con una expresioén en que la pri-
mera cifra a la derecha de la coma es un 0 o un 2. Por el contrario, los elementos
de (1/3,2/3) tienen que tener un 1 en la primera cifra.

Demos ahora un segundo paso, para estudiar la expresion en base 3 de los
elementos de Cs. Este conjunto es la unién de los intervalos [0, 1/9], [2/9, 1/3],
[2/3,7/9] y [8/9, 1]. Las expresiones en base 3 de los extremos de estos intervalos
son 0 = (0,00)3, 1/9 = (0,01);3 = (0,0022...)3,2/9 = (0,02)3, 1/3 = (0,1)5 =
(0,022...)s3, 2/3 = (0,20)3, 7/9 = (0,21)3 = (0,20222...)3, 8/9 = (0,22)3,
1 =(0,222...)3. Asi que los elementos de [0, 1/9] se pueden siempre escribir en
base 3 en la forma (0,00. . . )3, los de [2/9, 1/3] pueden escribirse siempre en base
3 con la expresion (0,02. . .)s, etc. Concluimos de esta manera que los elementos
de () son precisamente aquellos que se pueden escribir en base 3 utilizando solo
el 0y el 2 en las dos primeras cifras.

Siguiendo de la misma manera, se podria probar por induccién que C,, es
exactamente el conjunto de los nimeros que se pueden escribir en base 3 usando
solo ceros y doses en las n primeras cifras.

Como C' = ()_, C,, llegamos a que C'es el conjunto de los nimeros que en
base 3 se pueden expresar usando solo ceros y doses.

Por qué el Conjunto de Cantor es “pequeiio”

= (' no contiene ningin intervalo.

En efecto, sea I un intervalo cualquiera de longitud /. Sea k € N tal que
37% < 1. Como ya hemos observado, C, estd compuesto de intervalos dis-
juntos de longitud 3%, Esto implica que C}, no contiene ningdn intervalo
de longitud mayor que 3~*. En particular, I no estd contenido en C,. Como
C < Cy, se sigue que I tampoco estd contenido en C'.

= (' tiene longitud 0.

Afinemos el razonamiento seguido hace un momento y probemos que, dado
un ¢ > 0 arbitrario, la longitud de C' es menor que <. Esto nos dard que la
longitud de C' solo puede ser 0.

Sea k € N. Teniendo en cuenta que C}, estd compuesto de 2* intervalos
disjuntos de longitud 3%, resulta evidente que la longitud total de Cj es
2k . 37% = (2/3)*. Elijamos ahora k de forma que (2/3)* < e. Como C <
C*, resulta que la longitud de C' es menor o igual que la de Cy, que a su vez
es menor que €. Asi que, como deciamos antes, la longitud de C' tiene que
ser 0.



Esto se puede ver también de otra forma, considerando los intervalos que en
cada paso de la construccién se suprimen en [0, 1]. Para formar C, quita-
mos un intervalo de longitud 1/3. En el segundo paso, quitamos dos interva-
los de longitud 1/9 cada uno, y para construir C}, quitamos 2! intervalos
de longitud 1/3*. Entonces, la longitud total de lo que le quitamos al inter-
valo [0, 1] en los primeros k pasos, hasta formar C, debe ser

1 1 1 1
_+2._+4._+...+2k_1._
3 9 27 3k

S )
1 1—-(2/3)F L (2)k

T3 1-(2/3)

3

En consecuencia, la longitud total substraida al intervalo [0, 1] en todo el

proceso debe ser
2\ k
im(1-(5) ) =1
k 3

Esto implica que lo que no se le ha quitado, o sea, el Conjunto de Cantor,
tiene longitud 0.

Por qué el Conjunto de Cantor es “grande”

= (' no tiene puntos aislados. De hecho, C’ = C.

Veamos primero que C' = C”. Sea p € C. Probemos que p € C’. Para ello,
consideremos un ¢ > 0y veamos que existeun c € C'talque 0 < |p—c| < e.
En efecto, elijamos & € N tal que 37% < . Como C' < C}, tenemos que
p estd en C;, y ha de pertenecer, por tanto, a uno de los intervalos cerrados
y acotados que constituyen Cj. Llamemos [ a este intervalo, y sea ¢ uno
de los extremos de [ (eligiéndolo de forma que ¢ # p, si tenemos la mala
suerte de que p es uno de estos extremos). Sabemos que ¢ € C, y como la
longitud de I es 37*, concluimos que, en efecto, 0 < [p — | < ¢.

Para ver que C’ < C, basta observar que para todo k € N es () = CY. Por
tanto, C" < Cj, = Cj. De aqui obtenemos que ¢’ < (),_, Cy = C.
= (' tiene el mismo cardinal que R.

Ya vimos que los elementos de C' son precisamente los que se pueden escri-
bir en base 3 en la forma (0, ajasasay . . . )3, donde todos las cifras a,, son 0
o0 2. Por otra parte, los elementos del intervalo [0, 1] son los que en base 2
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se pueden escribir como (0, b1babsby . . . )2, donde las cifras b, vale siempre,
naturalmente, 0 o 1. (Recuérdese que 1 = (0,111...)5.) Esto nos permite
definir una aplicacién ¢: C' — [0, 1] dada por

QO((O, aijasas . .. )3) = (O, b1b2b3 e )2,

donde b,, = a,,/2 para todo n € N. Asi, por ejemplo,
! 1
o(3) = #((0.020202..);) = (0010101}, = 3.

Es fécil ver que esta aplicacion es biyectiva, asi que C'y [0, 1] tienen el
mismo niimero de elementos. Basta ahora recordar que [0, 1] tiene el mismo
cardinal que R.

(Qué implica esto? En primer lugar, como los extremos de los conjuntos C,
forman un conjunto contable, nos vemos forzados a aceptar el hecho, no
solo de que existen otros puntos en C', sino que, por ejemplo, algunos de
ellos deben ser irracionales, o incluso trascendentes.

Por qué el Conjunto de Cantor no es ni “pequeiio’ ni “grande”

Segtin hemos visto, desde el punto de vista de la cardinalidad, el conjunto C'
es bastante grande. Esto contrasta bastante con el hecho de que desde el punto de
vista de la longitud, C' tiene el mismo tamafio que un solo punto. Concluimos esta
discusién con una demostracién de que, extrafiamente, desde el punto de vista de
la dimension, C esta en un punto intermedio.

s [Ladimensiéonde C' noesni O ni 1.

Existe bastante consenso en que un punto tiene dimension cero, un segmen-
to tiene dimensién uno, un cuadrado tiene dimension dos, y un cubo tiene
dimension tres. Sin intentar una definicién formal de la dimensién (existen
varias), podemos no obstante dar una idea de cémo se podria definir obser-
vando como la dimension afecta al resultado de magnificar cada conjunto
particular por un factor de 3. (La eleccion del nimero 3 no es, en reali-
dad, demasiado importante, pero, como veremos, facilita los célculos para
el conjunto de Cantor.) Un solo punto no cambia en absoluto, mientras que
un segmento se triplica en longitud. Para el cuadrado, triplicar cada longitud
resulta en un cuadrado més grande que contiene 9 copias del cuadrado ori-
ginal. Finalmente, el cubo magnificado da un cubo que contiene 27 copias
del cubo original en su volumen. Nétese que, en cada caso, para computar
el “tamafio” del nuevo conjunto, la dimensidén aparece como el exponente
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del factor de magnificacién. Es decir, para el punto tenemos 3° = 1, para el
segmento 3! = 3, para el cuadrado 32 = 9y para el cubo 33 = 27.

Ahora apliquemos esta transformacion al conjunto de Cantor. El conjunto
Cy = [0, 1] se transforma en el intervalo [0, 3]. Borrando el tercio central,
dejamos [0, 1] U2, 3], que es donde empezamos en la construccién original,
excepto que ahora producimos una copia adicional de C' en el intervalo
[2, 3]. Asi, magnificando el conjunto de Cantor por un factor de 3 nos da
dos copias del conjunto de Cantor original. Asi, si d es la dimensién de C,
entonces d debe satisfacer 3¢ = 2, 0 sea d = log2/log 3 =~ 0,631.

Los conjuntos cuya dimensién no es entera se denominan fractales. El Con-
junto de Cantor es el ejemplo mds sencillo de uno de estos.

1.3. Limite de una funcién en un punto

Qué es el limite de una funcion

Como ya hemos dicho anteriormente, decir que [ es el limite de f en el punto a
consiste informalmente en lo mismo que afirmar que f(x) se acerca a [ cuando
x se acerca al punto a dentro del dominio de f, o que ! puede ser aproximado
tanto como se quiera por valores de f en puntos de su dominio suficientemente
préximos al punto a, pero distintos de a. Dicho de otra forma, podemos conseguir
que f(z) esté “suficientemente cerca” de [, sin mds que exigir que x # a esté
“suficientemente cerca” de a. Esto motiva lo siguiente:

Definicion 5.3. Sean A c R, f: A > R, a € A, [ € R. Decimos que [ es limite
de f en el punto a, y lo escribimos
lim f(x) =1,

cuando se cumple lo siguiente: para cada ¢ > 0 existe algin 6 > 0 tal que para
todox € Acon0 < |z —a| < d setiene |f(z) — | <e.

Ejemplos.

m limb = b.

Para ser precisos, sea f(z) = bparatodo x € R. Entonces, lim,_,, f(z) = b.
En efecto, dado ¢ > 0, sea 6 = 1. Entonces, si 0 < |z — a| < 1, se tiene

|[f(z)=b=1]b—bl =0<e.
s limz = a.
Dicho de otra forma: Sea f(r) = x para toda x € R. Entonces

lim,_,, f(x) = a. Enefecto, sic > 0, sead = . Entonces, si 0 < |z —a| <
J, se tiene |f(z) —a|l = |r —a|] <e.

10



s lim 2% = a2

r—a

Sea f(x) = x? para todo = € R. Se quiere hacer la diferencia
|f(z) = a®| = |2 — a”|

menor que un € > 0 predeterminado tomando z suficientemente cerca de a.
Observemos para ello que 22 —a? = (z+a)(x —a). Ademds, si |z —al < 1,
entonces

|z +a| < |z —a| +|2a| < 2|a| + 1.

Por tanto, si |[x — a| < 1, se tiene
2?2 — a®| = |z + a||r — a|] < (2|a] + 1)|z — al.

Ademds, este dltimo término serd menor que ¢ siempre que se tome |z —a| <
e/(2|al + 1).

Por consiguiente, si se elige

€
0= ml’n{l, },
20al +1
entonces cuando 0 < |z —a| < § se infiere primero que |z —a| < 1, de modo
que las desigualdades anteriores son vélidas, y ademds, como |z — a| <
£/(2]|a|] + 1) se infiere también que

|f(x) —a2] = \xQ — azl < (2lal + 1)z —a] < e.

1 .
m lim— = —sia > 0.
N A

Sea f(z) = 1/x paraz > 0y seaa > (. Para demostrar que lim,_,, f(x) =
1/a se quiere hacer la diferencia

menor que un € > 0 predeterminado tomando x suficientemente cerca de
¢ > 0. Observemos primero que

1 1 1
i
de donde ) )
F@) = | = —|e -l




para x > 0. Deberemos obtener ahora una cota superior del factor 1/(ax)

que sea vilido alrededor del punto a. Esto lo podemos obtener si |z — a| <

%a, porque entonces se cumplird %a <z< %a, de modo que
0<—<—= si |z —al < ia.

Por tanto, para estos valores de x se tiene

1 2
@) | < Sle—al

Para hacer este dltimo término menor que ¢ basta tomar |z — a| < $a’c. Por
consiguiente, si se elige

c 112
§ = min{5a, 5a%¢},
entonces cuando 0 < |z — a| < 4 se tendrd primero que |z — a| < 3a, de

modo que serdn validas las desigualdades obtenidas anteriormente, y, por
consiguiente, como |z — a| < %a%, se infiere asimismo que

1 1 1
=2l =1z -l <=
a T a
i —4 4
i — _
z—2 12 + 1 5
Sea f(x) = (z® —4)/(2? + 1) para z € R. Entonces obtenemos
4 S — 4x% — 24
‘f(l’) - _‘ = | ) |
5 5(x2+1)
|52% + 62 + 12
= e —2].
5(z2 + 1)

Para obtener una cota sobre el factor que multiplica a |z — 2|, se restringe
con la condicién |z —2| < 1, es decir, 1 < x < 3. Para z en ese intervalo, se
tiene 0 < 5% +62+12 < 5:3%24+6-3+12 = 75y 5(xz*+1) = 5(1+1) = 10,
de modo que A . 5

)f(g;) o < fle—2 = Sz -2,
Ahora para un € > 0 dado, elegimos

2
6 = min{1, e},
ming 1, e
Entonces, si 0 < |z — 2| < 4, se tiene |f(x) — 4/5| < (15/2)|x — 2| < e.
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Unicidad del limite
El limite de una funcién en un punto puede no existir, pero si existe es tinico.

Proposicion 5.4. Sean Ac R, f: A—>R,ae A, l1,l,eR. Si
lim f(z) =1, y lim f(z) = Iy
entonces l; = l,.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que [; < [5. Elijamos € = (ly — 1) /2.
Deben existir un 4; > 0 tal que para todo z € Acon 0 < |z —a] < J; es
flz) <li+e = (l1+13)/2yundy > Otal que paratodoz € Acon0 < |z—a| < 9
es (1 +13)/2 = ly — e < f(z). Definiendo § = min{d;, J»}, resulta que para todo
reAcon0 < |z —a|l <des (1 +12)/2 < f(z) < (I + l5)/2. Esto es una
contradiccion. U

Entornos

Veremos a continuacién que se puede dar una definicion alternativa en que se
utilizan unos conjuntos llamados enfornos de un punto. Esto se revelara util para
poder dar una definicién unificada de otros tipos de limite que nos aparecerdn
después.

Definicion 5.5.
(1) Dado a € R, llamamos entorno centrado en a de radio ¢, al conjunto
E(a,0) ={xeR ||z —a| <},
es decir, al intervalo (a — 0, a + 0).
(11) Llamamos entorno perforado centrado en a de radio 9, al conjunto
E(a,0) ={zeR|0<|z—a| <4},
es decir, el conjunto E(a,)\{a} = (a — d,a) U (a,a + 9).

Caracterizacion de los puntos de acumulacion mediante entornos

Asi pues, cuando escribimos x € F(a, §) estamos diciendo simplemente que
|r — a| < 0,y cuando escribimos x € F(a,d), lo que indicamos es que 0 <
|r — a] < . De esta forma, la definicién de punto de acumulacién se puede
reescribir de forma trivial utilizando la nocion de entorno.

Proposicion 5.6. Sean A — R y a € R. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) El punto a es un punto de acumulacion de A.

(1) Para todo § > 0, se tiene A n E(a,d) # @.
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Caracterizacion del limite por entornos
También la definicion de limite se puede reescribir utilizando el concepto de
entorno.

Proposicion 5.7. Sean A c R, f: A > R, a € A, | € R. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) El punto [ es limite de f en a.

(11) Para todo € > 0, existe un 6 > 0, tal que si xt € A N E(a,é) entonces

f(z) e E(l,¢).

Obsérvese el uso que se hace, primero de un entorno perforado, después de un
entorno ordinario.

1.4. Limites infinitos y limites en el infinito

Qué son limites infinitos y en el infinito
A continuacién introducimos varias definiciones de limite adicionales en las
que aparece implicado el infinito.

Definicion 5.8. Sean A c R, f: A —> R.

(1) Supongamos que a € A’. Decimos que lim,_,, f(x) = oo si para cada
M € R existe algin 6 > 0 tal que todos los z € Acon0 < [z —a| < §
cumplen f(x) > M.

(11) Supongamos que a € A’. Decimos que lim,_,, f(z) = —oo si para cada
M € R existe algin 6 > 0 tal que todos los z € Acon 0 < |z —a| < §
cumplen f(x) < M.

(111) Supongamos que A no estd acotado superiormente. Decimos que
lim,_,, f(z) = | € R si para cada ¢ > 0 existe un K € R tal que todos los
x € Aconz > K cumplen |f(z) — ]| <e.

(1v) Supongamos que A no estd acotado superiormente. Decimos que
lim, . f(z) = oo si para cada M € R existe un K € R tal que todos
los z € Aconx > K cumplen f(z) > M.

(V) Supongamos que A no estd acotado superiormente. Decimos que
lim, o, f(z) = —o0 si para cada M € R existe un K € R tal que todos
los x € Aconx > K cumplen f(z) < M.
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(Vi) Supongamos que A no estd acotado inferiormente. Decimos que
lim, , o f(x) = [ € R si para cada ¢ > 0 existe un K € R tal que to-
doslos z € Aconz < K cumplen |f(z) — | < e.

(vil) Supongamos que A no estd acotado inferiormente. Decimos que
lim, , o f(x) = oo si para cada M € R existe un K € R tal que todos
los z € Aconx < K cumplen f(z) > M.

(viir) Supongamos que A no estd acotado inferiormente. Decimos que
lim, , o f(x) = —oo si para cada M € R existe un K € R tal que to-
doslos z € A conz < K cumplen f(x) < M.

Ejemplos.

Dado M > 0,sead = 1/+/M.Entonces, si 0 < |[x—0] < ¢, serd z? < 1/M,
de donde 1/2? > M.

» Sea f(x) = 1/x, para z # 0. Entonces, f no tiende a oo ni a —oo cuando
x — 0.

Porque si M > 0, entonces f(x) < 0 < M para toda = < 0, de manera
que f(z) no tiende a oo cuando = — 0. De igual forma, si M < 0 entonces
f(z) > 0> M sixz > 0,de modo que f(x) no tiende a —oo cuando = — 0.

1
s lim — = 0.
r—0 U

Seae > 0.Sea K = 1/e. Siz > K, entonces 0 < |1/x — 0] = 1/z <
1/K =e.

B lim 2" = w0 sine N.
Tr—>00

Dado M > 0, sea K = max{l, M}. Entonces si z > K se tiene 2" >

x> M.
» lim 2" =owsinespary lim 2" = —oo sin es impar.
r——0a0 r——00

Mostraremos solamente lo que ocurre con n impar. Sea n = 2k — 1, con
k € N. Dado M < 0,sea K = min{M,—1}. Si z < K entonces, como
(22)*=1 > 1 se tiene 2" = (z%)F 1o < < M.
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Entornos del infinito

Con el fin de unificar todo este “batiburrillo” de definiciones de limite que nos
acaban de aparecer, completemos la nocion de entorno, definiendo los entornos
del infinito.

Definicion 5.9.

(1) Llamamos entorno (perforado) centrado en oo al conjunto

E(w0,8) = F(w0,8) = {xeR’x>%},

es decir, al intervalo (1/4, o).

(1) Llamamos entorno (perforado) centrado en —oo al conjunto

1
E(—0,8) = B(~w,5) = {:UER ’ z < —g},
es decir, al intervalo (—co, —1/0).

Obsérvese que para los puntos del infinito no se hace distincién entre entornos
perforados y no perforados, ya que los entornos los consideraremos siempre como
conjuntos de nimeros reales y, por tanto, no contendrdn a o0 ni a —o0.

Hagamos notar también que, en este caso, cuando escribimos x € E(0, J) es-
tamos diciendo que x > M, donde M = 1/§. Cuando escribimos x € E(—0,¢),
estamos diciendo en cambio que z < M, donde M = —1/6.

Motivacion de la definicion

Puede chocar que en la definicion se utilice 1/6 o —1/6 en lugar de simple-
mente . Es decir, ;no serfa mas sencillo definir por ejemplo E(w0,d) = {z € R |
x > ¢ }? Aparentemente si, pero la opcién que hemos elegido es en el fondo mejor.
Por ejemplo, definiéndolo en la forma que hemos elegido, si cogemos un § > 0
mads pequeio, podemos asegurar que el conjunto F(c0,d) (o el £(—c0,)) se hard
mds pequefio también. Es decir, los entornos de co y —co se van a comportar de la
misma manera que los entornos de nimeros reales. Resumiendo,

Proposicion 5.10. Sea a € R. Si 0 < &, < 0y, entonces
E(a,8y) € E(a,8,) y, portanto, E(a,d;) < E(a, ).
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Puntos de acumulacion en la recta ampliada

Teniendo en cuenta la definicion que hemos dado de entorno de un nimero
real, la definicién de punto de acumulacién se puede volver a realizar utilizando
entornos. Optaremos por ampliar esta a puntos de toda la recta ampliada. Exten-
diendo lo obtenido en la Proposicién 5.6, podemos decir que un punto de acumula-
cién del conjunto A es aquel que cumple que cada uno de sus entornos perforados
contiene puntos de A. Es decir,

Definicién 5.11. Sea A < R. Se dice que a € E es un punto de acumulacién de A
si, cualquiera que sea 0 > 0, el conjunto A n E(a, d) no es vacio. En este caso, se
denotard a € A’.

Teniendo en cuenta la definicién de los entornos de co y —o0, en el caso en
que a es uno de estos dos puntos, la situacion es particularmente sencilla.

Proposicion 5.12. Sea A c R.

(1) oo es un punto de acumulacion de A si, y solo si, A no estd acotado supe-
riormente.

(I1) —oo es un punto de acumulacion de A si, y solo si, A no estd acotado infe-
riormente.

Obsérvese que cuando A no estéd acotado y escribimos el conjunto A’, este tlti-
mo puede tener dos significados diferentes: segtin la definicion 5.1 A’ no contiene
a los puntos o0 y —o0; segtin la definicién 5.11, en cambio, alguno de estos dos
puntos si que estard en A’. La mayoria de las veces, esto no llevara a confusion,
pues el contexto dejara claro en cada caso como lo debemos entender. Si maneja-
mos elementos de R, entonces A’ contendrd puntos del infinito; si nos movemos
en R, en cambio, no los contendra.

Con la nomenclatura que hemos introducido, el Teorema de Bolzano-Weierstrass
para conjuntos infinitos tiene un enunciado particularmente simple.

Teorema 5.13. Todo conjunto infinito en R tiene un punto de acumulacion.

Caracterizacion de los limites mediante entornos.

Se comprueba facilmente (analizando caso a caso) que, con la definicién que
hemos dado de entornos de o0 y —o0, la caracterizacion de los limites dada en
la Proposicion 5.7 sigue siendo cierta cuando pasamos a limites infinitos y en el
infinito. Es decir,

Proposicién 5.14. Sean Ac R, f: A >R, ya,l € Rconae A Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(1) El punto [ es limite de f en a.

(11) Para todo £ > 0, existe un 6 > 0, tal que si x € A N E(a,é) entonces

f(x) e E(l,e).

La ventaja de esta proposicion es que nos da una unica definicién para todo
tipo de limites, cuando antes tenfamos nueve definiciones diferentes. Ello nos per-
mitird probar los resultados sobre limites para todos ellos de una vez, sin tener que
estudiar casos distintos.

Unicidad del limite, otra vez

Ya hemos visto, en el caso de limites finitos en puntos de la recta real (Pro-
posicion 5.4), que el limite de una funcién en un punto puede no existir, pero si
existe es Unico. Veremos a continuacion que esto sigue siendo cierto cuando con-
sideramos limites infinitos. Primero enunciemos un resultado técnico que esta en
el nicleo de la demostracion de 5.4: Si a y b son dos puntos diferentes, podemos
definir “muy cerca” de forma que no exista ningin punto que esté a la vez “muy
cerca” de a 'y de b.

Lema 5.15. Sean a,b € R, a # b. Existe un ¢ > 0 tal que E(a,g) n E(b,¢) = .

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que a < b. Deberemos comprobar va-
rios casos.

Caso 1: a,b € R. (Este es el caso que se recogia en la demostraciéon de la
Proposicién 5.4.) Elijamos ¢ = (b — a)/2. Entonces a + ¢ = b—¢ = (a + b)/2,
de donde

E(a,e) nE(bye) =(a—c,a+e)n(b—e,b+¢e) =2.
Caso 2: a = —0, b = co.  Escojamos, por ejemplo, € = 1. Entonces
E(a,e) n E(b,e) = (=00, —1) n (1,00) = .
Caso3:ae R, b=o0. Sia<0,definimos e = 1. Se tiene entonces
E(a,e) n E(b,e) =(a—1l,a+1)n(1,0) = @,

yaque a + 1 < 1. Si, por el contrario, se tiene a > 0, definimos ¢ = 1/(a + 1).
Como ¢ < 1, tenemos

E(a,e) n E(bye) = (a—¢c,a+e)n(a+1,0)=0.
Caso4:a=—ow,beR. Sib=>=0,definimos € = 1. Se tiene entonces

E(a,e) nE(b,e) = (0,~1) n (b—1,b+1) = @,
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yaque b — 1 = —1. Si, por el contrario, se tiene b < 0, definimos ¢ = 1/(1 — b).
Como € < 1, tenemos

E(a,e) n E(bye) = (—0,b—1)n(b—e,b+¢) = @. ]
Proposicién 5.16. Sean Ac R, f: A >R, ae AR, I;,l,eR. Si

lim f(z) = 4 y lim f(z) = Iy

r—a r—a

entonces l; = ly.

Demostracion. Supongamos que l; # lo. Por el Lema 5.15, podemos escoger un
e > O tal que E(ly,e) n E(ly,¢) = @. Como lim,_,, f(z) = l1, existe un ; > 0
tal que si z € A n E(a,d,) entonces f(z) € E(ly,e). Como lim,_,, f(x) = I,
existe un d, > 0 tal que si x € A n E(a, d2) entonces f(x) € E(ly, ). Sea ahora
6 = min{0y,8}. Siz € E(a,d), se tendrd tanto z € E(a, d;) como z € E(a, d,).
En consecuencia, tendremos que f(x) € E(l1,¢) n E(ls,¢). Esto no puede ser,
porque esta ultima interseccion es vacia. Por tanto, debera ser [; = [s. [

Caracterizacion de los limites de sucesiones mediante entornos
Merece ahora la pena dar una caracterizacién del limite mediante entornos,
también para sucesiones.

Corolario 5.17. Sean (s,) una sucesién'y | € R. Son equivalentes:

(1) lim, s, = L.

(1) Para todo € > 0 existe ng € N tal que si n = ng entonces s,, € E(l, ).
Demostracion. No es més que la proposicion 5.14 en el caso particular en que

A=Nya= . [

Caracterizacion de los puntos de acumulaciéon mediante sucesiones
Los puntos de acumulacién pueden ser caracterizados como aquellos que son
limites de sucesiones. Para probar esto veamos antes un resultado técnico.

Lema 5.18. Sea | € R. Si una sucesion (s, verifica que s,, € E(l,1/n), entonces
lim,, s,, = L.

Demostracion. Sea e > (. Escojamos ng € N tal que 1/ng < e. Sin = ny serd

| 1
s, € E<1, —) - E(l, —) c E(1,¢).
n

)

En consecuencia, por el Corolario 5.17 la sucesion (s, ) converge hacia [. []
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Proposicién 5.19. Sean A = Ry a € R. Entonces a es un punto de acumulacion
de A en R si, y solo si, existe una sucesion (s,) de puntos de A distintos de a que
tiene por limite el punto a.

Demostracién. Supongamos primero que a €s un punto de acumulacién de A.
Para todo n € N, por la Definicién 5.11, existe un s,, € A tal que s,, € E(a, 1/n).
Por el Lema 5.18, la sucesion (s,) asi construida tiene a por limite y ademds
sn € A\{a} para todo n.

Por otro lado, si existe una sucesion (s,) en A\{a} tal que lim, s,, = a, cual-
quiera que sea ¢ > 0 existe ny € N tal que si n > ng entonces s, € E(a,¢). En
particular, s,,, € A N E(a,e) y asi A n E(a,e) # &. Por la Definicién 5.11, a es
un punto de acumulacién de A. 0

El Criterio Secuencial

El concepto de limite de funcién que estamos viendo en este tema estd en
realidad muy relacionado con el ya anteriormente estudiado para sucesiones. Es-
to nos permitird en lo sucesivo aprovechar todo lo ya conocido sobre limites de
sucesiones para obtener resultados sobre limites de funciones.

Teorema 5.20 (Criterio Secuencial, para h’mitei de fugciones). Sean A c R,
f+ A— R, aun punto de acumulacion de A en Ryl € R. Son equivalentes:

(D lim,_, f(x) = L.

(11) Para toda sucesion (s,) de puntos de A\{a} tal que lim,, s,, = a se verifi-
calim, f(s,) = L.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que lim,_,, f(z) = . Por la Propo-
sicién 5.14, dadoun e > 0, existeun 6 > Otalquesiz € A n E(a, J) entonces
f(x) € E(l,¢). Sea (s,) una sucesién en A\{a} tal que lim,, s, = a. Entonces,
por la Proposicién 5.17, existe ny € N tal que s, € E(a,d) si n = ng. Esto im-
plica que f(s,) € E(l,e) si n > ng. Es decir, teniendo en cuenta de nuevo la
Proposicién 5.17, hemos probado que lim,, f(s,) = [.

Para el reciproco, supongamos que [/ no es el limite de f en el punto a. Enton-
ces, por la Pr_oposicién 5.14, existe un € > 0 de forma que, para todo > 0, existe
unz € An E(a,d) tal que f(x) ¢ E(l, ). En particular, para este ¢ > 0 fijo, dado
cualquier n € N, existe un s,, € A n E(a, 1/n) tal que s,, ¢ E(l, ). Claramente,
por el Lema 5.18, la sucesion (s,,) asi construida tiene por limite a, pero, por la
proposicion 5.14, la sucesién imagen (f(s,)) no tiene limite /. O
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Ejemplos.

1 )
= |im — no existe.
z—0

Sea f(z) = 1/x para x # 0,y sea s, = 1/n. Obviamente, la sucesién
(sn) converge a 0. Ademds, lim,, f(s,) = lim,n = co. Por otro lado, si
consideramos la sucesién ¢, = —1/n, también se tiene 1im,, ¢, = 0, pero en
este caso lim,, f(¢,) = —lim,, n = —o0.

Esto indica que el limite propuesto no existe porque, si existiera y valiera [,
el Criterio Secuencial 5.20 obligaria a las sucesiones (f(s,)) y (f(t,)) a
tener ambas limite [. Es decir, ambas sucesiones deberian tener el mismo
limite, cosa que no ocurre: una tiende a o0 y la otra a —o0.

= ]im sen % no existe.

La misma filosofia puede ser empleada para demostrar la no existencia de
este limite. Sea f(z) = sen. paraxz # 0. Sea s, = 1/nm paran € N.
Obviamente, s, — 0. Ademds, f(s,) = sen(1/(1/n7)) = sen(nm) = 0
para todo n € N. Por tanto, lim, f(s,) = 0. Por otro lado, si definimos
tn, = 1/(w/2 4+ 2nm), entonces se tiene de nuevo t, — 0, pero en esta
ocasion f(t,) = sen(w/2 + 2n7) = 1. Por tanto, lim,, f(t,) = 1.

1.5. Calculo de limites

Operaciones algebraicas
Utilizaremos a continuacidn el Criterio Secuencial para demostrar con facili-
dad reglas de manejo de limites que ya disponiamos para limites de sucesiones.

Proposicién 5.21. Sean A — R, a un punto de acumulacion de A en R, ¢ € R
yf,g: A — R. Setiene:

(1) lim, . (f(x) + g(z)) = lim,—, f(z) + lim,_, g(z) si estos iltimos limites

existen y su suma estd definida en R.
(1) lim,_,, cf (z) = clim,_, f(z), con el convenio 0 - 0 =0 - (=) = 0.

() lim, ., f(z)g(x) = lim, ., f(2) lim, ., g(z), si estos iiltimos limites exis-
ten y su producto estd definido en R.

(av) lim,, f(z)/g(x) = lim,_, f(z)/1im, ., g(), si estos iltimos limites exis-
ten 'y su cociente estd definido en R.
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Demostracion. Probaremos tan solo el primer apartado, por ser los demds simi-
lares. Supongamos que se cumple lim,_,, f(x) = [y lim,_,, g(z) = " y que la
suma [ + !’ tiene sentido en la recta ampliada. Entonces, por el Criterio Secuencial,
dada una sucesion (s,,) en A\{a} tal que s,, — a, serd f(s,) = Ly g(s,) — l',de
donde f(s,)+g(s,) — L+1'. Teniendo en cuenta de nuevo el Criterio Secuencial,
hemos probado asi que lim,_,,(f(z) + g(x)) =1+ 1'. O

Ejemplos.

lim z? = lim z - Iim 2 = a°.

r—a r—a r—a

lim(2® + 1)(2* — 4) = h’rr%(xQ +1) lfn%(:vg —4)

r—2

= (lim z? + 1)(lim z% — 4)

= ((lim 2)* + 1) ((1im x)° — 4)

r—2

= (2* +1)(2° — 4) = 20.

b =4 lim, (2% —4)
lim = — =
e=-222 +1  lim,_ (22 + 1)

4
%

Acotacion local y limite cero

Proposicién 5.22. Sean A — R, a un punto de acumulacion de A en R, y
f,9: A — R. Supongamos que:

(1) La funcion f estd localmente acotada en a, es decir, existen un 6 > 0 tal
que | f(x)| < M para todo x € A n E(a,?).

(1) lim,_,, g(z) = 0.
Entonces lim,_,, f(z)g(z) = 0.

Demostracion. Sea (s,,) una sucesion en A\{a} tal que s,, — a. Existe ny € N tal
que sin > ng entonces s,, € E(a,d). Porlaacotaciéonde f en E(a, d), esto implica
que la sucesion (f(s,)) estd acotada. Por otro lado, como lim,,_,, g(z) = 0, el Cri-
terio Secuencial 5.20 dice que lim,, g(s,,) = 0. En consecuencia, lim,, f(s,)g(s,) = 0.
Resulta asi que 1im,_,, f(x)g(z) = 0. O
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Ejemplos.
s limzsen— = 0.
x—0 €T
En efecto, lim, oz = 0y la funcién sen(1/x) estd acotada. Por tanto el
producto de ambas funciones debe tener limite nulo.

. 2 1
] l1mx(x +sen—> = 0.
z—0 x

En este caso, podemos llegar a la misma conclusion a partir del resulta-
do anterior. Observemos, sin embargo, que en este caso la funcién x? +
sen(1/z) = z? — 1 no estd acotada; pero si que estd localmente acota-
da en el 0 (lo que resulta suficiente), ya que si z € (—1,1) resulta que
1< f(z) <2

Cambios de variable
La siguiente proposicion proporciona una utilisima técnica para el calculo de
limites.

Teorema 5.23 (Cambio de variable, para limites de funciones). Sean Ay B sub-
conjuntos de R, a y b puntos de acumulacion en R de A'y B respectivamente, y
seal e R. Sean f: B — Ryu: A — R tales que u(A) c B. Supongamos que
limu(z) = b y lfrrll)f(y) =1.

y—)

Tr—a

Sib ¢ u(A), entonces lim,_,, f(u(x)) = I.

Demostracion. Sea (s,) una sucesion en A\{a} tal que s,, — a. Por el Criterio
Secuencial 5.20, dado que lim,_,, u(z) = b, serd lim, u(s,) = b. Teniendo en
cuenta que b ¢ u(A), la sucesién (u(s,)) tiene sus términos en B\{b}. Como,
ademds, lim,,_,;, f (y) = I, de nuevo por el Criterio Secuencial 5.20, tendrd que ser
1im,, f(u(s,)) = [. Teniendo en consideracién otra vez el Criterio Secuencial 5.20,

queda probado que lim,_,, f(u(x)) = L. O
Ejemplos.
= lime V7" = 0.
x—0
Basta hacer el cambio de variable ©u = —1 /xz, 0, traducido al lenguaje del
enunciado, definir la funcién u: R\{0} — R, dada por u(x) = —1/z%
Vemos que lim,_,o u(z) = —oo, de donde
Iim e~V = 1im ¢* = 0.
z—0 U—>—00
Obsérvese que en este caso 0 no pertenece a la imagen de u(z) = —1/22,

lo que nos ha permitido aplicar el Teorema de Cambio de Variable 5.23.
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= lim =22 = (.
T—0

Si hacemos el cambio de variable u = 1/x, entonces

senx

Iim = lim usen + = 0.
xr—00 € u—0 u

También en este caso se cumple que o0 no estd en la imagen de u(z) = 1/x.

Condiciones para poder aplicar el cambio de variable

Observacion. La hipétesis adicional b ¢ u(A) es suficiente, aunque no es nece-
saria para que se verifique la tesis. Bastaria también, por ejemplo, que u fuese
inyectiva (o incluso que tomase el valor b solamente un nimero finito de veces).
También bastaria que b € By | = f(b). (Como veremos més adelante, esta con-
dicién equivale a que f sea continua en b.) Sin embargo, no puede garantizarse la
validez del resultado final sin alguna condicién adicional.

Ejemplo. Considérese el caso de las funciones definidas en R por

0, y#0,
1, y=0.

Entonces f(u(x)) = 1 para todo z, y asi

limu(z) =0, lim f(y) =0, pero lim f(u(z))=1.

z—0 y—0 z—0

Podemos comprobar que el Teorema de Cambio de Variable 5.23 no funciona
en este caso porque 0 € u(R).

Algunas relaciones ttiles
A veces es util en el cilculo de limites tener en cuenta las siguientes conse-
cuencias inmediatas de la definicién de limite.

Proposicién 5.24. Sean A — R, a un punto de acumulacionde AenRy f: A — R.
(D lim,_,, f(x) =1 € R si, y solo si, lim,_,|f(xz) — | = 0.

(1) Silim,_, f(z) = [ € R, entonces lim,_,|f(z)| = |I|. El reciproco solo es
cierto, en general, cuando | = 0.

() Siae R, lim,_,, f(x) =1 € Rsi, ysolo si, lim;_,o f(a+t) = . (Esto es un
caso particular de cambio de variable.)
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1.6. Limites laterales

Puntos de acumulacién por la derecha y por la izquierda

Si en las definiciones de limites afiadimos una de las dos condiciones =z > a,
x < a, entonces se habla de limites laterales (por la derecha y por la izquierda,
respectivamente). Se emplean las notaciones lim, .+ f(z), lim,_,,~ f(x). Para
definir estos limites con precisidon necesitaremos un concepto auxiliar previo.

Definicién 5.25. Sean A c Ry a € R.

(1) Decimos que a es un punto de acumulacion por la derecha de A, si a €
(A n (a,0))". Lo escribiremos entonces a € A’, .

(11) Decimos que a es un punto de acumulacion por la izquierda de A, si a €
(AN (—o0,a)). Lo escribiremos entonces a € A’ .

(111) Decimos que a es un punto de acumulacion bildtero de A si lo es tanto por
la derecha como por la izquierda, es decir, a € A, N A”.

La idea intuitiva respecto a que un punto a sea de acumulacion por la derecha
de un conjunto A es que a tenga puntos de A arbitrariamente cerca, pero a su
derecha.

Obsérvese que un punto es de acumulacién de A si, y solo si, lo es por la
derecha o por la izquierda, es decir, A" = A” U A’,. Esto implica que un punto de
acumulacion puede ser de tres clases:

» un punto de A’ \A’,
= unpuntode A’ \A’ , o
» un punto de A, n A’ , es decir, un punto de acumulacién bildtero.

Ejemplo. Si A = [0, 1], todos los puntos de (0, 1) son puntos de acumulacién tanto
por la derecha como por la izquierda. En cambio, 0 es punto de acumulacién por
la derecha, pero no por la izquierda. 1 es punto de acumulacién por la izquierda,
pero no por la derecha.

Limites laterales

Primero enunciamos la definicién en el caso finito. La idea es que el valor de
la funcion se acerca a [ cuando nos acercamos a a, pero solo desde uno de los
lados (derecha o izquierda).

Definicion 5.26. Sean A < R, f: A — R, a € R un punto de acumulaciéon de A
yleR.
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(1) Sia e A, decimos que lim,_,,+ f(z) = [, si para todo ¢ > 0 existe un
d>0talquesize Ay0 <z —a < J,entonces |f(x) — | <e.

(1) Sia e A", decimos que lim, ., f(z) = [, si para todo ¢ > 0 existe un
d>0talquesize Ay —0 <z —a < 0, entonces |f(x) — | <e.

A continuacion, volvemos a realizar esta definicion, pero esta vez con entor-
nos, lo que nos permite ampliar el concepto también a los casos infinitos.

Deﬁni_ci()n 527. Sean Ac R, f: A—>R,ac€ R un punto de acumulacién de A
yleR.

(1) Sia € A, decimos que lim,_,,+ f(z) = [, si para todo ¢ > 0 existe un
d>0talquesiz e An E(a,d) n (a,0), entonces f(z) € E(l,¢).

(1) Sia € A", decimos que lim,_,,- f(x) = [, si para todo ¢ > 0 existe un
d>0talquesiz e An E(a,d) n(—w0,a),entonces f(z) € E(l,¢).

Limites laterales como limites ordinarios

Obsérvese que, si a € A’ entonces lim, ,,+ f(z) = lim,_, g(x), donde
9 = flan(acw) ¥» si a € A’ entonces lim,_,,- f(x) = lim,_,h(x) donde
h = f|An(—w,q)- Esto quiere decir que los limites laterales son en el fondo limites
ordinarios de funciones. En consecuencia, las propiedades basicas y métodos de
célculo existentes para los limites ordinarios son también vélidos para los limites
laterales.

Ejemplos.

s lim 22
z—0+t
Si la funcién f: R — R estd definida por f(x) = 22, entonces se tiene que
lim, o+ f(x) = lim,_,o g(x), donde g = f(0,): (0,0) — R estd definida
por g(x) = 2% Es decir, lim, o+ 2? = 1im,_,o z? = 0.

1
= lim —.
z—0t T
Definamos la funcién f: R\{0} — R por f(z) = 1/x. Tenemos entonces
que lim,_o+ f(z) = lim,_og(x), donde g = f|0,00): (0,00) — R estd
definida por g(x) = 1/x. O sea, lim, o+ f(x) = lim,_ g(x) = 0.
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Relacion entre limites laterales y limite
La principal aplicacion de los limites laterales es la siguiente:

Proposicién 5.28. Sean A ¢ R, f: A - Ry a € R un punto de acumulacion
de A.

(1) Siae A/ \A", entonceslim,_,, f(x) existe si, y solo si, existe lim,_,,+ f(x)
Y, en ese caso, ambos limites son iguales.

(1) Siae A" \A', entonces lim,_,, f(x) existe si, y solo si, existe lim,_,,- f(x)
Y, en ese caso, ambos limites son iguales.

(1) Si a € A, n A, entonces lim,_,, f(x) existe si, y solo si, existen tan-
tolim, .+ f(x) como lim,_, .- f(x)y, ademds,

lim f(x) = lim f(z).

z—at T—a~

En este caso, los tres limites coinciden.

Demostracion. Probaremos solo (I11), ya que los otros apartados son similares
(pero mds sencillos). Supongamos que lim,_,,+ f(z) = lim, .- f(x) = [. Sea
e > 0. Por ser lim,_,,+ f(x) = [, existeun , > Otalquesiz € An E(a,d;) N
(a, o0) entonces f(z) € E(l, ). Por otro lado, por ser Iim,_,,- f(x) = [, existe un
d_>0talquesiz e AnE(a,d_)n(—w0,a)entonces f(x) € £(l,c). Definamos
ahora 6 = min{d,,0_}.Sixz e An E(a,d), segiin que = sea mayor o menor que
a, tendrd que darse una de las dos posibilidades

reAn E(a,d) n(a,0) c An E(a,d;) N (a,0)

reAn E(a,d) n(—w,a) c An E(a,6_) n (—x0,a).

En cualquier de los dos casos, habrd de ser f(z) € E(l,¢). Hemos probado asi
que lim,_,, f(z) = L.

Reciprocamente si lim,_,, f(z) = [, dado ¢ > 0 existird § > 0 tal que si
r € An E(a,0), entonces f(x) € E(l,¢). En particular, si z € A n E(a,d) N
(—o0,a) debera ser entonces f(x) € FE(l,¢). Es decir, hemos demostrado que
lim, .- f(z) = [. Se prueba de forma andloga que lim,_,,+ f(z) = [. H

Ejemplos.
= La funcién signo.
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La funcién signo viene definida por

1, x>0,
sgn(z) =<0, z=0,
-1, z<0.

Como a la derecha de 0 la funcién signo siempre vale 1, se obtiene que

gclirél+ sgn(z) = ili%(sgn l0,00)) () = 3163(1) 1=1

Del mismo modo, se tiene que lim,_,o- sgn(z) = —1. Por tanto, no existe

lim, o sgn(zx).

f(z) = eY* parax # 0.

Utilizando el cambio de variable u: (0, 00) — (0, o), dado por u(x) = 1/x,
x)

y teniendo en cuenta que lim,_,o u(x) = oo, obtenemos que

lim /" = lim e'/*|( ) = lim e* = 0.
z—0+ z—0 ’ U—00

En cuanto al limite por la izquierda, si realizamos el mismo cambio de va-
riable, pero esta vez en (—0, 0), es decir, tomamos v: (—o0,0) — (—o0,0),

v(izr) = 1/x, im,_,ov(x) = —o0, u
con 1/x, tendremos ahora lim o0, con lo que
lim e"* = lim e"/*|(_0) = lim ¢” = 0.
x—0— x—0 ’ v—>—00

La conclusioén es que no existe el limite en el 0.

1
el/z 4 1°

fx) =

Tenemos, segun el ejemplo anterior,

1 1
l, - = —
B f(z) lim, .o+ e/*+1  oo+1 ’
1 1
l, = p—t = 1
i /(@) lim, ,o-e/*+1 041 ’

asi que de nuevo no existe el limite en el 0.
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Funciones monétonas y limites laterales

Vemos a continuacién que las funciones mondétonas tienen limites laterales en
todos los puntos. Esto es una variante para funciones del Teorema de la Conver-
gencia Mondtona de Weierstrass.

Proposicién 5.29. Sean A c R, f: A — R creciente y a € R.

(1) Siae€ A", entonces f tiene limite por la izquierda en a (finito o infinito) y
es

lim f(z) =sup{ f(z) |re€e An (~w,a)}.
Si, ademds, a # sup A, entonces el limite lateral lim,_,,- f(x) es finito y
se cumple la desigualdad lim,_,,— f(x) < f(y), cualquiera que sea y € A
cony = a.

(11) Sia € A, entonces f tiene limite por la derecha en a (finito o infinito) y es

lim flz)=mf{ f(z) |z e An (a,0)}.

Si, ademds, a # inf A, entonces el limite lateral lim,_,,+ f(z) es finito y
se cumple la desigualdad f(y) < lim,_,.+ f(z), cualquiera que sea y € A
cony < a.

(1) Siae AL n A, los dos limites laterales son finitos, y ademds se cumple

lim f(z) < lim f(x).

T—a~ z—at

Demostracion. Probemos primero (I). Observemos en primer lugar que en este
caso a no puede ser —oo. Definamos o« = sup{ f(z) | x € A n (—0,a)} y sea
e > 0. Sea (3 el extremo izquierdo de E(«,¢), es decir, definimos = o — ¢ si
a € Ry = 1/esia = oo.Por la definicién de o como supremo, y teniendo en
cuenta que 5 < «, existe algin r € An (—o0,a) tal que f(r) > . Elijamos ahora
0 > 0tal que E(r,6) n E(a,0) = @ (y por tanto r ¢ E(a,d)). Observamos que
si z € E(a,d) necesariamente ha de ser z > r. (De no ser asi, seria x < r < a,
y como E(a,d) es un intervalo, y x,a € E(a, ), obtendriamos que r € E(a,d),
lo que es una contradiccién.) Por tanto, si x € A n E(a,d) n (—o0, a), tendremos
r < z,dedonde 8 < f(r) < f(xz) < a, por ser f creciente. En consecuencia,
size An E(a,d) n (—0,a) entonces f(x) € E(a,e). Hemos probado de esta
manera que lim,_, .+ f(z) = a.

Algo que deducimos de lo que acabamos de probar es que, al ser este limite por
la izquierda igual a un supremo, podrd ser co 0 un nimero real, pero nunca —oo.
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Si, ademads, a # sup A, fijemos un y € A tal que a < y. Entonces para todo
x e An (—mw,a) setiene z < y, asi que f(z) < f(a). De aqui que

lim f(z) = sup{f(z) [z € An (=2,a)} < f(y).

r—a
Esto nos indica que 1im,_,,- f(z) # 0, asi que el limite por la izquierda es en
este caso finito.

La demostracion de (1T) es andloga.

En cuanto a (I11), observemos en primer lugar que un punto de acumulacion
bilatero de A no puede ser inf A ni sup A. Por tanto, los apartados anteriores nos
dicen que en este caso ambas derivadas laterales son finitas. Ademas, emplean-
do (1), para todo y € A n (a) deberd cumplirse que lim, - f(x) < f(y).
Empleando ahora (11) se obtiene que

Iim f(x) <inf{f(y) |ye An(a,0)}} = lim f(x). O

T—a~ z—at

La variante para funciones decrecientes, que enunciamos a continuacion, se
demuestra de igual manera.

Proposicién 5.30. Sean A c R, f: A — R decreciente y a € R.

(1) Sia e A", entonces f tiene limite por la izquierda en a (finito o infinito) y
es

lim f(z) =mf{ f(z) | xe An (—w,a)}.

Tr—a—

Si, ademds, a # sup A, entonces el limite lateral lim,_, .- f(z) es finito y
se cumple la desigualdad lim,_, .- f(z) = f(y), cualquiera que sea y € A
cony = a.

(1) Sia e A, entonces [ tiene limite por la derecha en a (finito o infinito) y es
lim, f(z) =sup{ f(x) |z e An (a,0)}.

Si, ademds, a # inf A, entonces el limite lateral lim,_, .+ f(x) es finito y
se cumple la desigualdad f(y) = lim,_, .+ f(x), cualquiera que sea y € A
cony < a.

(1) Siae A" n A, los dos limites laterales son finitos, y ademds se cumple

lim f(z) > lim f(z).

r—a~ rz—at
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Funciones monétonas sobre intervalos y limites laterales

En el caso particular en que el dominio de nuestra funcién monétona es un
intervalo, aplicando los resultados anteriores observamos que la situacién es par-
ticularmente sencilla.

Corolario 5.31. Sea I un intervalo con extremos a,b € R, donde a < b. Si la
funcion f: I — R es mondtona, entonces los dos limites laterales de f existen
en todos los puntos de (a,b), y ademds son finitos. En los extremos del intervalo,
nuestra funcion f tiene un solo limite lateral (que puede o no ser finito).

1.7. Limites de funciones elementales

Limites habituales

(1) Si f(x) representa una cualquiera de las funciones e”, log z, senz, cosz,
tan x, arcsen x, arc cos x, arc tan x, ", entonces

lim f(2) = f(a).

r—a

(1Ir) Otros limites son los siguientes:

Iim ¢ =0 lim e* = w0
Tr——00 Tr—0
lim logx = —o0 lim logz = o
rz—0t T—00
Iim tanxz = w0 Iim tanz = —
x—(m/2)~ z—(—7/2)F
e 7-‘- s 7r
lim arctanxz = —— lim arctanz = —
r——00 2 T—0 2
lim z" =0 lim 2" = o (r>0)
z—0t T—00
lim z" = oo lim 2" =0 (r <0)
z—0t T—00

() Si f(z) = a,x" +a,_12" 1+ -+ ag es un polinomio (conr € Ny a, # 0),

entonces
lim f(z) = oo, si a, >0,
T—00
lim f(x) = —o0, si a, <0.
Tr—00
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Orden de infinitud
Se tiene el siguiente orden de infinitud, donde a > 0y b > 1:

logr « 2% « b* < x”, (x — 0).
Aqui, “f(x) « g(x)” cuando x — oo significa que

lim @ = 0.

z—0 g(x)

Funciones equivalentes

Definicion 5.32. Sean A — R, a € R un punto de acumulaciénde A,y f,g: A —
R. Decimos que f es equivalente a g cuando x tiende a a, y escribimos

fx) ~g(x)  (z—a)

si se verifica lim,_,,, % =1.

N>

Los resultados sobre sucesiones equivalentes se trasladan sin dificultad a fun-
ciones equivalentes.

Equivalencias habituales

(1) Equivalencia de infinitésimos: cuando = — 0,

e —1~zx log(l+2) ~x (14+2)*—1~ax
senx ~ x 1 —cosx ~ 2?/2 tanz ~
arcsenT ~ arctanz ~

(11) Equivalencia de infinitos: Sea p(x) = a,z" + a,_ 2" !

a, # 0. Cuando z — o0,

+ -+ + ap, con

p(z) ~ apa”

logp(x) ~rlogz, sia> 0.

La justificacion de estas equivalencias se dard mas adelante.
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1.8. Limites y desigualdades
Limite y orden

Proposicion 5.33. Sean A < R, a € R un punto de acumulacionde A,y f: A — R,
tal que lim,_,, f(x) = [ € R. Se tiene:

(1) Dado c < I, existe un § > 0, tal que
c < f(z) para todo x € A n E(a,d).

En otras palabras, cuando el limite de f en a es menor que c, también la
funcion [ se mantiene menor que c en los alrededores del punto a (aunque
quizd no el mismo punto a).

(I1) Dado ¢ > 1, existe un 6 > 0, tal que
c> f(x) para todo © € A n E(a, ).

En otras palabras, cuando el limite de f en a es mayor que c, también la
funcion f se mantiene mayor que c en los alrededores del punto a (aunque
quizd no el mismo punto a).

Demostracion. Probaremos (1) por reduccion al absurdo. Supongamos que no se
cumple. Entonces, para todo n € N, existird s,, € An E(a, 1/n) tal que f(s,) < c.
Por el Lema 5.18, estd claro que s,, — a; pero también estd claro que f(s,) = [,
en contradiccién con el Criterio Secuencial 5.20. [

Corolario 5.34. Sean A c R, a € R un punto de acumulacionde A,y f,g: A — R,
tales que lim,,_,, f(z) =1l e Rylim,_,, g(z) = l' € R. Se tiene:

(1) Sil >0, existe un 6 > 0, tal que

f(x) >0 para todoa:eAmE(a,5).

(1) Sil < 0, existe un 6 > 0 tal que

flz) <0 para toa’oxeAmE(a,(S).

(rir) Sil < U, existe un 6 > 0, tal que

f(z) < g(x) para todo © € A n E(a, 0).
Observacion. En los dos resultados anteriores no se puede cambiar < por <.
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Monotonia del limite

Corolario 5.35. Sean A c R, a € R un punto de acumulacionde Ay f,g: A —
R funciones para las que lim,_,, f(x) =1 € Rylim,_,, f(z) = I’ € R. Si existe
algiin 6 > 0 tal que

f(z) < g(x) para todo z € A n E(a,6),
entonces | <.

Observacion. En el resultado anterior, no se puede cambiar < por <. Obsérvese
que 0 < 1/n para todo n, pero al pasar al limite, obtenemos 0 = 1im,, 1/n.

Teorema del Bocadillo

Proposicién 5.36. Sean A < R, a € R un punto de acumulacion de A y
f,9,h: A — R funciones tales que

(I) Existe un § > 0 de modo que f(x) < g(z) < h(x) para todo x € A n
E(a,9).

(1) lim,_,, f(z) =lim,_, h(z) =l R.
Entonces lim,_,, g(x) = I.

Demostracion. Basta aplicar el Criterio Secuencial 5.20 y el Teorema del Boca-
dillo para sucesiones 4.16. ]

El Criterio de Comparacion
Para limites infinitos tenemos también lo siguiente:

Proposicién 5.37. Sean A — R, a € R un punto de acumulaciénde Ay f,g: A —
R funciones tales que existe un 6 > 0 tal que

f(x) < g(x)  paratodox e An E(a,d).
Entonces
(D Silim,_,, f(x) = oo, también se tendrd lim,_,, g(z) = 0.
(1) Silim,_,, g(x) = —o0, también se tendrd lim,_,, f(x) = —o0.

Demostracion. Apliquese el Criterio Secuencial 5.20y el Criterio de Compara-
cion para sucesiones 4.40. [
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1.9. La condicion de Cauchy para funciones

El Criterio de Cauchy para funciones

Teorema 5.38 (Criterio de Cauchy). Sean A — R, a € R un punto de acumulacion
de Ay f: A — R Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f tiene limite finito cuando x tiende al punto a.

(11) Se cumple la Condicion de Cauchy: Paratodo ¢ > ( existe un 6 > 0 tal que,
cualesquiera que sean v,y € A n E(a,0), se verifica | f(z) — f(y)| < e.

(1) Para toda sucesion (s,) de puntos de A\{a} tal que lim,, s,, = a se verifica
que la sucesion (f(s,)) es de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que se cumple la condicidn (1) y veamos que se cum-
ple (). Sea lim,_,, f(z) = [ € R. Dado ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si
re An E(a,d), entonces f(x) € E(l,/2), es decir, | f(x) — [| < £/2. Por tanto,
cualesquiera que sean x,y € A n E(a, §), debera tenerse

@)= F@) <1f@) =+ 1= )] < 5 +5 =e,
que es lo que se afirma en (11).

Comprobemos a continuacion que si se cumple (I1) también se cumple (I11).
Sea e > 0. Si se cumple (11), existe un 6 > 0 tal que si x,y € An E(a, d) entonces
|f(x) — f(y)| < e. Sea (s,) una sucesién en A\{a} tal que s,, — a. Entonces
existe un n tal que si n = ng se cumple s,, € E(a, ). Sean m,n = ny. Entonces
Sm, Sn € E(a, ), de donde | f(s,,) — f(sn)| < e. Es decir, la sucesién (f(s,)) es
de Cauchy.

Por tdltimo, probaremos que la condicién (111) implica la condicién (1). Da-
da una sucesién (s,) de puntos A\{a} tal que lim, s, = a, como la sucesién
(f(s,)) es de Cauchy tendrd un limite [, posiblemente distinto para cada sucesién
(s,) elegida. Segiin el Criterio Secuencial 5.20, para completar la demostracion
serd suficiente que probemos que lim,, f(s,) es el mismo para todas las sucesio-
nes (s,).

Sean, pues, (t,) y (u,) sucesiones de puntos de A\{a} tales que lim, ¢, =
lim, u,, = a, y sean !’ = lim,, f(t,), " = lim,, f(u, ). La sucesion (s, ) definida
por So,—1 = tp, So, = u, sigue siendo una sucesién de puntos de A\{a} con
lim,, s,, = a, luego (f(s,)) serd una sucesién convergente. Si [ es su limite, como
(f(tn))y (f(uy)) son subsucesiones suyas, deberd cumplirse I = " = . O
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1.10. Limites de restricciones y extensiones de funciones
Limite a través de un conjunto

Proposicion 5.39. Sean AcR, f: A—>R ac€ R un punto de acumulacion de A
yleR.

(1) Si B c A ace€ B,g = flgylim_,f(x) = I, también serd
lim,_,, g(z) = L.

(11) En el caso particular en que B > A n E (a,m) para algiin n > 0, enton-
ces lim,_,, f(x) = [ si, y solo si, lim,_,, g(x) = L.

(1r1) Supongamos que A = AU Asu---UA,,yac€ A;,j =1,2,...,m. Side-
finimos f; = f|a,, entonces lim,_, f(x) = [ si, y solo si, lim,_,, f;(x) =1
paratodo j =1,2,... m.

Demostracion. Probemos (1). Si lim,_,, f(z) = [, dado un ¢ > 0, existird un
0 > Otal que f(z) € E(l,e) siz € An E(a,d). Como B = Ay g coindice con f
sobre B, siz € Bn E(a,d), también serd x € An FE(a,d), asi que g(z) = f(x) €
E(l,¢). Hemos probado asi que lim,_,, g(x) = I.

Para demostrar (11), sea > 0 como en el enunciado, y supongamos que
lim,_,, g(x) = I. Sea € > 0. Existird un §; > 0 tal que g(v) € E(a,c)siz e B n
E(a, 6,). Definamos 0 = min{n, 6,}. Siz € A n E(a,d),serdz € An E(a,n) N
E(a,0,) € B n E(a,d;), de donde (teniendo en cuenta que f y g coinciden
sobre B) serd f(x) = g(x) € E(l, ). En consecuencia, lim,_,, f(z) = [.

Para probar (111), bastard probar la implicacion reciproca, ya que la implicacién
directa es un caso particular de (1). Supongamos, pues, que lim,_,, f;(z) = [ para
todo j = 1,2,...,m. Seae > 0. Para cada j, existe un §; > 0 tal que f;(x) €
E(l,e)siz e A; n E(a,d;). Definamos § = min{d;, ds, . .., d,,}. Supéngase que
ze€ An Ela,d).Como A=A UAyU---U Ay, setdz € A; 0 E(a,d)
A; ~ E(a, ;) para algin j. Por tanto, f(z) = f;(x) € E(l,¢). De esta manera,
hemos obtenido que lim,_,, f(x) = [. O

Notacion. Suele escribirse

lim f(z) en lugar de lim f|p(x).

zeB

Se lee “Limite de f(z) cuando z tiende a a a través de B”.

Observacion. Consideremos una funcioén f: A — Ry a e A, entonces

i f(x) =l f(),  lm f(r)= lim ()
roan zEAN(—00,a) s—at z€ANn(a,0)

Hagamos notar que el apartado 5.39 (111) dice en este caso lo mismo que 5.28.
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Ejemplos.

= Consideremos la funcién “peine” de Dirichlet, definida en todo R por

)L, e,
o {y Tod

Todo a € R es punto de acumulacién tanto de @ como de R\Q. Utilizando
el método expuesto en el resultado anterior, podemos mostrar facilmente
que f carece de limite en a. En efecto,

lim f(z) =lim1=1,  lim f(z) = lim 0 = 0.

zeQ z¢Q

s Sea ahora
_Jz, zeQ,
m_{Q 1o

En esta ocasion, tenemos

Iim f(z) = limz = q, Iim f(z) = lim 0 = 0.

zeQ z¢Q

Esto quiere decir que el limite de f en a existe si a = 0. En los demas
puntos no existe limite.

» Por dltimo, sea

x, xeQn|0,0),
reQn (—x,0),
z®,  xe (0,0)\Q,
-3, x e (—mw,0)\Q.

Para abreviar, escribamos A; = Q n [0,0), Ay = Q N (—,0), A3 =
(0,0)\Q y Ay = (—0,0)\Q. Sea a € R. Para estudiar la existencia del
limite 1im,_,, f(x), habrd que distinguir btres casos: a < 0,a >0y a =0

Caso a < 0. Por (11) del Teorema 5.39, se cumplira lim,_,, f(z) = [ si, y
solo si, se cumple 1im,_, 4 ze(—o0,0) f(2) = [. Obsérvese que (—0,0) = Ay U
A4y que a es punto de acumulacién tanto de A, como de Ay. Aplicando
(111) del Teorema 5.39, nos bastara ver si existen y coinciden los limites de
f através de As y de A4. Tenemos que

lim f(z) = im0 = 0,

T—a T—a
l‘GAQ
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mientras que

. e 3\ _ 3
lim J (x) = lim(~a") = ~a".
$€A4

Por tanto, vemos que ambos limites tienen siempre valores diferentes y lle-
gamos a la conclusion de que en este caso no existe lim,_,, f(z).

Caso a > 0. Consideraciones similares a las del caso anterior nos per-
miten considerar solamente los limites a través de A; y de As. Tenemos
que

lim f(z) = limz = q,

T—a T—a
JJEAl

mientras que

y T 2 2
glclgcllf(x)—il_rga: =a”.
w€A3

Por tanto, para que f tenga limite en a en este caso es necesario y suficiente
que a® = a, es decir, que @ = 1. Si esto se cumple, obtenemos que

lim f(x) = 1.

Z—)l

Caso a = (0. Observamos que R = A; u Ay U A3 U A4y que 0 es punto
de acumulacion de los cuatro conjuntos, por lo que en este caso deberemos
considerar cuatro limites. Obtenemos

lim f(z) = limz = 0,

z—0 z—0

I€A1

lim f(z) = lim 0 = 0,
z—0 z—0

Z'EAQ

lim f(z) = lim 2% = 0,
z—0 z—0

.TEAg

lim f(z) = lim(—2%) = 0.
z—0 z—0

$€A4

Como los cuatro limites coinciden, deducimos que existe el limite en 0 y

lim f(z) = 0.

z—0
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2. Funciones continuas

2.1. Definicion de continuidad
- Qué es una funcion continua?

Definicion 5.40. Sean A — Ry f: A — R. Se dice que f es continua en el punto
a € Asiparatodo e > 0 existe 6 > 0 tal que para cualquier z € A con |z —a| < 0

es |f(z) — fla)] <e

Definicion 5.41. Sean A < Ry S < A. Se dice que f: A — R es continua
en el conjunto S si f es continua en todos los puntos de S. Si S = A, decimos
simplemente que f es continua.

Caracterizacion de la continuidad mediante limites
La siguiente caracterizacion es inmediata a partir de las definiciones de limite
y funcién continua.

Proposicion 5.42. Sean Ac R, f: A—>Ryace A

(1) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a (no importa
como sea f).

(11) Si a es un punto de acumulacion de A, entonces f es continua en a si, y solo

si, existe lim,_,,, f(z) y es igual a f(a).

Algunas funciones continuas
Ejemplos.

» La funcién identidad, f(z) = x, es continua.

= La funcién valor absoluto, f(z) = |x|, es continua.

= Las funciones e*, log x, sen x, cos x, tan x, arcsen x, arc cos x, arc tan z,
2", son todas ellas continuas en sus respectivos dominios de definicion.

» La ‘funcion “peine” de Dirichlet,
(@) 1, sizeQ,
x) = .
0, siz¢Q
no es continua en ningun punto.

En efecto, si a € R, se tiene que a € Q n (R\Q), y ademds
lim,_,, eq f(z) = 1, mientras que lim,_,, ,¢q f(x) = 0. Por tanto, no
existe lim,_,, f(z).
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= La funcién f: R — R dada por
x, sizeQ,
flz) = .
0, sizxgQ
es continua en el 0, pero discontinua en los demés puntos.
» Lafuncién f: R — R dada por
1 .
sen=, six #0,
) = T
/(@) {O, siz =0
no es continua en 0.

En efecto, ya vimos que esta funcién no tiene limite en el 0.

= Lafuncién f: R — R dada por
rseni. siz#0
x — x? )
/(@) {O, siz =0
es continua en 0.

Ello es debido a que la funcién identidad es continua en 0, mientras que
sen(1/z) es acotada. En consecuencia,

1
lim f(x) = h’n%):vsen— =0 = f(0).
r—> X

z—0
» La funcion de Thomae, definida en [0, 1] por
1, z=0,1
f(.]?) =40, ¢ Q7
%, r==% pgeN, mecd(pq) =1
tiene limite 0 en todos los puntos de [0, 1]. En consecuencia, es continua en
los irracionales, y discontinua en los racionales.

Sea e tal que 0 < € < 1. Entonces el conjunto de los elementos cuya imagen
es mayor o igual que ¢ es el conjunto

1
E = {B ’p7qu7 _287 p<q}u{071}7
q q
que claramente es un conjunto finito. Dado a € [0, 1], definamos
d =min{ |z —a| | x € E\{a}} > 0.

Si0 < |x —a| < 6, entonces x ¢ F, de donde 0 < f(z) < . Hemos
probado asi que lim,_,, f(x) = 0.
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El Criterio Secuencial de Continuidad

Como consecuencia de la Proposicién 5.42 y el Criterio Secuencial 5.20, ob-
tenemos la siguiente caracterizacion de la continuidad en un punto:

Proposicion 5.43 (Criterio Secuencial, para funciones continuas). Sean A c R,
f: A— Ryace€ A Las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

(1) f es continua en a.

(11) Si (s,) es una sucesion de puntos de A convergente al punto a, entonces la
sucesion (f(sy,)) converge a f(a).

La segunda afirmacién de la proposicién anterior se puede escribir asi:
lim,, f(s,) = f(lim,s,). O sea, el resultado anterior nos dice que las funcio-

nes continuas son aquellas que son capaces de conmutar con el limite (cosa que
ya sabiamos que ocurria para algunas funciones, como e”, sen x, |x|, etc.).

Propiedades algebraicas de las funciones continuas

Proposicion 5.44. Sean Ac R, f,g: A —> R, ae€ A, ce R, ysupongamos que f
y g son continuas en a. Entonces,

(1) f + g es continua en a.
(I1) cf es continua en a.
(1) fg es continua en a.

(tv) Sig(a) # 0, f/g es continua en a.

Composicion de funciones continuas

Proposicion 5.45. Sean A, B c R, f: A > R, g: B —> R, a € A, y suponga-
mos que f(A) < B. Si f es continua en a'y g es continua en f(a), entonces la
composicion g o [ es continua en a.

Demostracion. Sea (s,,) una sucesion en A tal que lim,, s,, = a. Por ser f continua
en a, serd 1im,, f(s,) = f(a). Como también g es continua en f(a), tendrd que
ser lim,, (g o f)(s,) = lim,, g(f(sn)) = g(f(a)) = (g o f)(a). Por tanto, g o f es
continua en a. O
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Supremo e infimo de funciones continuas

Proposicion 5.46. Sean A R, f,g: A —> R, a€ A. Si fy g son continuas en a,
también lo son sup(f, g) e inf(f, g).

Demostracion. Es féacil comprobar que

sup(f,g) = T2 g

ftg—|f—4
_ > _

Ejemplo. Utilizando las reglas anteriores, es facil ver que la funcién

N

x4 + sen? x

fx) =

es continua en R\{0}.

En efecto, z° es una funcién continua por ser el triple producto de la funcién
identidad, que es continua. Por tanto, también lo es la funcién 1 + 22, como su-
ma de funciones continuas. Al componer con la raiz quinta, que es una funcién
continua, obtenemos que el numerador v/1 + x? es una funcién continua. Por otra
parte, también la funcién z* es continua. Lo mismo podemos decir de la funcién
sen z, asi que su cuadrado sen? x resulta ser continuo. De esta forma obtenemos
que el denominador 2% + sen?  es una funcién continua. Como ademds no se anu-
la en R\{0}, concluimos que la funcién f, que es cociente de funciones continuas
en R\{0} con denominador no nulo, es a su vez continua en R\{0}.

2.2. Teoremas fuertes de continuidad

El Teorema de Weierstrass

Teorema 5.47 (de Acotacién, de Weierstrass). Sea f una funcion continua defini-
da sobre un intervalo cerrado y acotado |a,b] (donde a,b € R, a < b). Entonces
f alcanza un valor minimo y un valor mdximo, es decir, existen puntos r, s € |a, b}
(no necesariamente tinicos) tales que para todo x € [a,b] es f(r) < f(x) < f(s).
En consecuencia, f es acotada.

Demostracion. Sabemos que la imagen de f tiene supremo e infimo (aunque pue-
den ser infinitos). Sean

M = sup{f(z) | = € [a, b]}, m = inf{f(x) | z € [a, b]}.

Tendremos que probar que M y m son maximo y minimo, es decir, que estos
valores se alcanzan en ciertos r, s € [a, b].
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Sea u,, el extremo izquierdo del intervalo £V, 1/n), es decir,

1 M < x,
— n
Up =
n, M = 0.

Obviamente, lim,, u,, = M. Por la definiciéon de supremo, para cada n € N existe
algin s,, € [a,b] tal que u,, < f(s,) < M y por tanto f(s,) € E(M,1/n). En
consecuencia, lim,, f(s,) = M. Como la sucesion (s,) estd acotada, tiene una
subsucesion (s;,) convergente a un cierto s € [a, b]. Por una parte, la funcién f
es continua en todos los puntos de [a, b]; por otra, (f(s;,)) es una subsucesién de
(f(sn)). Se deduce que f(s) = lim,, f(s;,) = M. Obsérvese que hemos probado
de paso que M es finito. De manera andloga se prueba que m es finito y que existe
r € |a,b] tal que f(r) = m. O

El Teorema de Bolzano

Teorema 5.48 (de los Ceros). Sea f: [a,b] — R una funcion continua (donde
a,b € R, a < b). Supongamos que f(a)f(b) < 0. Entonces existe ¢ € (a,b) tal

que f(c) = 0.

Demostracion. Sea, por ejemplo, f(a) < 0 < f(b). Veamos mediante induccién
completa que podemos construir sucesiones (z,,), (y,), tales que

<2 <Ty< <Ly <Yp <<y <D,

b—a
DA
Para ello, comencemos tomando z; = (a + b)/2. O bien f(z;) < 0, o bien

f(z1) > 0. En el primer caso, hagamos z; = z, y; = b; en el segundo caso
hagamos z; = a, y; = 2;. En ambos casos, resultaa < x1 < y; < b,y — 21 =

(b—a)/2, f(z1) <0, f(y1) > 0.
Supongamos construidos 1, ..., Ty, Y1, - .., Yn, de manera que

Yn — Ty = f(z,) <0, f(y,) >0 paratodone N

<2 <Ty< - <Ly <Yp <<y <D,

b—a :
yj—l'jZT, f(x])é(), f(y])>0 (]:17an)

Tomamos entonces z,+1 = (2, + ¥,)/2. O bien f(z,.1) < 0, 0bien f(z,.1) > 0.
En el primer caso, hagamos x,, .1 = 2,41, Yn+1 = Yn; €n el segundo caso, hagamos
Tpal = Tn, Yns1 = 2,. En ambos casos resulta

agl‘l<x2<"'<$n<$n+1<yn+1<yn<"'<y1<ba
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b—a
Ynte1 = Tna1 = 55T f(xni1) <0, f(Yns+1) > 0.

Las sucesiones (x,,) e (y,) son ambas monétonas (una es creciente y la otra,
decreciente) y ademds son acotadas, ya que toman sus valores en [a, b]. Por tanto
ambas convergen. Sea ¢ = lim,, x,,. Por fuerza ha de ser ¢ € [a, b]. Como lim,, (y,,—
x,) = lim, (b — a)/2" = 0, resulta que lim,, y,, = lim,, x,, = c.

Puesto que para cadan € Nes f(z,) < 0, f(y,) > 0, usando la continuidad
de f en c se deduce finalmente que

fle) =1lim f(z,) <0, f(e) =1lim f(y,) >0,

o sea, f(c) = 0 (lo que garantiza ademas que a # ¢ # b). O

Teorema 5.49 (de los Valores Intermedios, de Bolzano). Sean I un intervalo y
f: I — R continua. Entonces f tiene la propiedad de los valores intermedios:

sia,b e I, a < by \estd entre f(a)y f(b), es decir, f(a) < A < f(b) o
f(b) < XA < f(a), entonces existe al menos un c € (a,b) tal que f(c) = \.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema de los Ceros 5.48 a la funcién g(z) =
f(z) — Xen el intervalo [a, b]. O

Algunas aplicaciones del Teorema de Bolzano
Corolario 5.50. Sean I un intervaloy f: I — R continua.

(1) Si A € Res tal que inf f(I) < A < sup f(I), entonces existe al menos
unce I tal que f(c) = A\

(11) Si I es cerrado y acotado, y \ € R es tal que inf f(I) < A\ < sup f(I),
entonces existe al menos un c € [ tal que f(c) = .

Demostracion. Para el apartado (1), escojamos «, 5 € [ tales que inf (/) <
fla) < A < f(B) < sup f(I). (Estos elementos existen por la definicién de
inf f(I) y sup f(I).) Por el Teorema de Bolzano existird entonces ¢ € («,[3)
(oce (B,a)) tal que f(c) = A.

Para el apartado (11), observemos que, en este caso, por el Teorema de Aco-
tacion de Weierstrass 5.47, inf f(I) y sup f(I) también son imagen de algtn ele-
mento de /. U

Una consecuencia inmediata del Corolario 5.50 es la siguiente:

Corolario 5.51 (Teorema de Preservacion de Intervalos). Sean I un intervalo y
f: I — R continua. Entonces
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(1) f(I) es un intervalo.
(11) Si, ademads, I es cerrado y acotado, entonces f(I) es cerrado y acotado.

Ejemplos. Si el intervalo de definicion es cerrado y acotado, el corolario anterior
nos dice que la imagen serd también un intervalo cerrado y acotado. Si al intervalo
de definicion le faltan alguna de estas condiciones, no podemos saber nada sobre el
tipo al que pertenece el intervalo imagen, como muestran los siguientes ejemplos:
1
= f:(0,1) =R, fz) = —.
Mientras que (0, 1) es un intervalo abierto y acotado, su imagen f((0,1)) =
(1, 00) sigue siendo abierto, pero no es acotado.
1
= fi[l,0) =R, f(z) =~
[1,00) es cerrado (pero no acotado). Su imagen f([1,0)) = (0, 1] es acota-
do pero no cerrado.

» f:(0,21) = R, f(z) = senuz,

El intervalo (0, 27) es abierto, pero su imagen f((0,27)) = [—1, 1] es ce-
rrado.

Algunas aplicaciones del Teorema de Bolzano

Corolario 5.52 (Teorema del Punto Fijo, de Brouwer). Toda aplicacion continua
de un intervalo cerrado y acotado I en si mismo tiene un punto fijo, es decir,
existe c € 1 tal que f(c) = c.

Demostracion. Seal = [a,b].Si f(a) = ao f(b) = b, hemos terminado. En caso
contrario, definamos g: I — R por g(x ) f(x) — z. Entonces, g es continua.
Ademds, g(a) = f(a) —a > 0y g(b) = f(b) — b < 0. En consecuencia, existe
ce€ (a,b)tal que g(c) = f(c) —c=0. O

El siguiente resultado ya se probd anteriormente, pero a continuacién damos
una prueba mucho maés sencilla basada en el Teorema de Bolzano.

Corolario 5.53 (Existencia de raices n-ésimas). Dado n € N, todo A > 0 tiene
una rdiz n-ésima positiva. Es decir, existe algiin ¢ > 0 tal que c" = \.

Demostracion. Sea f: (0,00) — R dada por f(x) = 2™. Entonces f es creciente
y continua. Ademds, lim,_o f(z) = 0y lim,_ f(x) = oo. Esto implica que

int/((0.2)) = 0y sup J((0.2) = iy s 0 (0.2) < 1 < up F((00)
De esta manera, tiene que existir ¢ € (0, 00) tal que f(c) = A. O
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El Teorema de Bolzano es especialmente titil para demostrar la existencia de
soluciones de una ecuacion (incluso muy complicada).

Ejemplo. La ecuacion
1, 217 + sen*

1+ 22 =M

tiene solucion.
Para probarlo, definamos

a1 217+ sen'z
+ —
1+ a2

fx) =

Esta funcion esta definida en todo R y es facil ver que es continua. Ademas, dado
que la funcién 217 + sen z estd acotada y

. 1
xlirilw 1422 =0,

obtenemos que

217 +sen*z
lim ——— =0,
x—+0 1+ 22
de donde
lim f(z) = y lim f(z) = —c0.
T—0 T——00

Esto indica que f debe tomar todos los valores reales; en particular, existe c € R
tal que f(c) = 14.

2.3. Funciones inyectivas y continuas

Funciones inyectivas y funciones monétonas

Una funcién estrictamente mondtona es siempre inyectiva. El reciproco no es
cierto en general, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sea f: [0,1] — [0, 1], definida por

r+1/2, 0<z<1/2
fle)=<2z—-1/2, 12<z<]1,
1

) r =1

Entonces f es biyectiva, pero no es mondtona.
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Funciones inyectivas y continuas

La situacién cambia bastante cuando nos limitamos a considerar solo funcio-
nes continuas, segiin vemos en el siguiente teorema, que probaremos utilizando
un resultado auxiliar.

Lema 5.54. Sea f una funcion continua e inyectiva en un intervalo 1. Sean
z,y,z € I tales que v < y < z. Entonces f(x) < f(y) < f(2) o f(z) =

fy) = f(2).

Demostracion. Si x = y la tesis es trivial, ya que entonces solo caben las posi-
bilidades f(z) = f(y) < f(z2) o f(z) = f(y) = f(2). Es igualmente trivial si
y = z. Por tanto, supondremos que r < y < z. Obseérvese que en este caso los
tres valores f(z), f(y) y f(z) deben ser diferentes.

Supongamos que no es f(z) < f(y) < f(z) ni f(z) > f(y) > f(2). Solo
caben entonces los cuatro casos siguientes:

M fly) < fl2) < f(z), ) f(z) < f(2) < f(y),
) fly) > fx) > f(z), V) f(x) > f(z) > f(y).

Los cuatro casos son imposibles, lo cual comprobaremos solo en el primero
de ellos. (La comprobacién para los otros tres es andloga.) En efecto, supongamos
que f(y) < f(x) < f(z). Por el Teorema de Bolzano 5.49, existe ¢ tal que
y<c<zy f(c) = f(x). Pero entonces x < cy f(z) = f(c), en contradiccién
con la inyectividad de f. O]

Teorema 5.55. Sea f una funcion continua e inyectiva en un intervalo 1. Entonces
f es estrictamente mondtona.

Demostracion. Supongamos que f no es estrictamente decreciente. Existirdn cier-
tos a,b € I talesque a < by f(a) < f(b). Como f es inyectiva, se deduce
que f(a) < f(b). Vamos a probar que f es estrictamente creciente, es decir, que
fl@) < fly)siz,yelyx <y.

Pueden darse entonces varios casos, segin la posicion de x € y con respecto a a
y b:

(I) x <y<a<b PorellLema5.54, aplicado a y < a < b, solo puede darse
fly) < f(a) < f(b) o f(y) = f(a) = f(b). La segunda posibilidad no
puede darse, ya que f(a) < f(b), asi que concluimos que f(y) < f(a) <
f(b). En particular, f(y) < f(b). Apliquemos ahora de nuevo el Lema 5.54
ax <y <b,ysolopuede ser f(z) < f(y) < f(b) o f(z) > f(y) > f(b).
Como ya hemos visto que f(y) < f(b), obtenemos que el segundo caso es
imposible, de donde f(z) < f(y) < f(b) y por tanto f(x) < f(y).
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() z <a<y<b PorellLema5.54, tendrd que ser f(a) < f(y) < f(b), asi
que f(a) < f(y). Aplicandolo de nuevo, obtenemos que f(z) < f(a) <

F(y). Por tanto, f(x) < f(y).

() z <a<b<y. ElLema5.54nosdiceque f(a) < f(b) < f(y). También
nos dice que f(x) < f(b) < f(y). En consecuencia, f(z) < f(y).
a)

(IvV) a < x <y < b. Laaplicacion del Lema 5.54 nos da que f

(
f(b) y por tanto f(a) < f(x). También nos da que f(a) < f(z
En particular, f(z) < f(y).

< f(z) <
) <

).

(V) a <z <b<y. Obtenemos primero que f(a) < f(b) < f(y), y después
que f(z) < f(b) < f(y). asique f(z) < f(y).

(VD) a <b<x <y. Debeser f(a) < f(b) < f(x)y por tanto f(b) < f(z) <
f(y). En particular, f(z) < f(y). O

Inversas de funciones continuas
Vamos a ver que la inversa de una funcién inyectiva y continua es siempre
continua. Para ello, probaremos un resultado previo.

Lema 5.56. Una funcion estrictamente mondtona definida sobre un intervalo es
continua si, y solo si, su imagen es también un intervalo.

Demostracion. Sea f una funcion estrictamente creciente (si es estrictamente de-
creciente, la demostracidn es similar) definida sobre un intervalo I,y sea J = f([I).
Evidentemente, si f es continua, ./ es un intervalo.

Reciprocamente, supongamos que .J es un intervalo, y probemos que f es
continua.

Sea c € 1. Por la Proposicion 5.29,

Tim f(x) < f(¢) < lim f(z).
(Esto, en caso de que ¢ no sea uno de los extremos del intervalo; si lo es, la
demostracién se reduce a tomar el dnico limite lateral que tenga sentido.)

Se trata de probar que las dos desigualdades son igualdades. Supongamos que,
por ejemplo,

lim f(z) < f(c).

r—Cc

(Para la otra desigualdad se procede de manera similar.) Elijamos cualquier A tal
que
Iim f(z) <X < f(c).

r—Cc
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Entonces, para todo x € I con x < ¢, se tiene

f(x) <sup{f(z)|rel,r <c} = lim f(z) <A\
Y sixz € I, pero x > ¢, resulta que A < f(c) < f(x), asi que A\ ¢ f(I). Sin
embargo, tomando cualquier z € [ tal que = < ¢, se tiene f(x) < A < f(c),
f(z) e f(I), f(c) € f(I).Por tanto, f(I) no es un intervalo, lo que contradice las
hipétesis. ]

Teorema 5.57. Sea I un intervaloy f: I — R una funcion continua e inyectiva.
Entonces su inversa f~': f(I) — R es también continua.

Demostracion. Es una consecuencia directa del Lema 5.56, ya que f es estric-
tamente monétona, por lo que f~! deberd ser también estrictamente mondtona.
Ademds, la imagen de f~! es I, que es un intervalo. ]

2.4. Clasificacion de discontinuidades

Discontinuidades finitas e infinitas

Definicion 5.58. Sean Ac R, f: A > Ryae An A’. Se dice que a es un punto
de discontinuidad de f, o que f tiene una discontinuidad en a, si f no es continua
en a.

Definicion 5.59. Sean A c R, f: A — R y a un punto de discontinuidad de f.
Se dice que f en a tiene una discontinuidad finita si f esta localmente acotada en
a, es decir, existe § > 0 tal que f estd acotadaen A n (a — d,a + J). En caso
contrario, se dice que f tiene en a una discontinuidad infinita.

Clasificacion de las discontinuidades finitas

Definicion 5.60. Sean A — R, f: A — Ry supongamos que f tiene una discon-
tinuidad finita en a.

(1) Decimos que f tiene en a una discontinuidad evitable en a si existe y es
finito el limite 1im,_,, f(x), pero no coincide con f(a).

(11) Decimos que f tiene en a una discontinuidad de salto si existen lim,_, .+ f(z)
y lim,_,,- f(z) y son finitos, pero distintos. La diferencia lim,_,,+ f(z) —
lim,_,,- f(z) se llama salto de f en a.

(111) Decimos que f tiene en a una discontinuidad oscilatoria si tiene una dis-
continuidad en a que no es de ninguno de los dos tipos anteriores.
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Observacion. Noétese que, en el caso en que f: A — R tiene una discontinuidad
evitable en a, si definimos la funcién g por

_ ) f), v e A\{a},
gle) = {h’mt_,a ft), z=a,

que es casi la misma que f, resulta que g es continua en el punto a. De esta forma,
hemos evitado la discontinuidad de f mediante la simple redefinicién del valor de
la funcién en un punto.

Clasificacion de las discontinuidades infinitas

Definicion 5.61. Sean A — R, f: A — Ry supongamos que f tiene una discon-
tinuidad infinita en a.

(1) Decimos que f tiene en a una discontinuidad infinita pura o polo en a si
existe y es infinito el limite lim,_,, f(z).

(11) Decimos que f tiene en a una discontinuidad de salto infinito si existen
lim, .+ f(z) y lim,_,,- f(x), alguno de ellos es infinito, y ademds son
distintos.

(111) Decimos que f tiene en a una discontinuidad oscilatoria infinita si tiene una
discontinuidad infinita en a que no es de ninguno de los dos tipos anteriores.

Ejemplos.

= Consideremos la funcién f: R — R dada por

rsent, x #0
) = ) )
/(@) {1, x = 0.

Es fécil ver que lim,_,¢ f(z) = 0 # 1 = f(0). Por tanto, esta funcién tiene
en 0 una discontinuidad evitable.

= Seala funcién f: R — R, definida por

1
A, z#0
) = el/ac+17 x )
/(@) {O, x = 0.

Claramente, lim, o+ f(z) = 0y lim,_,o- f(x) = 1. Esto indica que f tiene
una discontinuidad de salto en 0. El salto es

lim f(x)— lim f(z) = —1.

z—0t z—0—
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» Lafuncién f: R — R, donde

1
sen—, x #0,

F@) =9, =0

no tiene limites laterales en 0, pero observamos que es una funcién acotada.
Por tanto, su discontinuidad en O es oscilatoria.

» Lafuncién f: R — R, donde

1

229 ﬂf#(),
T)=+<7%
f(z) 0. z-0

tiene derivadas laterales en el 0 y son iguales, pero ambas son infinitas. De
aqui que la discontinuidad sea infinita (y no evitable). Como el limite existe
y es infinito, tenemos un polo.

» Considérese la funcién f: R — R dada por

61/:13’ T # 07
€T —
/(@) 0, xz =0.
Se obtiene que lim, g+ f(z) = oo. Esto implica que f no estd acotada

en ningln entorno de 0 y, por tanto, tiene una discontinuidad infinita en 0
(aunque su limite por la izquierda es igual a 0). En este caso podemos decir
que la discontinuidad es de salto infinito.

» Lafuncién f: R — R, con

1 1
csen—, x #0,
0, xz =0,

no tiene limites laterales en 0 (ni finitos ni infinitos), pero podemos observar
que no es localmente acotada en 0. En consecuencia, en este caso tenemos
una discontinuidad infinita en 0 que no es de salto infinito ni infinita pura.
En consecuencia, se trata de una discontinuidad oscilatoria infinita.

Discontinuidades de las funciones monétonas
Recordemos que una funcién mondtona tiene limites laterales en todos los
puntos. Esto implica lo siguiente:

Proposicion 5.62. Sea f: A — R una funcion mondtona, y sea d € A uno de sus
puntos de discontinuidad. Entonces
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(1) Side AL\A" ode A" \A, la discontinuidad es evitable.
(1) Side A, n A" la discontinuidad es de salto.

Demostracion. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que f es creciente.
Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de f. Evidentemente, si d € D,
tienequeserde A" = A" U A’

(I) Supongamos, por ejemplo, que d € A’ \A’ . Por 5.29 y 5.30, sabemos que
existe lim,_,4 f(x) y ademds, como d € A, resulta que este limite es finito.
En consecuencia, si d es un punto de discontinuidad, es simplemente por

que lim,_,4 f(z) # f(d).

(1r) Si utilizamos de nuevo 5.29 y 5.30, podemos ver que los limites laterales
lim, 4~ f(z) y lim, 4+ f(z) existen y son finitos, y ademds f(d) estd si-
tuada entre estos dos limites. Esto implica que f es discontinua en d tan
solo si ambos limites laterales no coinciden. Por tanto, la discontinuidad en
d tiene que ser de salto. [

Lema 5.63. Sea A — R un conjunto. Los puntos de A que no son puntos de
acumulacion por la derecha o no son puntos de acumulacion por la izquierda
de A constituyen un conjunto contable. (En particular, los puntos aislados de A
son contables.)

Demostracion. Hay que probar que los conjuntos A\A” y A\ A’ son contables.
Probaremos que es contable el primero de ellos. (Que el segundo también lo es,
tiene una prueba andloga.)

Para cada v € A\A’ , existe ¢, > 0 tal que (x — ¢,,2) N A = &. Ademds,
siz,y € AANA", x # y, entonces (v — &,,2) N (y — gy4,y) = . (En efec-
to, supongamos que, por ejemplo, x < y. Si fuera (x — €,,2) N (y — €,,y) #
@ entonces se tendria z € (y — &?y,y); como, ademas, x € A, se tendria que
(y —ey,y) N A # @, lo que es una contradiccion.) Asi que, si A\A” no es conta-
ble, podemos elegir para cada x € A\A’ un racional r, € (x — &,, x), obteniendo
asi una cantidad no contable de racionales distintos, lo que es absurdo. [

Proposicion 5.64. El conjunto de puntos de discontinuidad de una funcion mo-
notona es contable.

Demostracion. Supongamos que f: A — R es una funcién creciente y sea D su
conjunto de puntos de discontinuidad. Tenemos que D < A n A’, asi que

D=DnA=Dn(A_UVA)=(D\A)u(D\A)u(DnA_nA,).

Por el Lema 5.63, los conjuntos D\A_ y D\ A, son contables, asi que bastarad
probar que D n A_ n A, es también contable.
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Paracadade D n A_ n A, sean
ag= lim f(z) y fa= lim f(z).

Segtin la Proposicion 5.62, tiene que ser oy < f(d) < (4 donde ay < 4. En
consecuencia, ag < 4. Ademads, sid,d e DnA_n A, yd < d, escogiendo un
z € An (d,d') (que existe por ser d € A, ) tenemos por la Proposicién 5.29 que
Ba < f(2) < ag, conlo que (g, Ba) N (g, Bar) = D. Asi,si DnA_n A, noes
contable, podemos elegir para cadad € D n A_ n A, un racional 74 € (av, 54),
obteniendo asi una cantidad no contable de racionales distintos, y esto supone un
absurdo. []

2.5. Continuidad uniforme

. Qué es continuidad uniforme?

Definicion 5.65. Sean A « Ry f: A — R. Entonces f es uniformemente conti-
nua en A si para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que para cualesquiera x,y € A con

lv —yl <des|f(x) — fly)| <e.

La definicién de continuidad uniforme es muy similar a la de continuidad (en
todos los puntos), que seria la siguiente:

Definicion de continuidad en A.
Para cada ¢ > 0 y todo y € A existe § > 0 tal que para cualquier x € A con

lv —yl <des|f(x) — fly)| <e.

Podemos notar que la diferencia entre ambas definiciones es que en la segun-
da, el § elegido dependera del punto y, es decir, escogiendo un punto y diferente,
deberemos tomar también un ¢ diferente. En la definicién de convergencia unifor-
me, en cambio, se puede encontrar un o que es valido para cualquier y. (Si que
podra depender, sin embargo, de ¢.)

Algunos ejemplos sobre continuidad uniforme
Obsérvese que una funcién uniformemente continua es, necesariamente, con-
tinua. El reciproco, en general, no es cierto.

Ejemplos.

» Sea f(r) = 2, definida en todo R. Consideremos un ¢ > 0. Escojamos
d = /2. Entonces, si [z — y| < J, serd

[f (@) = f)l = |22 = 2y[ = 2w —y| <20 =&

Notamos que aqui el § elegido, es decir, £/2, depende de ¢, pero no de z
ni de y. Por tanto, f es uniformemente continua.
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= Sea ahora f: (0,1) — R, definida por f(z) = 1/z. Esta funcién es conti-
nua. En efecto, si y € (0, 1), podemos definir § = min{y/2, ey*/2}. Note-
mos que, si |z — y| < y/2, entonces, x > y/2. Tendremos entonces que,
siempre que |z — y| < 0, es

1 2 2 ey’
— = |- — | = — — < — — < _
|f(z) = f(y)l ‘ ‘ xy!ﬂﬁ Y| yzlﬂf Y| 22

Por tanto, f es continua en cualquier y € (0, 1).

Observemos que el 0 que acabamos de escoger depende de y, y no solo de
. No obstante, ya sabemos que la eleccién de ¢ no es unica. También se po-
dria haber elegido definir, por ejemplo, § = min{y/3, 2y%c/3}, y habriamos
obtenido un resultado parecido. Podria pensarse asi que, escogiendo este ¢
de forma mads juiciosa, conseguiriamos que no dependiera de y. Veamos a
continuacion que esto no puede lograrse, o sea, que f no es uniformemente
continua.

Sean € > 0, y fijemos un § > 0. Escojamos ahora y de forma que 0 < y <
min{1,0,1/e}. Sea x = y/2. Entonces, =,y € (0,1) y, ademas, |z — y| =
y/2 <y < d.Pero

Esto indica que ninguna eleccion de 6 que nos sirva para conseguir que
|f(z) — f(y)| < e podrd depender tan solo de ¢. O sea, f no es uniforme-
mente continua.

El Criterio Secuencial de Continuidad Uniforme
La siguiente caracterizacion mediante sucesiones resulta util para dilucidar si
una funcién es uniformemente continua.

Proposicion 5.66 (Criterio Secuencial de Continuidad Uniforme). Sean A < R
y f: A — R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es uniformemente continua.

(1) Si(x,,) e (y,) son dos sucesiones en A tales que lim,,(x,,—vy,) = 0, entonces

iy, (f (2n) = f(yn)) = 0.

Demostracion. Supongamos primero que f es uniformemente continua, y sean
() e (y,) dos sucesiones en A tales que x,, — y, — 0. Probaremos que f(z,) —
f(y,) — 0.Seae > 0. Como f es uniformemente continua, existe un § > 0 tal
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que, si |z —y| < 6, entonces | f(x) — f(y)| < . Por otra parte, como xz,, —y, — 0,
existe un ngy € N tal que, si n = ny, entonces |z, — y,| < 0. En consecuencia, si
n = no, serd | f(z,) — f(yn)| < €. Hemos probado asi que f(x,,) — f(y,) — O.
Supongamos ahora que f no es uniformemente continua, y vemos que no se
cumple (11). Entonces, existe un £ > 0 tal que para todo 6 > 0, existen z,y € A
tales que |z—y| < ¢ pero | f(z)—f(y)| = e. En particular, para todo n € N, existen
Tn,Yn € A tales que |z, — y,| < 1/n pero |f(z,) — f(yn)| = €. Obviamente, la
sucesion x,, — y,, converge a 0, pero f(x,) — f(yn) no. O

Aplicando el Criterio Secuencial
Ejemplos.
» La funcién f: (0,1) — R dada por f(x) = 1/x no es uniformemente
continua.
En efecto. Sean z,, = 1/n ey, = 1/(n + 1). Es obvio que x,, — y, — 0.
Pero f(x,) — f(yn) =n—(n+1) = -1 - 0.
» La funcién f: (1,00) — R dada por f(z) = \/x es uniformemente conti-
nua.

Para verlo, sean (x,,) e (y, ) dos sucesiones en (1, c0) tales que =, —y, — 0.
Entonces,

[F () = F(yn)| = [V/Tn = /Y]
1

VIt Un

|xn - yn|

Por tanto, f(z,) — f(yn) — 0.
Suma y composicion de funciones uniformemente continuas
La simple aplicacion del Criterio Secuencial nos da los siguientes resultados

Proposicion 5.67. Sean A c R, f,g: A —> R, ¢ € R, y supongamos que [y g
son uniformemente continuas en A. Entonces,

(1) f + g es uniformemente continua.
(11) cf es uniformemente continua.

Proposicion 5.68. Sean A,B c R, f: A > R, g: B — R, y supongamos que
f(A) c B. Si fy g son uniformemente continuas, también la composicion g o f
es uniformemente continua.
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Producto de funciones uniformemente continuas
El producto de funciones uniformemente continuas no tiene por qué ser uni-
formemente continuo, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sea f: R — R dada por f(z) = z. Entonces f es uniformemente
continua, pero f - f no lo es.

En efecto, si escogemos z,, = n + 1/n, y, = n, se tendrd que x,, — y, =
1/n — 0, pero

(Fxa))? = (Flum))? = 2+ ni 20,

De aqui que f - f no sea uniformemente continua.
Sin embargo, si los factores son, ademads, acotados, el producto si funciona de
la forma adecuada.

Proposicion 5.69. Sean A c R, y f,g: A — R uniformemente continuas y aco-
tadas. Entonces fg es uniformemente continua.

Demostracion. Sean (x,,) e (y,) dos sucesiones en A tales que x,,—y,, — 0. Como
f 'y g son uniformemente continuas, serd f(z,)— f(y,) — 0y g(x,) —g(y,) — 0.
Por tanto,

f(@n)g(@n) — f(Yn)g(yn)
f(@n)g(@n) — f(2n)g(yn) + f(@0)g(Wn) — f(Yn)9(Yn)
f(@n)(g(zn) = g(yn)) + (f(2n) = f(Yn))g(yn) — 0. O

Aditividad de la continuidad uniforme

Proposicién 5.70. Sean a,b,c € R, a < b < c. Sea f: (a,c) — R tal que f
es uniformemente continua tanto sobre (a,b] como sobre |b,c). Entonces [ es
uniformemente continua (sobre (a,c)).

Demostracion. Sea e > 0. Por un lado, como f es uniformemente continua sobre
(a, b, existe 6; > 0, tal que, si z,y € (a,b]y |z—y| < &1, entonces | f(x)—f(y)| <
/2. De la misma forma, por ser f uniformemente continua sobre [b, ¢), existe
dy > 0, tal que, siz,y € [b,c) y |x — y| < o, entonces |f(x) — f(y)| < /2.

Sea 0 = min{dy, d2} y supongamos que z, y € (a, b) verifican que |z — y| < 4.
Entonces pueden darse tres casos:

= Si z e y son ambos menores o iguales que b, como | — y| < Jy, serd

f(x) = fly)] <e/2<e.

= Si z e y son ambos mayores o iguales que b, como |z — y| < J,, serd

|f(z) = fly)l <e/2<e.
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= Si no se da ninguno de los casos anteriores, serd, por ejemplo, z < b < y.
Tendremos entonces que [z —b| < [z —y| < d1y |b—y| < |z —y| < d, de
donde

[f (@) = f)l < [f(@) = fFO) +[F() = fy)] < % + g =e O

El Teorema de Heine
El principal resultado acerca de continuidad uniforme es el siguiente:

Teorema 5.71 (de Heine). Si f es continua en un intervalo cerrado y acotado 1,
entonces f es uniformemente continua sobre 1.

Demostracion. Sea f: [a,b] — R,y supongamos que no es uniformemente con-
tinua. Probaremos que entonces hay algtin punto de [a, b] donde f no es continua.

Como f no es uniformemente continua, existen dos sucesiones (z,) € (y,)
tales que x,, — y, — 0 pero f(z,) — f(yn) - 0. Cambiando la sucesion por una
de sus subsucesiones si es necesario, podemos suponer que f(z,) — f(y,) — | #
0. Como la sucesion (z,,) estd acotada, el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos
informa de que existe una subsucesion (x;, ) que converge a un cierto ¢ € [a, b].
Como x,, — y, — 0, resulta que (y;,) también converge a c. Es el caso que f es
discontinua en ¢, porque si fuera continua en ¢, tendriamos que f(z; ) — f(c)
y f(¥i,) = f(c), conlo que f(xi,) — f(yi,) = f(c) = f(c) = 0; pero esto no
puede ser, porque f(x;,) — f(yi,) — 1 # 0. O

Ejemplo. La funcién f: [0,1] — R, dada por

1
xsen, 1z #0,

fx) = 0. =0

es uniformemente continua ya que es continua en todo [0, 1].

Caracterizacion de la continuidad uniforme sobre intervalos acotados

El Teorema de Heine nos permite resolver completamente cudndo una fun-
cion es uniformemente continua, si esta definida sobre un intervalo acotado, como
vemos a continuacion.

Proposicion 5.72. Sean a,b € R, a < b, y sea f: I — R una funcion continua,
donde I es un intervalo de extremos a y b. Son equivalentes:

(1) f es uniformemente continua.

(11) Los limites lim,_,, f(x) y lim,_,;, f(z) existen y son finitos.
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(111) f tiene una extension continua en [a, b).

Demostracion. (1) = (11). Vamos a ver que existe el limite lim,_,, f(z). Lo
referente al otro limite es similar. Para ello, veremos que esta funcion verifica el
Criterio de Cauchy expuesto en el Teorema 5.38. En efecto, sea € > 0. Como f es
uniformemente continua, existe un d > Otalque,siz,y € [y |r—y| < J, entonces
|f(z) — fly)| <e.Siz,yeln E(a,d/2),serd |z —a| < /2, |y —a| <I/2,de
donde [z —y| < |z —a|+ |la—y| < §/2+ /2 =0, asi que |f(z) — f(y)] < e.
En consecuencia, f verifica la Condicion de Cauchy en a y, por tanto, tiene limite
finito en a.
(11) = (111). Definamos la funcién f: [a,b] — R por

f(z), z € (a,b),
g(z) = S limy_, f(t), z=a,
h’mt_,b f(t), x =b.

Es facil ver que esta funcién g que acabamos de definir es continua en todo [a, b].
Ademds, es claramente una extension de f.

(1) = (1). Sea g una extensién continua de f en [a, b]. Entonces, por el
Teorema de Heine, g es uniformemente continua. Pero como f es la restriccion de
g a I, resulta entonces que f también es uniformemente continua. [

Ejemplos.

» Lafuncién f: (0,1) — R, f(z) = e~'/* es uniformemente continua ya que
es continua en (0, 1) y ademds

1
lim f(z) = e %" =0,  lim f(z) = -
x—0 rz—1 e
= La funcién f: (0,1) — R, f(z) = e'/* no es uniformemente continua ya
que
lfII(l) f(z) = e/ = .
» La funcién f: (0,1) — R, f(z) = sen(1/x) tampoco es uniformemente
continua ya que no tiene limite en 0.

Funciones de Lipschitz

El dltimo resultado que hemos visto deja zanjado el tema de cudndo una fun-
cién continua en un intervalo acotado es uniformemente continua. Cuando el in-
tervalo de definicién no es acotado, no existe una caracterizacion, al menos de
sencillez semejante. Daremos a continuacion una serie de casos particulares en
que se puede afirmar la existencia de continuidad uniforme.

El primer caso a estudiar es el de las funciones de Lipschitz.
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Definicién 5.73. Sea A — R. Se dice que una funcién f: A — R es una funcion
de Lipschitz, si existe K > 0 tal que |f(z) — f(y)| < K|z —y
sean x,y € A. A la constante K se la denomina constante de Lipschitz de f.

Teorema 5.74. Toda funcion de Lipschitz es uniformemente continua.

Demostracion. Sean (xz,) e (y,) dos sucesiones en A tales que x,, — y, — 0.
Como |f(z,) — f(yn)| < K|zn — ynl, resultard que f(x,) — f(y,) — 0. O

Algunos ejemplos sobre funciones de Lipschitz

Ejemplos.

» La funcién f(x) = 4/x es de Lipschitz en [1, c0).

En efecto, si z,y > 1 entonces

[f(@) = fW)l = We =yl =

lz—y| < 3|z —yl.

1

= Una funcién uniformemente continua no tiene por qué ser de Lipschitz: La
funcién f(z) = 4/z es uniformemente continua pero no es de Lipschitz
en [0, 1].

Que es uniformemente continua, viene asegurado por el Teorema de Heine.

Veamos que no es de Lipschitz. Si z,y € [0, 1], x # y,

|/ () ‘f— ‘

!fﬂ—yl

v

Fijemos K > 0. Escogiendo 0 < z < y < min{1,1/(4K?)}, obtenemos

que
fl@) = fl _ 1 1
- > 1 1
'l VIEVY otk
En consecuencia, | f(z) — f(y)| > K|z —y|, y K no puede ser una constante

de Lipschitz de f. Como K es arbitraria, resulta simplemente que f no es
de Lipschitz.

Funciones periddicas

Proposicion 5.75. Sea f: R — R una funcion periodica y continua. Entonces, f
es uniformemente continua.
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Demostracion. Sea p un periodo de f. Por el Teorema de Heine, f es uniforme-
mente continua en [0, 2p]. Por tanto, dado ¢ > 0, existe d, con 0 < § < p, tal
que, si 0 < z,y < 2py |z —y| < 4, entonces |f(x) — f(y)| < e. En el ca-
so general, si |z — y| < 0, existira m € Z tal que mp < z,y < (m + 2)p.
(En efecto, supongamos que z < y, y seam € Ztal que m < z/p < m + 1.
Entonces mp < ¢ <y < x+0 < (m+ 1)p+p = (m + 2)p.) Por tanto,
0<z—mp,y—mp<2p. Ademas |(x — mp) — (y — mp)| = |z —y| < 4. En
consecuencia,

|f(x) = fy)| = |f(x —mp) — fly —mp)| <e. 0

Ejemplo. Sea

senx + cos® x

()

Entonces f es uniformemente continua en R ya que es continua y periddica.

1+sen?z +sendz’

Funciones con limite en el infinito
Proposicion 5.76. Sea f una funcion continua en uno de los casos siguientes:

(1) El dominio de f es de la forma [a,x), a € R, y existe y es finito el limite
lim, o f(z).

(11) El dominio de f es de la forma (—0.a), a € R, y existe y es finito el limite
lim,_, o, f(x).

(1) El dominio de f es R, y existen y son finitos los limites lim,_,, f(z) y
lim, o f(x).

Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. La demostracion que realizaremos es similar a la del Teorema de
Heine.

Supongamos que f esta en cualquiera de los tres casos del enunciado, pero no
es uniformemente continua.

Como f no es uniformemente continua, existen dos sucesiones (z,) € (y,)
tales que x,, — y,, — 0 pero f(z,) — f(yn) - 0. Cambiando la sucesion por una
de sus subsucesiones si es necesario, podemos suponer que existe un [ € R tal
que f(z,) — f(yn) — 1 # 0. La sucesién (x,,) tiene una subsucesién (z;,) con
limite ¢. Como z,,—y,, — 0, resulta que (y;, ) también converge a c. Obsérvese que
c puede pertenecer al dominio de la funcion, pero (a diferencia de lo que ocurria
en el Teorema de Heine), también puede ser co 0 —oo. Sin embargo, las hipétesis
del enunciado nos dicen que, en cualquier caso, existe lim,, f(z; ) = lim, f(v;, ),
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que es igual a un cierto L € R. (Se tiene L = f(c) si c estd en el dominio; en
caso contrario, serd uno de los limites en +co de la funcién). Por tanto f(x;, ) —
f(yi,) — L — L = 0; pero esto no puede ser, porque f(z;,) — f(yi,) — | # 0.

O

Ejemplos.

= La funcién
2% + 5x 4 senx
flw) = 1+ 22
es claramente uniformemente continua en todo R, si tenemos en cuenta que
lim, 1o f(z) = 1.

» La funcién f(x) = x es uniformemente continua en R. Pero sus limites
en o0 y —oo son infinitos. Esto indica que el resultado anterior nos da una
condicién suficiente pero no necesaria, a diferencia de lo que ocurria cuando
el intervalo de definicion era acotado (Proposicion 5.72).

» La funcién f(z) = sen x también es uniformemente continua en R, ya que
es continua y periddica. Sin embargo los limites en o0 y —c0 ni siquiera
existen.
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