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Repaso funciones

« Unica expresion:

i .. o ( lista de argumentos expresion que
nombre de la funcién ( 9 _ eXp q

separados por comas / = define la funcién ’

(%i1l) f(x) = x72; (Hh1l) f(a);

e \Varias exnresiones:

/ lista de 3
expresiones
necesarias
. lista de ] ara definir
lista de variables pla funcion
. .. . | argumentos
nombre de la funcion =block locales |, separadas
separados
o COMAS separadas por comas,
P | porcomas | return(expre-
sién retorna-
da por la
\ funcion) )
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Bucles y condicionales

Pseudocaddigo: https://es.wikipedia.org/wiki/Pseudoc%C3%B3digo

Bucle: repetir una o varias sentencias un numero determinado (o no) de veces.

1. Para

I=valor_inicial hasta i=valor_final ejecutar {sentencias}

Para cada i en los elementos de una lista ejecutar {sentencias}

2
3. Para
4. Para

i=valor_inicial hasta i=valor_final ejecutar {sentencias} mientras se cumpla condicion
i=valor_inicial hasta i=valor_final ejecutar {sentencias} hasta que se cumpla condicion

Sentencia condicional: ejecutar una o varias sentencias dependiendo si se cumple o no una

condicion.

1. Si{condicion l6gica} entonces {sentencias}
2. Si{condicion logica} entonces {sentencias}, si no {sentencias}

Combinaciones de sentencias condicionales y bucles.
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Bucles y condicionales

 Bucles Maxima: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima 37.html

» Bucle: repetir una o varias sentencias un numero determinado (o no) de veces.
1. for variable: valor_inicial step incremento thru limite do cuerpo
1. for variable from valor_inicial step incremento thru limite do cuerpo
2. for variable in lista do cuerpo
3. for variable: valor _inicial step incremento while condicion do cuerpo
4. for variable: valor _inicial step incremento unless condicion do cuerpo

Atencion: la variable de control es una variable local.
“condicion” es una expresion logica (booleano) que se evalia como verdadera (TRUE) o falsa (FALSE).

Si queremos que se ejecuten varias sentencias, tenemos que ponerlas entre paréntesis y separadas por
comas: (sentencial, sentencia2, sentencia3)
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Bucles y condicionales

 Sentencias condicionales Maxima: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima 37.html

e« Sentencia condicional: ejecutar una o varias sentencias dependiendo si se cumple o no una
condicion.
1. If condicion then sentencial
2. If condicion then sentencial else sentencia2

3. Los bucles condicionales se pueden anidar si en la sentencia2 del else escribimos otra sentencia
if-else, o si en su lugar utilizamos el comando elseif: if cond_1 then expr_1 elseif cond_2 then
expr_2

Atencion: la variable de control es una variable global.
“condicion” es una expresion logica (booleano) que se evalua como verdadera (TRUE) o falsa (FALSE).

Si queremos que se ejecuten varias sentencias, tenemos que ponerlas entre paréntesis y separadas por
comas: (sentencial, sentencia2, sentencia3)
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Bucles y condicionales

Operacidn

menor que
menor o igual que
igualdad (sintactica)
negacion de =
igualdad (por valor)
negacidn de equal
mayor o igual que
mayor que

¥

o

no
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« Algunos operadores logicos: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_6.htmlI#SEC43

Simbolo

equal
notequal
=

S

and

or

not

Tipo

operador
operador
operador
operador
operador
operador
operador
operador
operador
operador
operador

relacional
relacional
relacional
relacional
relacional
relacional
relacional
relacional

infijo
infijo
infijo
infijo
infijo
infijo
infijo
infijo

lagico infijo
légico infijo
logico prefijo


http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_6.html#SEC43

Bucles y condicionales

« Tipos de datos: https://es.wikipedia.org/wiki/Tipo _de_dato
« Tipos de datos en Maxima: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_5.htmI#SEC18

» El tipo de datos booleano es muy importante por su uso en bucles y condicionales. Son datos que
solo toman dos valores, TRUE o FALSE, dependiendo de si la expresion logica es verdadera o falsa.
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2.6. Aprendiendo Maxima

» Guardar archivos desde sesiones de trabajo: archivo - exportar - fichero por lotes maxima (*.mac).

 Es mas, para trabajar es mucho mejor guardar en ficheros de texto plano funciones etc, y cargarlas en maxima
para su uso.

« Guarreria: copiar y pegar.
* Menos guarreria: archivo - fichero de lotes.
 Recomendable para cargar ficheros - bathcload (filename);
Filename es el nombre con directorio del fichero:
C:\Users\Documents\Javier\uned\Tutor\Fisica_Computadores_I\Tutorias\Tutoria 2 - 19 Febrero\ejemplo.mac
Por defecto busca solo en los directorios guardados en la variable file_search_maxima.
Se pueden anadir = append(file_search_maxima, [“mi_directorio”]);
En la practica es mas comodo asignar el directorio a una variable global, y llamarla cada vez que hace falta:
path mec : "/home/usuario/bib/Maxima/mecanica/";
(observese el uso de comillas dobles, a fin de que la variable path _mec sea de tipo
string) y posteriormente empleamos la funcion de concatenacion concat para generar
el path completo de los archivos a cargar

batchload( concat( path mec, "ec-Newton.mc") };
batchload( concat( path mec, "ecs-Euler-Lagrange.mc") ) ;
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Tema 6:

Solucion analitica
Yy numeérica de
ecuaciones




Algunos comandos basicas

Maxima permite resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Algunos comandos para ello son:

« Ecuaciones algebraicas: solve (ecuacion, variable);

« Sistema de ecuaciones algebraicas: solve (lista_de_ecuaciones, lista_de_variables);

« Aproximacion numerica de ecuaciones — método de Newton: newton (ecuacion, variable, valor_inicial,
precision);

—> se tiene que cargar primero la libreria!!! - load(“newtonl”);

https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo de Newton
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6.4. Funciones de Maxima que debemos utilizar

e Sublis 2
« Length - calcula la cantidad de elementos de una lista.

* Apply = permite suministrar a otra funcién todos los elementos de una lista como argumentos, asi
podemos sumar o multiplicar todos los elementos de la lista directamente, aunque también convierte
una lista de datos en una matriz (lo veremos en el tema siguiente)

e Subst, diff, block, append, makelist, plot2d, plot3d...
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6.1. Funcion implicita

» Funcion implicita: https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita

« Teorema de la funcion implicita:
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema de la funci%C3%B3n impl%C3%ADcita

» Aproximaciones con el método de newton o polinomios de Taylor.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_la_funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita

6.3. Funcion inversa

» Teorema de la funcidn inversa: https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema de la funci%C3%B3n inversa
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6.5. Problemas resueltos

™

Adobe Acrobat
Document
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Problemas del Tema 6

Algunos ejercicios resueltos de probabilidad:

g T

Adobe Acrobat Adobe Acrobat
Document Document
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Tema 6

Solucion analitica y humérica de
ecuaciones

Las instrucciones basicas del MAXIMA para resolver ecuaciones y sistemas de
ecuaciones son:

m Ecuaciones algebraicas: solve (ecuacién, variable).

m Sistemas de ecuaciones algebraicas: solve(lista de ecuaciones, lista de
variables).

= Solucion numérica de ecuaciones (método de Newton): primero load ("newtonl1"),
y posteriormente newton(ecuacién, variable, valor inicial, precisiodn).

En este tema veremos la aplicacion de dichas instrucciones para el calculo de
funciones definidas de forma implicita mediante ecuaciones.

6.1. Funcioén implicita

En general una ecuacioén del tipo F(z,y) = 0 define de manera implicita a la va-
riable y como funcion de = (y andlogamente a la = como funcion de y). Para que esta
ecuacion defina una funcién de forma implicita deben cumplirse ciertas condiciones,
tal y como establece el teorema de la funcién implicita; por ejemplo, para que esta
condicién defina una unica funcién y = y(z) es necesario que la solucién sea Unica,
y que las derivadas parciales de F' sean finitas y distintas de cero. En estas notas
no entraremos en los detalles del teorema de la funcién implicita, y nos centraremos
directamente en la aplicacion del WxMAXIMA para el calculo de funciones definidas de
forma implicita por medio de ecuaciones.

6.1.1. Ejercicios propuestos

1. Dada una ecuacién F(z,y) = 0 escriba una funcién usando el comando solve
que despeje de forma analitica y en funcién de z, y defina de esta forma la
correspondiente funcion y = f(z).

2. Con mucha frecuencia aparecen ecuaciones en las que no es posible realizar
esta operacion analiticamente, es ese caso no hay mas remedio que resolver
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TEMA 6. SOLUCION ANALITICA Y NUMERICA DE ECUACIONES

la ecuacion numéricamente, lo cual sélo es posible una vez que hemos sumi-
nistrado un valor numérico concreto para z. Escriba una funciéon por medio del
comando newton() que proporcione y en funcion de z resolviendo la ecuacion
F(z,y) = 0 numéricamente.

Notas:

= Un dato necesario para resolver este ejercicio es el conjunto de funciones con-

cretas F'(x,y) que definen las correspondientes ecuaciones que queremos resol-
ver. Para ello puede probar con cualquier funcién F, pero le recomendamos que
tome (entre otros casos) el ejemplo concreto que mencionamos mas abajo.

Dependiendo de la funcion F'(z,y) que consideremos, la anterior ecuacion puede
tener o no solucién y en caso de tenerla esta podra o no ser Unica. Es convenien-
te tener esta informacién antes de intentar resolver la ecuacion, para ello puede
emplear el comando plot3d().

En el caso de la solucidn numérica conviene saber que el método de Newton
(que ya estudiara en la asignatura de Métodos Numéricos) es un método itera-
tivo que, por medio de un algoritmo, va produciendo aproximaciones cada vez
mas precisas de la solucion buscada. Para funcionar este método precisa que
el programador introduzca un primer valor aproximado de la solucién (el tercer
argumento de la funcién newton). El éxito del método depende, entre otras co-
sas, del primer valor con el que iniciamos las iteraciones. En algunos casos el
método solo converge a la solucién que buscamos si el primer valor que nosotros
suministramos no esta demasiado alejado de la solucién buscada. Para calcular
esta primera aproximacion a la solucién lo mas sencillo es visualizar F(z,y) por
medio de plot3d().

Un consejo: considere funciones F'(x,y) tales que la ecuacién F(x,y) = 0 tenga
una solucion unica. En problemas con multiples soluciones el método de Newton
no siempre converge, lo cual es un tema muy interesante que estudiara en la
asignatura de Métodos Numeéricos.

6.2. Desarrollos en serie de Taylor de funciones defini-

das de forma implicita

En aquellos casos en los que no es posible despejar y en funcién de x de la ecua-

cion F(z,y) = 0, el teorema de la funcién implicita nos garantiza que si para unos
determinados z, e yo se cumple F(zo,y) = 0y F(x,y) es continua y diferenciable
en un entorno del punto (xg, o), entonces la condicién F(x,y) = 0 define la corres-
pondiente funcion y = f(z) al menos en un entorno pequeno del punto (xg,yo). (La
extensién del entorno en el que puede definirse esta funcién (determinado por la fun-
cién ') es un resultado muy interesante que se estudia en la asignatura de Analisis
Matematico).
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6.2.1. Ejercicios propuestos

1. Utilice el programa de la seccidén anterior para generar una aproximacién a la
funcion y = f(z) en forma de serie de Taylor (de orden n arbitrario), valida en un
entorno de z.

2. Visualice los resultados obtenidos mediante graficas por medio de la funciéon
plot2d ().

Notas:

Para realizar este ejercicio debera calcular las derivadas (desde la primera hasta
la n-ésima) de la funcién y = f(x) en el punto z,. Para ello debe derivar respecto de
x la relacion Fly(z),z] = 0 utilizando diff (), posteriormente debera utilizar subst ()
para sustituir x e y por zo € y, Yy finalmente deberd usar solve() para despejar la
derivada buscada. Esta operacién debera hacerse de manera secuencial, desde la
primera derivada hasta la de orden n.

En principio todos sabemos cémo se hace el desarrollo en serie de Taylor de una
funcién definida de forma explicita

y = f(v)

para el desarrollo en torno a un punto z, sencillamente tenemos que calcular la si-
guiente suma (suponiendo que f(x) es analitica):

=1 df
y:ZH dx™

n=0

(x —x0)"

Zo

Esto es precisamente lo que hace la funcién definida en el apartado[4.1] con la tnica
salvedad de que en lugar de calcular el desarrollo completo (hasta n = ~o) lo estamos
cortando en un orden finito determinado (eso es lo que se llama un desarrollo trunca-
do). Es evidente que aunque matematicamente se manejan formalmente de manera
totalmente rutinaria multitud de objetos que involucran infinitos, como numeros con
precisién infinita (7, e, /2, .. .) o series infinitas, computacionalmente debemos confor-
marnos con las correspondientes aproximaciones finitas.

El problema que vamos a tratar en estas indicaciones es como se calcula un desa-
rrollo en serie de Taylor para una funcion definida de forma implicita. Una funcion
y = f(x) esta definida de forma implicita cuando la condicion que define la funcién,
dada de forma genérica por la ecuacién

F(z,y)=0

no puede despejarse para y como funcion de .

El teorema de la funcion implicita indica las condiciones que debe cumplir F(z,y)
para que esa ecuacion defina efectivamente a y como funcion de x, pero dado que
no es el tema de esta asignatura no entraremos en los detalles de dicho teorema.
Supongamos sencillamente que en un entorno del punto z, se cumple el teorema de
la funcién implicita, por tanto en un entorno de ese punto existe la funcion y = f(x)
cuyo desarrollo queremos calcular. Para calcular el desarrollo lo que hay que hacer es
lo siguiente:
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» Calcular el primer término del desarrollo (yo = f(z)) resolviendo numéricamente
la ecuacién

F(ﬂfm yo) =0

= Para los demds términos del desarrollo sustituimos formalmente y = f(x) dentro
de F(z,y) y calculamos las derivadas de f(x) por medio de la regla de la cadena

F(z, f(z)) =0
F.+F,f'(r) =0 = f'(x) = —F,/F,
dF, dF, , v woon_  (dFe dF,
O I e e ) 1

......... =

donde estamos empleando la notacion siguiente

_ OF(z, f(z)) _ OF(z, f(z))

Y P . T

» y asi sucesivamente para las derivadas de orden superior.

Lo que es importante es darse cuenta de que para calcular el desarrollo sélo tene-
mos que resolver numéricamente una Unica ecuacion (para calcular i), ya que aunque
sea imposible despejar y en funcion de z, siempre podemos derivar por medio de la
regla de la cadena y despejar de manera trivial las sucesivas derivadas de y respecto
de z, que quedan evaluadas de manera analitica (no numérica). Por cierto, una de
las condiciones necesarias para que se cumpla el teorema de la funcion implicita es
precisamente que la F;, que nos aparece en todos los denominadores no se anule.

Ejemplos de funciones F'(z,y)

En los ejercicios planteados en este tema se pide hacer una serie de funciones
que resuelvan la ecuacion F(z,y) = 0, andliticamente si es posible o numéricamente
en caso contrario, pero no se propone ninguna funcién F(z,y) concreta.

Para fijar ideas proponemos trabajar sobre los siguientes casos concretos:

= Caso con solucion analitica: F(z,y) = 2% + y? — 1.

» Caso sin solucién analitica: F(z,y) = ¢¥ — zy. En este caso hay que tener en
cuenta que esta ecuacion tiene solucién Unica para —oo < x < 0, no tiene solu-
cion para 0 < x < ey tiene dos soluciones para x > e.

Aunque para fijar ideas le proponemos trabajar sobre estos ejemplos de funciones
F(z,y), las soluciones a los ejercicios deben estar programadas para operar sobre
cualquier funcion F(z,y).
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6.3. Funcion inversa

Como caso particular del teorema de la funcidén implicita tenemos el teorema de la
funcién inversa, que nos garantiza que la relacion y = f(z) define a x como funcién
de y, al menos localmente (relacién que se obtiene resolviendo para = la ecuacion
f(xz)—y = 0). (La extension del entorno en el que puede definirse la funcion z = f~'(y)
(determinado por la funcion f) es un resultado muy interesante que se estudia en la
asignatura de Analisis Matematico). Cuando no es posible despejar = en funcion de
y analiticamente no hay mas remedio que hacerlo numéricamente, para ello en este
curso usaremos el comando newton().

6.3.1. Ejercicios propuestos

1. Dada la relacion y = f(x), aplique el programa anterior para obtener una apro-
ximacién en forma de serie de Taylor para la funciéon = = f~!(y), valida en un
entorno de yp.

2. Visualice los resultados obtenidos mediante graficas por medio de la funcidon
plot2d ().

6.4. Funciones del Maxima que debemos aplicar

Para los ejercicios de este tema resulta conveniente emplear las siguientes funcio-
nes del WXMAXIMA:

® solve
m sublis

® newton, para ello previamente hay que cargar el paquete “newton” por medio de
load(newtonl) ;

® subst
m diff

= agparte de las que ya hemos visto block, append, makelist, plot2d

6.5. Problemas resueltos

Ejercicio 1

Dada una ecuacién F(z,y) = 0 escriba una funcién usando el comando solve
que despeje de forma analitica y en funcién de z, y defina de esta forma la corres-
pondiente funcién y = f(z).
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En este ejercicio lo Unico que hay que hacer es usar las funciones solve y sublis
del wxMaxima. Si la ecuacion F(z,y) = 0 puede resolverse analiticamente (lo cual
no siempre ocurre), la funcion solve(F(x, y) = 0, y) resuelve la ecuaciéon y nos
devuelve una lista de ecuaciones en las que la variable y esta despejada, cada uno
de los elementos de esta lista corresponde a una de las soluciones de la ecuacion. La
funcidén sublis aplicada al anterior output sustituye la ecuacion que hemos obtenido
para la y ya despejada. Definimos entonces la funcion solvesust:

solvesust(F, y) := sublis( solve( F =0, y), y)$

Haciéndolo de esta forma vemos que cuando la ecuacién F(z,y) = 0 tiene mas de
una solucién (p. ej. %2 +y*—1 = 0) s6lo obtenemos la primera, ya que sublis sustituye
la primera solucién y prescinde de todas las restantes, a pesar de que solve nos
genera la lista completa de soluciones. Esto es un inconveniente, ya que si la ecuacion
gue tenemos que resolver tiene mas de una solucion, en principio nos interesa obtener
una lista con todas las soluciones posibles.

Una posible forma de conseguir esta lista de soluciones es aplicando sublis de
manera sucesiva sobre cada una de las soluciones encontradas con solve, para ello
modificamos solvesust de la siguiente forma, listado del archivo solve_sust.mc:

/* FUNCION "solvesust"
Resuelve anal{\’\i}ticamente la ecuact\’on F(z, y) = 0 para
la vartable y, devolviendo la soluci\’on
Input:
F = la funci\’on que define la ecuacil’on F = 0
Yy = variable que queremos despejar
Output:
lista de soluciones de F = 0 para y */

solvesust(F, y) := block( [soluciones, soly],

/* asignamos a la vartable local soluciones la lista de soluciones de
F =0 %/

soluciones : solve( F = 0, y),
/* asignamos la primera soluci\’on a la lista de soluciones soly */
soly : [ sublis( [soluciones[1]], y) 1,
/% en este bucle sustituimos cada una de las soluciones encontradas a
partir de
la segunda y las vamos a\ “nadiendo a la lista de soluciones soly
*/
for i : 2 thru length(soluciones) step 1 do (

soly : append( soly, [ sublis( [soluciones[il], y ) 1)

), /* fin del bucle */
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soly
)$

/* fin */

Ejercicio 2

Con mucha frecuencia aparecen ecuaciones en las que no es posible realizar
esta operacién analiticamente, es ese caso no hay mas remedio que resolver la
ecuacién numéricamente, lo cual so6lo es posible una vez que hemos suministrado
un valor numérico concreto para z. Escriba una funcion por medio del comando
newton que proporcione y en funcién de z resolviendo la ecuacion F(z,y) = 0
numéricamente.

En este caso no tenemos mas remedio que renunciar a la solucién exacta, y debe-
mos conformarnos con obtener una solucién aproximada. Esto implica que debemos
anadir una parametro que indice cudndo consideramos que la aproximacioén a la solu-
cidn que tenemos es aceptable, este parametro es el Ultimo argumento de la funcién
newton del WXMAXIMA. En la funcién solvenewton, que hemos definido en el archivo
solve_Newton.mc, hemos introducido este parametro como una variable local (epsi-
lon), no como un argumento de la funcién, ya que en principio este pardmetro tendra
un valor fijo para todos los calculos que hagamos (p. €j. el valor que hemos escogido
es 107°, si tomamos un valor mas pequefio la aproximacién sera algo mejor, pero el
tiempo de calculo sera mayor). Listado del archivo solve_Newton.mc:

/* FUNCION "solvenewton"
Resuelve num\’ericamente la ecuaci\’on F(z, y) = 0 para la variable y
por medio del m\’etodo de Newton
Input:
F = la funci\’on que define la ecuacil\’on F = 0
y = variable que queremos despejar
y0 = punto de partida para el m\’etodo de Newton
Output:
valor de y encontrado para la solucil’on de F = 0 */

solvenewton(F, y, y0) := block( [epsilon],
/¥ cargamos el paquete newtonl */
load (newtonl),
/* epsilon = tolerancia (suponemos que hemos encontrado la solucti\’on

con un grado de aprozimaci\’on aceptable cuando F(z, y) < epsilon)

*/
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epsilon : 10°(-6),
newton(F, y, yO, epsilon)
)$

/* fin */

Una vez tenemos esto, dada una ecuacién concreta F'(z,y) = 0 para resolver este
ejercicio basta con hacer

f(x) := solvenewton( F(x, y), y, y0)

donde el ultimo argumento indica el punto de partida para el método de Newton.

Vamos a aplicar esta funcién para resolver la ecuacién ¢ = zy. Dependiendo del
valor de z, esta ecuacién puede tener una solucién (si z € (—o0,0)), ninguna (si
z € (0,¢e)), o dos soluciones (si © > ¢) para y; por otra parte, para que el método
de Newton funcione razonablemente bien es necesario que el punto de partida y, es-
té razonablemente cerca de la solucion buscada (de hecho, si la ecuacion tiene mas
de una solucion el método de Newton convergera a una u otra solucion dependiendo
del valor de y,). Antes de perder horas de calculo sin estar seguros de qué estamos
buscando, lo primero que tenemos que hacer es realizar un estudio de la ecuacion pa-
ra averiguar para qué valores de x existe la solucidn. Para ello podemos representar
graficamente las funciones e? junto con xy en funcion de y, para varios valores de z, fi-
jandonos en cuando se cruzan; para esta ecuacién esa estrategia permite comprender
rapidamente cuando tiene solucion y cuando no, alternativamente también se puede
hacer la representacion de ¢¥ — xy frente a y para varios valores de z, y ver cuando
corta al eje de abscisas. De este estudio deducimos por un lado que la solucién de
esta ecuacion existe y es Unica para x < 0 y doble para z > e, mientras que no hay
solucion para = € (0,¢), y por otro también nos permite hacernos una idea sobre el
primer valor de y con que iniciar el método de Newton.

Para los valores negativos de x, y para la rama de abajo correspondiente a los
valores de z por encima de ¢, el método de Newton converge bastante bien con y, =
1/2, de modo que definimos:

f(x) := solvenewton(exp(y)-x*y, y, 1/2);
datal : makelist( [x, f(x)], x, -10, -0.1, 0.05)$
data2 : makelist( [x, f(x)], x, float(%e), 15, 0.05)$

Para calcular la rama de arriba correspondiente a = > e es preciso dar un valor a
Yo que vaya aumentando a medida que x aumenta. Hemos visto que y, = x funciona
razonablemente bien, de modo que para calcular esta rama hacemos:

f(x) := solvenewton(exp(y)-x*y, y, X);
data3 : makelist( [x, f(x)], x, float(%e), 15, 0.05)$

En principio podriamos usar la funcion £ (x) que hemos definido directamente en
plot2d para generar las gréficas, pero eso resulta bastante lento. Para representar
funciones definidas mediante calculo numérico, como esta, es mucho mas practico
calcular un conjunto discreto de puntos como hemos hecho arriba. Para representar
estos puntos y ver finalmente el aspecto de la funcién y = f(z) hacemos:
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discrete1
discrete2
discrete3

-10 -5 0 5 10 15

Figura 6.1:

plot2d( [ [discrete, datall], [discrete,data2], [discrete, data3] ] );

El resultado se muestra en la figura donde se pueden ver las 3 ramas de la
solucién de e = xy.

Ejercicio 3

Utilice el programa de la seccion anterior para generar una aproximacién a la
funcién y = f(z) en forma de serie de Taylor (de orden n arbitrario), valida en un
entorno de x.

Se sobre-entiende que la funcion y = f(z) a la que se refiere el enunciado es
la que se obtiene resolviendo una ecuacion del tipo F(z,y) = 0, tal y como hemos
considerado en los ejercicios precedentes. Por tanto, la forma de hacer el desarrollo
de Taylor pedido depende de si la variable y se puede despejar o no en la ecuacion
F(z,y) = 0.

En el caso en que si pueda despejarse este ejercicio es bastante sencillo, lo Unico
que hay que hacer es aplicar la funcidén taylor al output producido por solvesust

taylor( solvesust(F(x, y), y), x, x0, n)

Obsérvese que si hay méas de una solucion, la anterior instruccién aplica la funcion
taylor sobre cada una de las soluciones y nos devuelve la correspondiente lista de
desarrollos validos en torno a z, hasta el orden indicado en n.

Realmente si es posible despejar de manera exacta y en funciéon de x no tiene
demasiado interés hacer el desarrollo, ya que conocemos la funcién exacta y = f(z).
El desarrollo en serie de Taylor tiene sentido especialmente cuando no hay forma
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de despejar y en la ecuacién F(z,y) = 0, ya que en ese caso nos proporciona una
aproximacion a f(x), vélida al menos en un cierto entorno alrededor del punto z, que
estemos considerando. Para hacer el desarrollo en ese caso seguimos los pasos que
se daban mas arriba en este capitulo. La funcidén taylorimplicit nos proporciona el
desarrollo pedido, listado del archivo taylor_implicit.mc:

/* FUNCION "taylorimplictt"
Calcula el desarrollo en serie de Taylor, en torno a z0, a orden n, de
la funct\’on
y = f(z), definida de manera impl{\’\t}cita por la condicti\’on F(z, y)

=0
Input:
1: F = la funct\’on de z e y que define la ecuaci\’on F(z, y) = 0
2: T = variable independiente, Tespecto de la que desarrollamos
3: y = variable dependiente, y = f(z)
4: 0 = punto en torno al que desarrollamos
5: y0 = punto de partida para resolver F(z0, y0) = 0 por el m\’etodo
de Newton
6: n = orden del desarrollo
Output:
desarrollo de f(z) en serie de potencias de (z - z0) hasta orden n
x/

taylorimplicit(F, x, y, x0, yO, n) := block( [epsilon, derivadas, auxf],

/% astgnamos a epsilon la tolerancia con la que vamos a resolver F(z0,
y0) = 0 */

epsilon : 10~(-6),

/* cargamos el paquete mewtonl y resolvemos F(z0, y0) = 0 */
load (newtonl),

yO : newton( subst(x0, x, F), y, yO, epsilon ),

/* para calcular los valores de las n primeras derivadas de y respecto
a z en z0
definimos primero la lista de derivadas que tememos que calcular y
la guardamos
en la variable local derivadas */

derivadas : makelist( diff(auxf(x), x, i), i, 1, n, 1),

/* derivando impl{\’\t}citamente n veces la ecuaci|’on F(z, auzf(z)) =
0 encontramos
el sistema de n ecuaciones que nos determina las n derivadas,
planteamos este sistema, lo resolvemos con solve y sustituimos las
soluciones en
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la variable derivadas */
derivadas : subst(

solve(
makelist (
diff(
subst( auxf(x), y, F )
, X, 1)
, i, 1, n, 1)
, derivadas)

, derivadas),
/* a continuaci|’on tenemos que sustituir auzf(z) por y0, T por z0 */
derivadas : subst( x0, x, subst(y0, auxf(x), derivadas) ),

/* finalmente el desarrollo se obtiene multiplicando cada una de estas

derivadas por
(1/%!) * (z - x0)"%, sumando todos estos resultados, y a\“nadiendo

el primer
t\’ermino del desarrollo y0, todo eso se puede hacer de una manera

compacta por
medio de */

yO + ( derivadas . makelist( (x - x0)~i / i!, i, 1, n, 1) )
)$

/¥ fin */

Por ejemplo, para usar esta funcion para calcular el desarrollo en serie de Taylor
de y como funcién de z, definida implicitamente por ¢V = zy, en torno al punto = = 5,
a orden 3, podemos hacer

kill(all);

path : ".../Fisica-Computacional-1/Maxima/";
batchload(concat (path,"taylor_implicit.mc"));

aprox : taylorimplicit( exp(y) - x*y, x, y, 5, 1, 3);

Ejercicio 4

Visualice los resultados obtenidos mediante graficas por medio de la funcién
plot2d.

En el tema anterior ya indicamos cémo visualizar listas de funciones dadas por defi-
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niciones explicitas. Mas arriba en este mismo documento ya hemos indicado que para
visualizar los resultados obtenidos con solvenewton lo mas recomendable es calcular
numéricamente cada rama de la solucidén por separado y posteriormente representar-
las:

f(x) solvenewton(exp(y)-x*y, y, 1/2);

datal : makelist( [x, f(x)], x, -10, -0.1, 0.05)$
data2 : makelist( [x, f(x)], x, float(%e), 15, 0.05)$
f(x) solvenewton(exp(y)-x*y, y, X);

data3 : makelist( [x, f(x)], x, float(%e), 15, 0.05)$

En el caso que estamos estudiando, para = > e la funcion f(z) es bi-valuada,
tiene dos ramas, de forma que dependiendo del valor inicial yO que empleemos en
el método de Newton encontramos una u otra de estas ramas, tal y como hemos
hecho mas arriba. A la hora de calcular el desarrollo en serie de Taylor pasa lo mismo,
dependiendo del valor que le demos a y0 encontraremos el desarrollo en serie de
Taylor de una rama o de otra. En el siguiente cédigo calculamos los desarrollos a
orden 3 en torno a x = —5 (ver aprox1) Yy x = +5, en este segundo caso calculamos
un desarrollo para la rama de abajo (ver aprox2) y otro para la de arriba (ver aprox3):

aproxl : taylorimplicit( exp(y)-x*y, x, y, -5, 1/2, 3);
aprox2 : taylorimplicit( exp(y)-xxy, x, y, +5, 1/2, 3);
aprox3 : taylorimplicit( exp(y)-x*xy, x, y, +5, 5, 3);

Para ver estas aproximaciones junto con la solucién numérica hacemos:

plot2d( [ [discrete, datall, [discrete, data2], [discrete, data3],
aproxl, aprox2, aprox3 ],[x, -10, 10],[y, -2, 5] );

Aqui es donde se ve la verdadera utilidad de los desarrollos en serie de Taylor,
aunque es totalmente imposible despejar y de ¢¥ = xy, por medio de estos desarro-
llos tenemos expresiones analiticas aproximadas muy precisas en un cierto entorno
alrededor del punto donde desarrollamos.

Ejercicio 5

Dada la relacion y = f(x), aplique el programa anterior para obtener una apro-
ximacion en forma de serie de Taylor para la funciéon x = f~!(y), vélida en un
entorno de .

La ecuacion = = f~'(y), para una determinada funcién conocida f, equivale a
resolver para x la ecuacién F(x,y) = 0, definida por la funcién F(x,y) =y — f(z).

Por tanto este problema se reduce a un caso particular del problema que acaba-
mos de resolver. De todas formas le recomendamos que practique aplicando estas
funciones a diversas ecuaciones, por ejemplo puede aplicarlas a las ecuaciones que
aparezcan en asignaturas como calculo o fisica.
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Ejercicio 6

Visualice los resultados obtenidos mediante graficas por medio de la funcién
plot2d.

Ya hemos indicado todas las instrucciones necesarias para visualizar los resulta-
dos.






Problemas del Tema 6

Vamos a aprovechar los problemas del tema 6 para aplicar cambios de variable en funciones
de densidad de probabilidad dependientes de una y de varias variables. En el caso de una funcién
de densidad de probabilidad dependiente de una tnica variable ya hemos mencionado que bajo el
cambio x — y = y(x) la funciéon de densidad de probabilidad f(z) se transforma en g(y), dada por

dz(y)
dy

9(y) = flz(y)]

Este tipo de cambios de variable es muy habitual en fisica. Por poner un ejemplo veamos un
caso relacionado con fisica atmosférica: distribucién de tamanos de gotas en una nube. Supongamos
que n(r) es el numero de gotas con radio r por unidad de volumen (este tipo de informacion es
lo que obtendriamos si medimos esta densidad con métodos Opticos). Nos preguntamos cual es
la probabilidad de encontrar una gota con volumen v, cudl es el volumen promedio y cudl es la
desviacion estdndar en términos del volumen. Para responder a estas preguntas primero calculamos
la funcién de densidad de probabilidad en funcién del radio r, dada por la funcién de distribucién
de gotas por unidad de volumen n(r) dividida por el namero total de gotas por unidad de volumen
(es decir, normalizada)

n(r)

fooo n(r)dr

Una vez calculada esta funcion de densidad de probabilidad aplicamos el cambio de variable r — v =
(47 /3)r3 y calculamos g(r). Ahora ya s6lo nos queda aplicar las funciones previamente programadas
para calcular (v) y la desviacion estandar en términos de v. (En este caso el intervalo de valores
posibles del radio es r € (0,00), que se traduce en el mismo intervalo al describir esta poblacion en
términos de v).

flr) =

Ejercicio 1

Escriba una funcién en Maxima que aplique cambios de variable sobre funciones de densidad
de probabilidad en una variable.

mput: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de x.

Intervalo de valores posibles de .

Cambio de variable y = y(x).

utput: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de y.






e Intervalo de valores posibles de y.

Para hacer este ejercicio debera despejar x en funcion de y resolviendo y = y(z). Programe esta
parte suponiendo que es posible resolver esta ecuacion de forma analitica.

Para determinar el intervalo de valores posibles de y suponga que la funciéon y = y(z) es o bien
estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente.

La generalizacién de este método al caso de n varibles es muy sencilla. Tenemos n variables
aleatorias continuas (z1,...,x,) descritas por la funcién de densidad de probabilidad f(z1,...,x,),
y queremos describir esta funciéon en términos de otro conjunto de variables nuevas (yi,...,¥n),
dadas como funciones de las antiguas: y; = y;(z;), con 4,5 = 1,...,n. Lo tnico que tenemos que
hacer es invertir el sistema anterior para calcular z; = x;(y;), con i,j = 1,...,n y posteriormente
calcular como cambia el elemento diferencial de volumen al aplicar este cambio de variable, es
decir, el equivalente al factor dx(y)/dy pero con n variables. Al aplicar un cambio de variable
en n dimensiones la variacién de volumen del elemento diferencial de volumen estd dada por el
determinante Jacobiano

Oz dz1
ax oy e Oyn
J=]—|=] ... ... ...
dy Oz, Oz
9y T Oy
Por tanto, en el caso general con n variables, al aplicar el cambio y; = y;(x;), coni,j =1,...,nla

funcion de densidad de probabilidad f(z1,...,z,) se transforma en g(yi,...,y,) dada por

915 yn) = fle(i)s - an(yi)] - J

Una vez hemos calculado la funciéon de distribucién en términos de las y; podemos obtener
cualquier resultado en funcién de estas variables. Por ejemplo, supongamos que nos interesa saber
cudl es la funcién de densidad de probabilidad de la primera variable y;, independientemente de los
valores de todas las restantes. Suponiendo que g estd debidamente normalizada, esta funcién esta

dada sencillamente por
9(y1) :/dyz/dys---/dyng(yl,---,yn)

Una vez calculada g(y;1) es inmediato calcular el valor promedio de y; o la dispersion de y;.
Para ilustrar el caso de n variables en lugar de escribir una funcién para el caso general vamos
a resover un problema concreto:

Ejercicio 2

Dada una funcién de distribucién de velocidades de las moléculas de un gas escriba una
funcién en Maxima que calcule la funcién de distribucién de energia cinética de las moléculas
del gas.

mput: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de
la velocidad v = (vg, vy, v2).
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utput: o Funcién de densidad de probabilidad en términos de la energfa cinética E =
(1/2)mwv?.

Para hacer este ejercicio suponga que todas las moléculas del gas tienen la misma masa m. El
intervalo de valores posibles de las componentes de la velocidad es v; € (—o0,4+00) y el de la
energfa cinética es (obviamente) E € (0, 00). Los pasos que deben darse para hacer este ejercicio
son los siguientes:

s Aplicar el cambio de variable de cartesianas a esféricas. Con esto pasamos de la funcion
de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de la velocidad
v = (g, Uy, V) a la densidad de probabilidad en términos del modulo de la velocidad v y
de los dos angulos (0, ¢) que definen la orientacion del vector velocidad.

s Integramos la funciéon de distribucién obtenida en el apartado anterior respecto de 6 y
¢ para todos los valores posibles de estos dngulos. Con esto obtenemos la funciéon de
densidad de probabilidad en términos del médulo de la velocidad v, independientemente
de su orientacién.

= Aplicamos el cambio de variable E = (1/2)muv?
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Problemas del Tema 6

Ejercicio 1
Escriba una funcién en Maxima que aplique cambios de variable sobre funciones de densidad
de probabilidad en una variable.
nput: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de x.
e Intervalo de valores posibles de x.

e Cambio de variable y = y(z).

putput: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de .

e Intervalo de valores posibles de .

Para hacer este ejercicio debera despejar x en funcion de y resolviendo y = y(z). Programe esta
parte suponiendo que es posible resolver esta ecuaciéon de forma analitica.

Para determinar el intervalo de valores posibles de y suponga que la funcion y = y(x) es o bien
estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente.

Dado que el enunciado del problema no precisa con todo detalle la estructura del input, vamos
a suponer que el input de la funcién que se pide programar es el siguiente:

input: e f: Funcién de densidad de probabilidad en términos de x.
e intervalo: Intervalo de valores posibles de z, definido como una lista [a,b] con a < b.

e cambio: Cambio de variable y = y(x), suponemos que este input se proporciona en
forma de una lista [y, y(z)], donde el primer elemento es la nueva variable y, y el segundo
elemento la funciéon y(x) que define esta nueva variable como funcion de z.

El primer paso que debemos dar es despejar x de la ecuacion y = y(z). El enunciado del problema
dice que podemos suponer que x puede despejarse de forma analitica, por tanto podemos emplear
para ello la funcion solvesust definida en las notas del tema 6 (pagina 6-6). Con la notacion que
acabamos de definir para el input, la solucion de y = y(z) esta dada por
solvesust(cambio[2] - cambio[1], x)[1] (solvesust proporciona una lista de soluciones, el
[1] al final indica que nos quedamos con la primera).

Antes de programar la funcién es necesario realizar otra aclaracion. El enunciado del problema
indica que la funcion de densidad de probabilidad en términos de la variable nueva (g(y)) esta dada





por

Esto es cierto si dz(y)/dy > 0, es decir, si la funcion y(x) es estrictamente creciente. Si la funcion
y(x) es decreciente, entonces al calcular el intervalo de definicion de y sustituyendo y = y(x) en
el intervalo [a,b] de la variable x encontramos el intervalo [y(a),y(b)] en el que y(a) > y(b) (ya
que estamos suponiendo que y(x) es decreciente y que a < b). Por ejemplo, supongamos la funcion
de densidad de probabilidad f(z) = 1 con z € [0, 1], sustituyendo el cambio de variable y = —x
encontrariamos ¢g(y) = —1, y como nuevo intervalo encontrariamos y € [—1,0]. Cuando sucede esto
lo més natural es redefinir el intervalo de la variable y como [y(b), y(a)], lo cual implica que hemos
invertido el sentido de la integral, y por tanto debemos multiplicar dz(y)/dy por —1. Por tanto, en
realidad mas que dz(y)dy debemos tomar el “valor absoluto” de dx(y)dy.

Resumiendo: Al aplicar el cambio z — y = y(z) sobre la funcién de densidad de probabilidad
f(x) obtenemos

_ d(y)

o(0) = 7lal] | 212
siendo el intervalo de definicion de la nueva variable [y1,y2] donde y; = min(y(a),y(b)), y2 =
méx(y(a),y(b)). (Recordamos que el simbolo |...| denota valor absoluto y que por hipotesis la

funcion y(x) es, o bien estrictamente creciente, o bien estrictamente decreciente. Esto altimo implica
que la funcion z(y) sera estrictamente creciente en el primer caso y estrictamente decreciente en el
segundo).

La funcién cambiovariablePDF realiza el cambio de variable pedido:

/%
Funcion cambiovariablePDF: Aplica el cambio de variable definido por "cambio” a la
func. de densidad de probabilidad f, definida como func. de z en el intervalo "intervalo”.
*/
cambiovariablePDF (f, intervalo, cambio) := block([aux, signo, nuevoint],
J/*
INPUT:
f: func. de densidad de probabilidad de la variable vieja (z)
intervalo: dominio de def. [a, b] de la wariable z
cambio: lista
cambio [1]: la nueva variable,
cambio [2]: la func. que define la nueva wvariable como func. de xz
OUTPUT:
lista :
[1]: func. de densidad de prob. de la wvariable nueva
[2]: dominio de def. [a, b] de la wariable nueva
*/
/* calculamos el intervalo de def. de la nueva var x/
aux : [subst(intervalo[1l], x, cambio[2]), subst(intervalo[2], x, cambio[2])],
nuevoint : [min(aux|[1l], aux[2]), max{aux[1], aux[2])],

/¥ st yfa] < y[b], entonces el signo de dy/dz es positivo x/

signo : +1,

/x st yfa] > y[b], dy/dx es negativo y debemos multiplicar por —1 x/
if aux[1] > aux[2] then signo : -1,

/* cargamos la func. solvesust x/
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batchload ("Docencia/Grado—en—Fisica/l1—Fisica—Computacional—I/apuntes/c—05/solve sust.mc"),
/* despejamos x de y = y(z), guardamos el resultado en auz */

aux : solvesust(cambio[2] — cambio[1], x)[1],

/% sustituimos x por su expres. como func. de la nueva wvariable en f(z)

multiplicamos el resultado por dz/dy, calculado como d(auz)/d(cambio[1])
multiplicamos el resultado por signo (= +1 si dy/de > 0, = —1 si dy/dz < 0 )

*/
aux : subst(aux, x, f) x diff(aux, cambio[l]) * signo,
/*  finalmente el resultado pedido es =/
[aux, nuevoint ]
)8
/% Fin */

Ejercicio 2

Dada una funciéon de distribucion de velocidades de las moléculas de un gas escriba una
funcién en Maxima que calcule la funcién de distribucién de energia cinética de las moléculas
del gas.

input: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de
la velocidad v = (vg, vy, V).

utput: e Funcién de densidad de probabilidad en términos de la energia cinética E =
(1/2)mv?.

Para hacer este ejercicio suponga que todas las moléculas del gas tienen la misma masa m. El
intervalo de valores posibles de las componentes de la velocidad es v; € (—o00,400) y el de la
energia cinética es (obviamente) E € (0, 00). Los pasos que deben darse para hacer este ejercicio
son los siguientes:

= Aplicar el cambio de variable de cartesianas a esféricas. Con esto pasamos de la funcion
de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de la velocidad
v = (s, Uy, V) a la densidad de probabilidad en términos del médulo de la velocidad v y
de los dos éngulos (0, ¢) que definen la orientacion del vector velocidad.

» Integramos la funcién de distribucién obtenida en el apartado anterior respecto de 6 y
¢ para todos los valores posibles de estos dngulos. Con esto obtenemos la funciéon de
densidad de probabilidad en términos del médulo de la velocidad v, independientemente
de su orientacioén.

= Aplicamos el cambio de variable E = (1/2)muv?
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En coordenadas esféricas el vector v = (v, vy, v,) esta descrito por el modulo de la velocidad
v =4/vi+ v+ v

0 = arccos(v,/v)

el angulo € formado por v y el eje z

v el dngulo ¢ formado por la proyeccién de v en el plano xy con el eje x
¢ = arctan(vy/vy)
y viceversa, las coordenadas cartesianas de v en términos de (v, 0, ¢) estan dadas por
v, = vsin  cos ¢, vy = vsinfsin ¢, v, = vcosf

donde los dominios de definicién de todas estas variables son: v,, vy, v, € (—00,00), mientras que
v € (0,00), 8 € (0,m), y » € (0,2m). Con esto, el elemento diferencial de volumen en el espacio
(vz, vy, v;) en términos de unas y otras variables esta dado por

AV = dv, dvy, dv, = v? sin 0 dv df de

Este resultado se obtiene calculando el determinante de la matriz jacobiana de este cambio de
variable. Es un ejercicio interesante verificar este resultado con Maxima, para ello basta con hacer
lo siguiente:

old : [v % sin(theta) * cos(phi), v * sin(theta) = sin(phi), v * cos(theta)];
new : [v, theta, phi];
J : apply( matrix,
makelist (
makelist (
diff(old[i], new[j])
, j, 1, length(old) )
, i, 1, length(old) )
)3
trigsimp ( determinant(J) );
El resultado de ejecutar este codigo es el factor v? sinf. Como puede verse, este codigo calcula la
matriz Jacobiana, y posteriormente su determinante, sean cuales sean la lista de variables viejas

como funcion de las nuevas (0ld) y la lista de variables nuevas (new).

Volviendo al problema 2, la probabilidad dP de que el vector velocidad v tome valores en un
elemento diferencial de volumen dV alrededor del punto (vg, vy, v.) es

dP = f(vg,vy,v:) dvg dvy dv,,
En términos de las variables (v, 6, ¢) esta probabilidad puede expresarse como
dP = f(vsin@ cos ¢, vsin@sin ¢, v cos ) v* sin @ dv df d¢
identificando esto con dP = g(v, 0, ¢) dv df d¢ encontramos
g(v,0,¢) = f(vsin@ cos ¢, vsin fsin ¢, v cos ) v? sin @
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Una vez calculada la densidad de probabilidad de v en coordenadas esféricas, lo que nos interesa
ahora es calcular la densidad de probabilidad de encontrar el valor v, independientemente de la
orientacion de v, es decir, independientemente de los dngulos 8 y ¢. Vamos a llamar sencillamente
g(v) a esta densidad de probabilidad

o) = [ o [ " 46 g(0.0.0)

Una vez calculada g(v), que depende de una unica variable, para obtener la funcién de densidad
de probabilidad en términos de la energia cinética E (llamémosla h(E)) lo tnico que queda por
hacer es aplicar el cambio de variable v — E(v) = (1/2)muv? (obsérvese que en este caso la funcién
E(v) es estrictamente creciente), de donde deducimos v(E) = \/2E/m, por tanto

dv dE
dv = —dF = ——
dE 2mE

por tanto, la densidad de probabilidad en términos de la energfa cinética estd finalmente dada por

2F 1
"B =0\ ) VamE

El cédigo incluido a continuacién implementa este cambio de variable:

/*
Funcion PDFvelmolecular2PDFenercin: Genera la func. de densidad de probabilidad de la
energ\’\i a cin|’etica de las mol| eculas un gas (E), a partir de la func. de densidad
de probabilidad de las velocidades moleculares, expresada en func. de las componentes
cartesianas del vector wvelocidad.
*/
PDFvelmolecular2PDFenercin(f) := block([old, g],
J*
INPUT:
f(ve, vy, vz): func. de densidad de probabilidad de las wvelocidades
moleculares en cartesianas
OUTPUT:
h(E): func. de densidad de probabilidad de la energ\’|i a cin|’etica
*
/

/% La lista de wvariables wiejas como func. de las nuevas para el cambio a
esf|’ericas es x/

old : [v = sin(theta) * cos(phi), v % sin(theta) * sin(phi), v * cos(theta)],

/* sustituimos esto en f(vx, vy, vz) y multiplicamos el resultado por el
factor v~2 = sin(theta) x/

g : subst(old[1], vx, f),
g : subst(old[2], vy, g),
g : subst(old[3], vz, g),
g : g *x v'2 % sin(theta),

* integramos este resultado respecto de todas las orientaciones posibles, para
teg t ltad to de tod l t bl
quedarnos finalmente con g(v) */

g : integrate( integrate( g, theta, 0, %i), phi, 0, 2%%pi),
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/* sustituimos el cambio de variable v —> v(E) = sqrt(2xE/m) en el resultado
anterior x/

subst( sqrt(2+«E/m), v, g) / sqrt(2 x m x E)
)$
/% Fin =/
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