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Repaso funciones

Javier Carrasco Serrano

• Única expresión:

• Varias expresiones:



Bucles y condicionales

Javier Carrasco Serrano

• Pseudocódigo: https://es.wikipedia.org/wiki/Pseudoc%C3%B3digo
• Bucle: repetir una o varias sentencias un número determinado (o no) de veces.

1. Para i=valor_inicial hasta i=valor_final ejecutar {sentencias}
2. Para cada i en los elementos de una lista ejecutar {sentencias}
3. Para i=valor_inicial hasta i=valor_final ejecutar {sentencias} mientras se cumpla condición
4. Para i=valor_inicial hasta i=valor_final ejecutar {sentencias} hasta que se cumpla condición

• Sentencia condicional: ejecutar una o varias sentencias dependiendo si se cumple o no una
condición.
1. Si {condición lógica} entonces {sentencias}
2. Si {condición lógica} entonces {sentencias}, si no {sentencias}

• Combinaciones de sentencias condicionales y bucles.

https://es.wikipedia.org/wiki/Pseudoc%C3%B3digo


Bucles y condicionales

Javier Carrasco Serrano

• Bucles Maxima: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_37.html

• Bucle: repetir una o varias sentencias un número determinado (o no) de veces.
1. for variable: valor_inicial step incremento thru limite do cuerpo

1. for variable from valor_inicial step incremento thru limite do cuerpo
2. for variable in lista do cuerpo
3. for variable: valor_inicial step incremento while condicion do cuerpo
4. for variable: valor_inicial step incremento unless condición do cuerpo

Atención: la variable de control es una variable local.
“condicion” es una expresión lógica (booleano) que se evalúa como verdadera (TRUE) o falsa (FALSE).
Si queremos que se ejecuten varias sentencias, tenemos que ponerlas entre paréntesis y separadas por
comas: (sentencia1, sentencia2, sentencia3)

http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_37.html


Bucles y condicionales

Javier Carrasco Serrano

• Sentencias condicionales Maxima: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_37.html

• Sentencia condicional: ejecutar una o varias sentencias dependiendo si se cumple o no una
condición.
1. If condicion then sentencia1
2. If condicion then sentencia1 else sentencia2
3. Los bucles condicionales se pueden anidar si en la sentencia2 del else escribimos otra sentencia

if-else, o si en su lugar utilizamos el comando elseif: if cond_1 then expr_1 elseif cond_2 then
expr_2

Atención: la variable de control es una variable global.
“condicion” es una expresión lógica (booleano) que se evalúa como verdadera (TRUE) o falsa (FALSE).
Si queremos que se ejecuten varias sentencias, tenemos que ponerlas entre paréntesis y separadas por
comas: (sentencia1, sentencia2, sentencia3)

http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_37.html


Bucles y condicionales

Javier Carrasco Serrano

• Algunos operadores lógicos: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_6.html#SEC43

http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_6.html#SEC43


Bucles y condicionales

Javier Carrasco Serrano

• Tipos de datos: https://es.wikipedia.org/wiki/Tipo_de_dato
• Tipos de datos en Maxima: http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_5.html#SEC18
• El tipo de datos booleano es muy importante por su uso en bucles y condicionales. Son datos que

sólo toman dos valores, TRUE o FALSE, dependiendo de si la expresión lógica es verdadera o falsa.

https://es.wikipedia.org/wiki/Tipo_de_dato
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/es/maxima_5.html#SEC18


2.6. Aprendiendo Maxima

Javier Carrasco Serrano

• Guardar archivos desde sesiones de trabajo: archivo exportar fichero por lotes maxima (*.mac).
• Es más, para trabajar es mucho mejor guardar en ficheros de texto plano funciones etc, y cargarlas en máxima
para su uso.
• Guarrería: copiar y pegar.
• Menos guarrería: archivo fichero de lotes.
• Recomendable para cargar ficheros bathcload (filename);

Filename es el nombre con directorio del fichero:
C:\Users\Documents\Javier\uned\Tutor\Fisica_Computadores_I\Tutorías\Tutoría 2 - 19 Febrero\ejemplo.mac
Por defecto busca sólo en los directorios guardados en la variable file_search_máxima.
Se pueden añadir append(file_search_máxima, [“mi_directorio”]);
En la práctica es más cómodo asignar el directorio a una variable global, y llamarla cada vez que hace falta:
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Algunos comandos básicas

Javier Carrasco Serrano

Maxima permite resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Algunos comandos para ello son:

• Ecuaciones algebraicas: solve (ecuacion, variable);

• Sistema de ecuaciones algebraicas: solve (lista_de_ecuaciones, lista_de_variables);

• Aproximación numérica de ecuaciones – método de Newton: newton (ecuación, variable, valor_inicial,
precisión);

 se tiene que cargar primero la librería!!! load(“newton1”);

https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Newton

https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Newton


6.4. Funciones de Maxima que debemos utilizar

Javier Carrasco Serrano

• Sublis
• Length calcula la cantidad de elementos de una lista.
• Apply  permite suministrar a otra función todos los elementos de una lista como argumentos, así

podemos sumar o multiplicar todos los elementos de la lista directamente, aunque también convierte
una lista de datos en una matriz (lo veremos en el tema siguiente)

• Subst, diff, block, append, makelist, plot2d, plot3d…



6.1. Función implícita

Javier Carrasco Serrano

• Función implícita: https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita

• Teorema de la función implícita:
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_la_funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita

• Aproximaciones con el método de newton o polinomios de Taylor.

https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_la_funci%C3%B3n_impl%C3%ADcita


6.3. Función inversa

Javier Carrasco Serrano

• Teorema de la función inversa: https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_la_funci%C3%B3n_inversa

https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_la_funci%C3%B3n_inversa


6.5. Problemas resueltos

Javier Carrasco Serrano



Problemas del Tema 6

Javier Carrasco Serrano

Algunos ejercicios resueltos de probabilidad:



Gracias!

Javier Carrasco Serrano
Física Computacional I, Las Tablas

Centro Asociado Las Tablas, UNED Madrid Madrid 04/03/2019
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Tema 6


Solución analítica y numérica de
ecuaciones


Las instrucciones básicas del MAXIMA para resolver ecuaciones y sistemas de


ecuaciones son:


Ecuaciones algebraicas: s♦❧✈❡✭❡❝✉❛❝✐ó♥✱ ✈❛r✐❛❜❧❡✮.


Sistemas de ecuaciones algebraicas: s♦❧✈❡✭❧✐st❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ❧✐st❛ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✮.


Solución numérica de ecuaciones (método de Newton): primero ❧♦❛❞✭✧♥❡✇t♦♥✶✧✮,


y posteriormente ♥❡✇t♦♥✭❡❝✉❛❝✐ó♥✱ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✈❛❧♦r ✐♥✐❝✐❛❧✱ ♣r❡❝✐s✐ó♥✮.


En este tema veremos la aplicación de dichas instrucciones para el cálculo de


funciones definidas de forma implícita mediante ecuaciones.


6.1. Función implícita


En general una ecuación del tipo F (x, y) = 0 define de manera implícita a la va-


riable y como función de x (y análogamente a la x como función de y). Para que esta


ecuación defina una función de forma implícita deben cumplirse ciertas condiciones,


tal y como establece el teorema de la función implícita; por ejemplo, para que esta


condición defina una única función y = y(x) es necesario que la solución sea única,


y que las derivadas parciales de F sean finitas y distintas de cero. En estas notas


no entraremos en los detalles del teorema de la función implícita, y nos centraremos


directamente en la aplicación del WXMAXIMA para el cálculo de funciones definidas de


forma implícita por medio de ecuaciones.


6.1.1. Ejercicios propuestos


1. Dada una ecuación F (x, y) = 0 escriba una función usando el comando s♦❧✈❡
que despeje de forma analítica y en función de x, y defina de esta forma la


correspondiente función y = f(x).


2. Con mucha frecuencia aparecen ecuaciones en las que no es posible realizar


esta operación analíticamente, es ese caso no hay más remedio que resolver
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la ecuación numéricamente, lo cual sólo es posible una vez que hemos sumi-


nistrado un valor numérico concreto para x. Escriba una función por medio del


comando ♥❡✇t♦♥✭✮ que proporcione y en función de x resolviendo la ecuación


F (x, y) = 0 numéricamente.


Notas:


Un dato necesario para resolver este ejercicio es el conjunto de funciones con-


cretas F (x, y) que definen las correspondientes ecuaciones que queremos resol-


ver. Para ello puede probar con cualquier función F , pero le recomendamos que


tome (entre otros casos) el ejemplo concreto que mencionamos más abajo.


Dependiendo de la función F (x, y) que consideremos, la anterior ecuación puede


tener o no solución y en caso de tenerla esta podrá o no ser única. Es convenien-


te tener esta información antes de intentar resolver la ecuación, para ello puede


emplear el comando ♣❧♦t✸❞✭✮.


En el caso de la solución numérica conviene saber que el método de Newton


(que ya estudiará en la asignatura de Métodos Numéricos) es un método itera-


tivo que, por medio de un algoritmo, va produciendo aproximaciones cada vez


más precisas de la solución buscada. Para funcionar este método precisa que


el programador introduzca un primer valor aproximado de la solución (el tercer


argumento de la función ♥❡✇t♦♥). El éxito del método depende, entre otras co-


sas, del primer valor con el que iniciamos las iteraciones. En algunos casos el


método sólo converge a la solución que buscamos si el primer valor que nosotros


suministramos no está demasiado alejado de la solución buscada. Para calcular


esta primera aproximación a la solución lo más sencillo es visualizar F (x, y) por


medio de ♣❧♦t✸❞✭✮.


Un consejo: considere funciones F (x, y) tales que la ecuación F (x, y) = 0 tenga


una solución única. En problemas con múltiples soluciones el método de Newton


no siempre converge, lo cual es un tema muy interesante que estudiará en la


asignatura de Métodos Numéricos.


6.2. Desarrollos en serie de Taylor de funciones defini-


das de forma implícita


En aquellos casos en los que no es posible despejar y en función de x de la ecua-


ción F (x, y) = 0, el teorema de la función implícita nos garantiza que si para unos


determinados x0 e y0 se cumple F (x0, y0) = 0 y F (x, y) es continua y diferenciable


en un entorno del punto (x0, y0), entonces la condición F (x, y) = 0 define la corres-


pondiente función y = f(x) al menos en un entorno pequeño del punto (x0, y0). (La


extensión del entorno en el que puede definirse esta función (determinado por la fun-


ción F ) es un resultado muy interesante que se estudia en la asignatura de Análisis


Matemático).
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6.2.1. Ejercicios propuestos


1. Utilice el programa de la sección anterior para generar una aproximación a la


función y = f(x) en forma de serie de Taylor (de orden n arbitrario), válida en un


entorno de x0.


2. Visualice los resultados obtenidos mediante gráficas por medio de la función


♣❧♦t✷❞✭✮.


Notas:


Para realizar este ejercicio deberá calcular las derivadas (desde la primera hasta


la n-ésima) de la función y = f(x) en el punto x0. Para ello debe derivar respecto de


x la relación F [y(x), x] = 0 utilizando ❞✐❢❢✭✮, posteriormente deberá utilizar s✉❜st✭✮
para sustituir x e y por x0 e y0 y finalmente deberá usar s♦❧✈❡✭✮ para despejar la


derivada buscada. Esta operación deberá hacerse de manera secuencial, desde la


primera derivada hasta la de orden n.


En principio todos sabemos cómo se hace el desarrollo en serie de Taylor de una


función definida de forma explícita


y = f(x)


para el desarrollo en torno a un punto x0 sencillamente tenemos que calcular la si-


guiente suma (suponiendo que f(x) es analítica):


y =
∞
∑


n=0


1


n!


dnf


dxn


∣


∣


∣


∣


x0


(x− x0)
n


Esto es precisamente lo que hace la función definida en el apartado 4.1, con la única


salvedad de que en lugar de calcular el desarrollo completo (hasta n = ∞) lo estamos


cortando en un orden finito determinado (eso es lo que se llama un desarrollo trunca-


do). Es evidente que aunque matemáticamente se manejan formalmente de manera


totalmente rutinaria multitud de objetos que involucran infinitos, como números con


precisión infinita (π, e,
√
2, . . . ) o series infinitas, computacionalmente debemos confor-


marnos con las correspondientes aproximaciones finitas.


El problema que vamos a tratar en estas indicaciones es cómo se calcula un desa-


rrollo en serie de Taylor para una función definida de forma implícita. Una función


y = f(x) está definida de forma implícita cuando la condición que define la función,


dada de forma genérica por la ecuación


F (x, y) = 0


no puede despejarse para y como función de x.


El teorema de la función implícita indica las condiciones que debe cumplir F (x, y)
para que esa ecuación defina efectivamente a y como función de x, pero dado que


no es el tema de esta asignatura no entraremos en los detalles de dicho teorema.


Supongamos sencillamente que en un entorno del punto x0 se cumple el teorema de


la función implícita, por tanto en un entorno de ese punto existe la función y = f(x)
cuyo desarrollo queremos calcular. Para calcular el desarrollo lo que hay que hacer es


lo siguiente:
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Calcular el primer término del desarrollo (y0 = f(x0)) resolviendo numéricamente


la ecuación


F (x0, y0) = 0


Para los demás términos del desarrollo sustituimos formalmente y = f(x) dentro


de F (x, y) y calculamos las derivadas de f(x) por medio de la regla de la cadena


F (x, f(x)) = 0


Fx + Fyf
′(x) = 0 ⇒ f ′(x) = −Fx/Fy


dFx


dx
+


dFy


dx
f ′(x) + Fyf


′′(x) = 0 ⇒ f ′′(x) = −
(


dFx


dx
+


dFy


dx
f ′(x)


)


/Fy


. . . . . . . . . ⇒ . . . . . . . . .


donde estamos empleando la notación siguiente


Fx =
∂F (x, f(x))


∂x
, Fy =


∂F (x, f(x))


∂f(x)


y así sucesivamente para las derivadas de orden superior.


Lo que es importante es darse cuenta de que para calcular el desarrollo sólo tene-


mos que resolver numéricamente una única ecuación (para calcular y0), ya que aunque


sea imposible despejar y en función de x, siempre podemos derivar por medio de la


regla de la cadena y despejar de manera trivial las sucesivas derivadas de y respecto


de x, que quedan evaluadas de manera analítica (no numérica). Por cierto, una de


las condiciones necesarias para que se cumpla el teorema de la función implícita es


precisamente que la Fy que nos aparece en todos los denominadores no se anule.


Ejemplos de funciones F (x, y)


En los ejercicios planteados en este tema se pide hacer una serie de funciones


que resuelvan la ecuación F (x, y) = 0, análiticamente si es posible o numéricamente


en caso contrario, pero no se propone ninguna función F (x, y) concreta.


Para fijar ideas proponemos trabajar sobre los siguientes casos concretos:


Caso con solución analítica: F (x, y) = x2 + y2 − 1.


Caso sin solución analítica: F (x, y) = ey − xy. En este caso hay que tener en


cuenta que esta ecuación tiene solución única para −∞ ≤ x ≤ 0, no tiene solu-


ción para 0 < x < e y tiene dos soluciones para x > e.


Aunque para fijar ideas le proponemos trabajar sobre estos ejemplos de funciones


F (x, y), las soluciones a los ejercicios deben estar programadas para operar sobre


cualquier función F (x, y).
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6.3. Función inversa


Como caso particular del teorema de la función implícita tenemos el teorema de la


función inversa, que nos garantiza que la relación y = f(x) define a x como función


de y, al menos localmente (relación que se obtiene resolviendo para x la ecuación


f(x)−y = 0). (La extensión del entorno en el que puede definirse la función x = f−1(y)
(determinado por la función f ) es un resultado muy interesante que se estudia en la


asignatura de Análisis Matemático). Cuando no es posible despejar x en función de


y analíticamente no hay más remedio que hacerlo numéricamente, para ello en este


curso usaremos el comando ♥❡✇t♦♥✭✮.


6.3.1. Ejercicios propuestos


1. Dada la relación y = f(x), aplique el programa anterior para obtener una apro-


ximación en forma de serie de Taylor para la función x = f−1(y), válida en un


entorno de y0.


2. Visualice los resultados obtenidos mediante gráficas por medio de la función


♣❧♦t✷❞✭✮.


6.4. Funciones del Maxima que debemos aplicar


Para los ejercicios de este tema resulta conveniente emplear las siguientes funcio-


nes del WXMAXIMA:


s♦❧✈❡


s✉❜❧✐s


♥❡✇t♦♥, para ello previamente hay que cargar el paquete “newton” por medio de


❧♦❛❞✭♥❡✇t♦♥✶✮❀


s✉❜st


❞✐❢❢


aparte de las que ya hemos visto ❜❧♦❝❦, ❛♣♣❡♥❞, ♠❛❦❡❧✐st, ♣❧♦t✷❞


6.5. Problemas resueltos


Ejercicio 1


Dada una ecuación F (x, y) = 0 escriba una función usando el comando s♦❧✈❡
que despeje de forma analítica y en función de x, y defina de esta forma la corres-


pondiente función y = f(x).
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En este ejercicio lo único que hay que hacer es usar las funciones s♦❧✈❡ y s✉❜❧✐s
del wxMaxima. Si la ecuación F (x, y) = 0 puede resolverse analíticamente (lo cual


no siempre ocurre), la función s♦❧✈❡✭❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵✱ ②✮ resuelve la ecuación y nos


devuelve una lista de ecuaciones en las que la variable y está despejada, cada uno


de los elementos de esta lista corresponde a una de las soluciones de la ecuación. La


función s✉❜❧✐s aplicada al anterior output sustituye la ecuación que hemos obtenido


para la y ya despejada. Definimos entonces la función s♦❧✈❡s✉st:


s♦❧✈❡s✉st✭❋✱ ②✮ ✿❂ s✉❜❧✐s✭ s♦❧✈❡✭ ❋ ❂ ✵✱ ②✮✱ ② ✮✩


Haciéndolo de esta forma vemos que cuando la ecuación F (x, y) = 0 tiene más de


una solución (p. ej. x2+y2−1 = 0) sólo obtenemos la primera, ya que s✉❜❧✐s sustituye


la primera solución y prescinde de todas las restantes, a pesar de que s♦❧✈❡ nos


genera la lista completa de soluciones. Esto es un inconveniente, ya que si la ecuación


que tenemos que resolver tiene más de una solución, en principio nos interesa obtener


una lista con todas las soluciones posibles.


Una posible forma de conseguir esta lista de soluciones es aplicando s✉❜❧✐s de


manera sucesiva sobre cada una de las soluciones encontradas con s♦❧✈❡, para ello


modificamos s♦❧✈❡s✉st de la siguiente forma, listado del archivo s♦❧✈❡❴s✉st✳♠❝:


✴✯ ❋❯◆❈■❖◆ ✧s♦❧✈❡s✉st✧
❘❡s✉❡❧✈❡ ❛♥❛❧④❭✬❭✐⑥t✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐❭✬♦♥ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵ ♣❛r❛
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ②✱ ❞❡✈♦❧✈✐❡♥❞♦ ❧❛ s♦❧✉❝✐❭✬♦♥
■♥♣✉t✿
❋ ❂ ❧❛ ❢✉♥❝✐❭✬♦♥ q✉❡ ❞❡❢✐♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐❭✬♦♥ ❋ ❂ ✵
② ❂ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s ❞❡s♣❡❥❛r


❖✉t♣✉t✿
❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❋ ❂ ✵ ♣❛r❛ ② ✯✴


s♦❧✈❡s✉st✭❋✱ ②✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱ s♦❧②❪✱


✴✯ ❛s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡
❋ ❂ ✵ ✯✴


s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ s♦❧✈❡✭ ❋ ❂ ✵✱ ②✮✱


✴✯ ❛s✐❣♥❛♠♦s ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ s♦❧✉❝✐❭✬♦♥ ❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s s♦❧② ✯✴


s♦❧② ✿ ❬ s✉❜❧✐s✭ ❬s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✶❪❪✱ ②✮ ❪✱


✴✯ ❡♥ ❡st❡ ❜✉❝❧❡ s✉st✐t✉✐♠♦s ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❛
♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ② ❧❛s ✈❛♠♦s ❛❭⑦♥❛❞✐❡♥❞♦ ❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s s♦❧②


✯✴


❢♦r ✐ ✿ ✷ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭


s♦❧② ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ s♦❧②✱ ❬ s✉❜❧✐s✭ ❬s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❪✱ ② ✮ ❪ ✮


✮✱ ✴✯ ❢✐♥ ❞❡❧ ❜✉❝❧❡ ✯✴
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s♦❧②


✮✩


✴✯ ❢✐♥ ✯✴


Ejercicio 2


Con mucha frecuencia aparecen ecuaciones en las que no es posible realizar


esta operación analíticamente, es ese caso no hay más remedio que resolver la


ecuación numéricamente, lo cual sólo es posible una vez que hemos suministrado


un valor numérico concreto para x. Escriba una función por medio del comando


♥❡✇t♦♥ que proporcione y en función de x resolviendo la ecuación F (x, y) = 0
numéricamente.


En este caso no tenemos más remedio que renunciar a la solución exacta, y debe-


mos conformarnos con obtener una solución aproximada. Esto implica que debemos


añadir una parámetro que indice cuándo consideramos que la aproximación a la solu-


ción que tenemos es aceptable, este parámetro es el último argumento de la función


♥❡✇t♦♥ del WXMAXIMA. En la función s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥, que hemos definido en el archivo


s♦❧✈❡❴◆❡✇t♦♥✳♠❝, hemos introducido este parámetro como una variable local (epsi-


lon), no como un argumento de la función, ya que en principio este parámetro tendrá


un valor fijo para todos los cálculos que hagamos (p. ej. el valor que hemos escogido


es 10−6, si tomamos un valor más pequeño la aproximación será algo mejor, pero el


tiempo de cálculo será mayor). Listado del archivo s♦❧✈❡❴◆❡✇t♦♥✳♠❝:


✴✯ ❋❯◆❈■❖◆ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧
❘❡s✉❡❧✈❡ ♥✉♠❭✬❡r✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐❭✬♦♥ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵ ♣❛r❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ②
♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ♠❭✬❡t♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
■♥♣✉t✿
❋ ❂ ❧❛ ❢✉♥❝✐❭✬♦♥ q✉❡ ❞❡❢✐♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐❭✬♦♥ ❋ ❂ ✵
② ❂ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s ❞❡s♣❡❥❛r
②✵ ❂ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♣❛rt✐❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❭✬❡t♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥


❖✉t♣✉t✿
✈❛❧♦r ❞❡ ② ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐❭✬♦♥ ❞❡ ❋ ❂ ✵ ✯✴


s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭❋✱ ②✱ ②✵✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❡♣s✐❧♦♥❪✱


✴✯ ❝❛r❣❛♠♦s ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ♥❡✇t♦♥✶ ✯✴


❧♦❛❞ ✭♥❡✇t♦♥✶✮✱


✴✯ ❡♣s✐❧♦♥ ❂ t♦❧❡r❛♥❝✐❛ ✭s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❤❡♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❧❛ s♦❧✉❝✐❭✬♦♥
❝♦♥ ✉♥ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐❭✬♦♥ ❛❝❡♣t❛❜❧❡ ❝✉❛♥❞♦ ❋✭①✱ ②✮ ❁ ❡♣s✐❧♦♥✮


✯✴
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❡♣s✐❧♦♥ ✿ ✶✵❫✭✲✻✮✱


♥❡✇t♦♥✭❋✱ ②✱ ②✵✱ ❡♣s✐❧♦♥✮


✮✩


✴✯ ❢✐♥ ✯✴


Una vez tenemos esto, dada una ecuación concreta F (x, y) = 0 para resolver este


ejercicio basta con hacer


❢✭①✮ ✿❂ s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭ ❋✭①✱ ②✮✱ ②✱ ②✵✮


donde el último argumento indica el punto de partida para el método de Newton.


Vamos a aplicar esta función para resolver la ecuación ey = xy. Dependiendo del


valor de x, esta ecuación puede tener una solución (si x ∈ (−∞, 0)), ninguna (si


x ∈ (0, e)), o dos soluciones (si x > e) para y; por otra parte, para que el método


de Newton funcione razonablemente bien es necesario que el punto de partida y0 es-


té razonablemente cerca de la solución buscada (de hecho, si la ecuación tiene más


de una solución el método de Newton convergerá a una u otra solución dependiendo


del valor de y0). Antes de perder horas de cálculo sin estar seguros de qué estamos


buscando, lo primero que tenemos que hacer es realizar un estudio de la ecuación pa-


ra averiguar para qué valores de x existe la solución. Para ello podemos representar


gráficamente las funciones ey junto con xy en función de y, para varios valores de x, fi-


jándonos en cuándo se cruzan; para esta ecuación esa estrategia permite comprender


rápidamente cuándo tiene solución y cuándo no, alternativamente también se puede


hacer la representación de ey − xy frente a y para varios valores de x, y ver cuándo


corta al eje de abscisas. De este estudio deducimos por un lado que la solución de


esta ecuación existe y es única para x < 0 y doble para x > e, mientras que no hay


solución para x ∈ (0, e), y por otro también nos permite hacernos una idea sobre el


primer valor de y con que iniciar el método de Newton.


Para los valores negativos de x, y para la rama de abajo correspondiente a los


valores de x por encima de e, el método de Newton converge bastante bien con y0 =
1/2, de modo que definimos:


❢✭①✮ ✿❂ s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ②✱ ✶✴✷✮❀
❞❛t❛✶ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬①✱ ❢✭①✮❪✱ ①✱ ✲✶✵✱ ✲✵✳✶✱ ✵✳✵✺✮✩
❞❛t❛✷ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬①✱ ❢✭①✮❪✱ ①✱ ❢❧♦❛t✭ ✪❡✮✱ ✶✺✱ ✵✳✵✺✮✩


Para calcular la rama de arriba correspondiente a x > e es preciso dar un valor a


y0 que vaya aumentando a medida que x aumenta. Hemos visto que y0 = x funciona


razonablemente bien, de modo que para calcular esta rama hacemos:


❢✭①✮ ✿❂ s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ②✱ ①✮❀
❞❛t❛✸ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬①✱ ❢✭①✮❪✱ ①✱ ❢❧♦❛t✭ ✪❡✮✱ ✶✺✱ ✵✳✵✺✮✩


En principio podríamos usar la función ❢✭①✮ que hemos definido directamente en


♣❧♦t✷❞ para generar las gráficas, pero eso resulta bastante lento. Para representar


funciones definidas mediante cálculo numérico, como esta, es mucho más práctico


calcular un conjunto discreto de puntos como hemos hecho arriba. Para representar


estos puntos y ver finalmente el aspecto de la función y = f(x) hacemos:
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Figura 6.1:


♣❧♦t✷❞✭ ❬ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❞❛t❛✶❪✱ ❬❞✐s❝r❡t❡✱❞❛t❛✷❪✱❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❞❛t❛✸❪ ❪ ✮❀


El resultado se muestra en la figura 6.1, donde se pueden ver las 3 ramas de la


solución de ey = xy.


Ejercicio 3


Utilice el programa de la sección anterior para generar una aproximación a la


función y = f(x) en forma de serie de Taylor (de orden n arbitrario), válida en un


entorno de x0.


Se sobre-entiende que la función y = f(x) a la que se refiere el enunciado es


la que se obtiene resolviendo una ecuación del tipo F (x, y) = 0, tal y como hemos


considerado en los ejercicios precedentes. Por tanto, la forma de hacer el desarrollo


de Taylor pedido depende de si la variable y se puede despejar o no en la ecuación


F (x, y) = 0.


En el caso en que sí pueda despejarse este ejercicio es bastante sencillo, lo único


que hay que hacer es aplicar la función t❛②❧♦r al output producido por s♦❧✈❡s✉st


t❛②❧♦r✭ s♦❧✈❡s✉st✭❋✭①✱ ②✮✱ ②✮✱ ①✱ ①✵✱ ♥✮


Obsérvese que si hay más de una solución, la anterior instrucción aplica la función


t❛②❧♦r sobre cada una de las soluciones y nos devuelve la correspondiente lista de


desarrollos válidos en torno a x0 hasta el orden indicado en ♥.


Realmente si es posible despejar de manera exacta y en función de x no tiene


demasiado interés hacer el desarrollo, ya que conocemos la función exacta y = f(x).
El desarrollo en serie de Taylor tiene sentido especialmente cuando no hay forma
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de despejar y en la ecuación F (x, y) = 0, ya que en ese caso nos proporciona una


aproximación a f(x), válida al menos en un cierto entorno alrededor del punto x0 que


estemos considerando. Para hacer el desarrollo en ese caso seguimos los pasos que


se daban más arriba en este capítulo. La función t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t nos proporciona el


desarrollo pedido, listado del archivo t❛②❧♦r❴✐♠♣❧✐❝✐t✳♠❝:


✴✯ ❋❯◆❈■❖◆ ✧t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t✧
❈❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ❡♥ t♦r♥♦ ❛ ①✵✱ ❛ ♦r❞❡♥ ♥✱ ❞❡


❧❛ ❢✉♥❝✐❭✬♦♥
② ❂ ❢✭①✮✱ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♠♣❧④❭✬❭✐⑥❝✐t❛ ♣♦r ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐❭✬♦♥ ❋✭①✱ ②✮


❂ ✵
■♥♣✉t✿
✶✿ ❋ ❂ ❧❛ ❢✉♥❝✐❭✬♦♥ ❞❡ ① ❡ ② q✉❡ ❞❡❢✐♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐❭✬♦♥ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵
✷✿ ① ❂ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ q✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♠♦s
✸✿ ② ❂ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱ ② ❂ ❢✭①✮
✹✿ ①✵ ❂ ♣✉♥t♦ ❡♥ t♦r♥♦ ❛❧ q✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♠♦s
✺✿ ②✵ ❂ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♣❛rt✐❞❛ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❋✭①✵✱ ②✵✮ ❂ ✵ ♣♦r ❡❧ ♠❭✬❡t♦❞♦


❞❡ ◆❡✇t♦♥
✻✿ ♥ ❂ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦


❖✉t♣✉t✿
❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ❢✭①✮ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ♣♦t❡♥❝✐❛s ❞❡ ✭① ✲ ①✵✮ ❤❛st❛ ♦r❞❡♥ ♥


✯✴


t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t✭❋✱ ①✱ ②✱ ①✵✱ ②✵✱ ♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❡♣s✐❧♦♥✱ ❞❡r✐✈❛❞❛s✱ ❛✉①❢❪✱


✴✯ ❛s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❡♣s✐❧♦♥ ❧❛ t♦❧❡r❛♥❝✐❛ ❝♦♥ ❧❛ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ r❡s♦❧✈❡r ❋✭①✵✱
②✵✮ ❂ ✵ ✯✴


❡♣s✐❧♦♥ ✿ ✶✵❫✭✲✻✮✱


✴✯ ❝❛r❣❛♠♦s ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ♥❡✇t♦♥✶ ② r❡s♦❧✈❡♠♦s ❋✭①✵✱ ②✵✮ ❂ ✵ ✯✴


❧♦❛❞✭♥❡✇t♦♥✶✮✱


②✵ ✿ ♥❡✇t♦♥✭ s✉❜st✭①✵✱ ①✱ ❋✮✱ ②✱ ②✵✱ ❡♣s✐❧♦♥ ✮✱


✴✯ ♣❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ♥ ♣r✐♠❡r❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡ ② r❡s♣❡❝t♦
❛ ① ❡♥ ①✵
❞❡❢✐♥✐♠♦s ♣r✐♠❡r♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❞❡r✐✈❛❞❛s q✉❡ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ②


❧❛ ❣✉❛r❞❛♠♦s
❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡r✐✈❛❞❛s ✯✴


❞❡r✐✈❛❞❛s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❞✐❢❢✭❛✉①❢✭①✮✱ ①✱ ✐✮✱ ✐✱ ✶✱ ♥✱ ✶✮✱


✴✯ ❞❡r✐✈❛♥❞♦ ✐♠♣❧④❭✬❭✐⑥❝✐t❛♠❡♥t❡ ♥ ✈❡❝❡s ❧❛ ❡❝✉❛❝✐❭✬♦♥ ❋✭①✱ ❛✉①❢✭①✮✮ ❂
✵ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s
❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ♥ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s q✉❡ ♥♦s ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❧❛s ♥ ❞❡r✐✈❛❞❛s✱
♣❧❛♥t❡❛♠♦s ❡st❡ s✐st❡♠❛✱ ❧♦ r❡s♦❧✈❡♠♦s ❝♦♥ s♦❧✈❡ ② s✉st✐t✉✐♠♦s ❧❛s


s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥







6.5. PROBLEMAS RESUELTOS 6-11


❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r✐✈❛❞❛s ✯✴


❞❡r✐✈❛❞❛s ✿ s✉❜st✭


s♦❧✈❡✭
♠❛❦❡❧✐st✭


❞✐❢❢✭
s✉❜st✭ ❛✉①❢✭①✮✱ ②✱ ❋ ✮


✱ ①✱ ✐✮
✱ ✐✱ ✶✱ ♥✱ ✶✮


✱ ❞❡r✐✈❛❞❛s✮


✱ ❞❡r✐✈❛❞❛s✮✱


✴✯ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐❭✬♦♥ t❡♥❡♠♦s q✉❡ s✉st✐t✉✐r ❛✉①❢✭①✮ ♣♦r ②✵✱ ① ♣♦r ①✵ ✯✴


❞❡r✐✈❛❞❛s ✿ s✉❜st✭ ①✵✱ ①✱ s✉❜st✭②✵✱ ❛✉①❢✭①✮✱ ❞❡r✐✈❛❞❛s✮ ✮✱


✴✯ ❢✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞♦ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❡st❛s
❞❡r✐✈❛❞❛s ♣♦r
✭✶✴✐✦✮ ✯ ✭① ✲ ①✵✮❫✐✱ s✉♠❛♥❞♦ t♦❞♦s ❡st♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✱ ② ❛❭⑦♥❛❞✐❡♥❞♦


❡❧ ♣r✐♠❡r
t❭✬❡r♠✐♥♦ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ②✵✱ t♦❞♦ ❡s♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❤❛❝❡r ❞❡ ✉♥❛ ♠❛♥❡r❛


❝♦♠♣❛❝t❛ ♣♦r
♠❡❞✐♦ ❞❡ ✯✴


②✵ ✰ ✭ ❞❡r✐✈❛❞❛s ✳ ♠❛❦❡❧✐st✭ ✭① ✲ ①✵✮❫✐ ✴ ✐✦✱ ✐✱ ✶✱ ♥✱ ✶✮ ✮


✮✩


✴✯ ❢✐♥ ✯✴


Por ejemplo, para usar esta función para calcular el desarrollo en serie de Taylor


de y como función de x, definida implícitamente por ey = xy, en torno al punto x = 5,


a orden 3, podemos hacer


❦✐❧❧✭❛❧❧✮❀
♣❛t❤ ✿ ✧✳✳✳✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴✧❀
❜❛t❝❤❧♦❛❞✭❝♦♥❝❛t✭♣❛t❤✱✧t❛②❧♦r❴✐♠♣❧✐❝✐t✳♠❝✧✮✮❀
❛♣r♦① ✿ t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t✭ ❡①♣✭②✮ ✲ ①✯②✱ ①✱ ②✱ ✺✱ ✶✱ ✸✮❀


Ejercicio 4


Visualice los resultados obtenidos mediante gráficas por medio de la función


♣❧♦t✷❞.


En el tema anterior ya indicamos cómo visualizar listas de funciones dadas por defi-
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niciones explícitas. Más arriba en este mismo documento ya hemos indicado que para


visualizar los resultados obtenidos con s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥ lo más recomendable es calcular


numéricamente cada rama de la solución por separado y posteriormente representar-


las:


❢✭①✮ ✿❂ s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ②✱ ✶✴✷✮❀
❞❛t❛✶ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬①✱ ❢✭①✮❪✱ ①✱ ✲✶✵✱ ✲✵✳✶✱ ✵✳✵✺✮✩
❞❛t❛✷ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬①✱ ❢✭①✮❪✱ ①✱ ❢❧♦❛t✭ ✪❡✮✱ ✶✺✱ ✵✳✵✺✮✩
❢✭①✮ ✿❂ s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ②✱ ①✮❀
❞❛t❛✸ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬①✱ ❢✭①✮❪✱ ①✱ ❢❧♦❛t✭ ✪❡✮✱ ✶✺✱ ✵✳✵✺✮✩


En el caso que estamos estudiando, para x > e la función f(x) es bi-valuada,


tiene dos ramas, de forma que dependiendo del valor inicial y0 que empleemos en


el método de Newton encontramos una u otra de estas ramas, tal y como hemos


hecho más arriba. A la hora de calcular el desarrollo en serie de Taylor pasa lo mismo,


dependiendo del valor que le demos a y0 encontraremos el desarrollo en serie de


Taylor de una rama o de otra. En el siguiente código calculamos los desarrollos a


orden 3 en torno a x = −5 (ver ❛♣r♦①✶) y x = +5, en este segundo caso calculamos


un desarrollo para la rama de abajo (ver ❛♣r♦①✷) y otro para la de arriba (ver ❛♣r♦①✸):


❛♣r♦①✶ ✿ t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t✭ ❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ①✱ ②✱ ✲✺✱ ✶✴✷✱ ✸✮❀
❛♣r♦①✷ ✿ t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t✭ ❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ①✱ ②✱ ✰✺✱ ✶✴✷✱ ✸✮❀
❛♣r♦①✸ ✿ t❛②❧♦r✐♠♣❧✐❝✐t✭ ❡①♣✭②✮✲①✯②✱ ①✱ ②✱ ✰✺✱ ✺✱ ✸✮❀


Para ver estas aproximaciones junto con la solución numérica hacemos:


♣❧♦t✷❞✭ ❬ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❞❛t❛✶❪✱ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❞❛t❛✷❪✱ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❞❛t❛✸❪✱
❛♣r♦①✶✱ ❛♣r♦①✷✱ ❛♣r♦①✸ ❪✱❬①✱ ✲✶✵✱ ✶✵❪✱❬②✱ ✲✷✱ ✺❪ ✮❀


Aquí es donde se ve la verdadera utilidad de los desarrollos en serie de Taylor,


aunque es totalmente imposible despejar y de ey = xy, por medio de estos desarro-


llos tenemos expresiones analíticas aproximadas muy precisas en un cierto entorno


alrededor del punto donde desarrollamos.


Ejercicio 5


Dada la relación y = f(x), aplique el programa anterior para obtener una apro-


ximación en forma de serie de Taylor para la función x = f−1(y), válida en un


entorno de y0.


La ecuación x = f−1(y), para una determinada función conocida f , equivale a


resolver para x la ecuación F (x, y) = 0, definida por la función F (x, y) = y − f(x).


Por tanto este problema se reduce a un caso particular del problema que acaba-


mos de resolver. De todas formas le recomendamos que practique aplicando estas


funciones a diversas ecuaciones, por ejemplo puede aplicarlas a las ecuaciones que


aparezcan en asignaturas como cálculo o física.
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Ejercicio 6


Visualice los resultados obtenidos mediante gráficas por medio de la función


♣❧♦t✷❞.


Ya hemos indicado todas las instrucciones necesarias para visualizar los resulta-


dos.








Problemas del Tema 6


Vamos a aprovechar los problemas del tema 6 para aplicar cambios de variable en funciones
de densidad de probabilidad dependientes de una y de varias variables. En el caso de una función
de densidad de probabilidad dependiente de una única variable ya hemos mencionado que bajo el
cambio x → y = y(x) la función de densidad de probabilidad f(x) se transforma en g(y), dada por


g(y) = f [x(y)]
dx(y)


dy


Este tipo de cambios de variable es muy habitual en física. Por poner un ejemplo veamos un
caso relacionado con física atmosférica: distribución de tamaños de gotas en una nube. Supongamos
que n(r) es el número de gotas con radio r por unidad de volumen (este tipo de información es
lo que obtendríamos si medimos esta densidad con métodos ópticos). Nos preguntamos cuál es
la probabilidad de encontrar una gota con volumen v, cuál es el volumen promedio y cuál es la
desviación estándar en términos del volumen. Para responder a estas preguntas primero calculamos
la función de densidad de probabilidad en función del radio r, dada por la función de distribución
de gotas por unidad de volumen n(r) dividida por el número total de gotas por unidad de volumen
(es decir, normalizada)


f(r) =
n(r)∫∞


0 n(r) dr


Una vez calculada esta función de densidad de probabilidad aplicamos el cambio de variable r → v =
(4π/3)r3 y calculamos g(r). Ahora ya sólo nos queda aplicar las funciones previamente programadas
para calcular 〈v〉 y la desviación estándar en términos de v. (En este caso el intervalo de valores
posibles del radio es r ∈ (0,∞), que se traduce en el mismo intervalo al describir esta población en
términos de v).


Ejercicio 1
Escriba una función en Maxima que aplique cambios de variable sobre funciones de densidad


de probabilidad en una variable.


input: • Función de densidad de probabilidad en términos de x.
• Intervalo de valores posibles de x.
• Cambio de variable y = y(x).


output: • Función de densidad de probabilidad en términos de y.


1
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• Intervalo de valores posibles de y.


Para hacer este ejercicio deberá despejar x en función de y resolviendo y = y(x). Programe esta
parte suponiendo que es posible resolver esta ecuación de forma analítica.
Para determinar el intervalo de valores posibles de y suponga que la función y = y(x) es o bien
estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente.


La generalización de este método al caso de n varibles es muy sencilla. Tenemos n variables
aleatorias continuas (x1, . . . , xn) descritas por la función de densidad de probabilidad f(x1, . . . , xn),
y queremos describir esta función en términos de otro conjunto de variables nuevas (y1, . . . , yn),
dadas como funciones de las antiguas: yi = yi(xj), con i, j = 1, . . . , n. Lo único que tenemos que
hacer es invertir el sistema anterior para calcular xi = xi(yj), con i, j = 1, . . . , n y posteriormente
calcular cómo cambia el elemento diferencial de volumen al aplicar este cambio de variable, es
decir, el equivalente al factor dx(y)/dy pero con n variables. Al aplicar un cambio de variable
en n dimensiones la variación de volumen del elemento diferencial de volumen está dada por el
determinante Jacobiano


J =
∣∣∣∣
∂x


∂y


∣∣∣∣ =


∣∣∣∣∣∣∣


∂x1
∂y1


. . . ∂x1
∂yn


. . . . . . . . .
∂xn
∂y1


. . . ∂xn
∂yn


∣∣∣∣∣∣∣
Por tanto, en el caso general con n variables, al aplicar el cambio yi = yi(xj), con i, j = 1, . . . , n la
función de densidad de probabilidad f(x1, . . . , xn) se transforma en g(y1, . . . , yn) dada por


g(y1, . . . , yn) = f [x1(yi), . . . , xn(yi)] · J


Una vez hemos calculado la función de distribución en términos de las yj podemos obtener
cualquier resultado en función de estas variables. Por ejemplo, supongamos que nos interesa saber
cuál es la función de densidad de probabilidad de la primera variable y1, independientemente de los
valores de todas las restantes. Suponiendo que g está debidamente normalizada, esta función está
dada sencillamente por


g(y1) =
∫


dy2


∫
dy3 . . .


∫
dyn g(y1, . . . , yn)


Una vez calculada g(y1) es inmediato calcular el valor promedio de y1 o la dispersión de y1.
Para ilustrar el caso de n variables en lugar de escribir una función para el caso general vamos


a resover un problema concreto:


Ejercicio 2
Dada una función de distribución de velocidades de las moléculas de un gas escriba una


función en Maxima que calcule la función de distribución de energía cinética de las moléculas
del gas.


input: • Función de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de
la velocidad v = (vx, vy, vz).
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output: • Función de densidad de probabilidad en términos de la energía cinética E =
(1/2)mv2.


Para hacer este ejercicio suponga que todas las moléculas del gas tienen la misma masa m. El
intervalo de valores posibles de las componentes de la velocidad es vi ∈ (−∞, +∞) y el de la
energía cinética es (obviamente) E ∈ (0,∞). Los pasos que deben darse para hacer este ejercicio
son los siguientes:


Aplicar el cambio de variable de cartesianas a esféricas. Con esto pasamos de la función
de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de la velocidad
v = (vx, vy, vz) a la densidad de probabilidad en términos del módulo de la velocidad v y
de los dos ángulos (θ, φ) que de�nen la orientación del vector velocidad.


Integramos la función de distribución obtenida en el apartado anterior respecto de θ y
φ para todos los valores posibles de estos ángulos. Con esto obtenemos la función de
densidad de probabilidad en términos del módulo de la velocidad v, independientemente
de su orientación.


Aplicamos el cambio de variable E = (1/2)mv2


Programación con Maxima; Dept. Física Matemática y de Fluidos UNED curso 2011/2012
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Ejercicio 1
Escriba una función en Maxima que aplique cambios de variable sobre funciones de densidad


de probabilidad en una variable.


input: • Función de densidad de probabilidad en términos de x.
• Intervalo de valores posibles de x.
• Cambio de variable y = y(x).


output: • Función de densidad de probabilidad en términos de y.
• Intervalo de valores posibles de y.


Para hacer este ejercicio deberá despejar x en función de y resolviendo y = y(x). Programe esta
parte suponiendo que es posible resolver esta ecuación de forma analítica.
Para determinar el intervalo de valores posibles de y suponga que la función y = y(x) es o bien
estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente.


Dado que el enunciado del problema no precisa con todo detalle la estructura del input, vamos
a suponer que el input de la función que se pide programar es el siguiente:


input: • f: Función de densidad de probabilidad en términos de x.
• intervalo: Intervalo de valores posibles de x, de�nido como una lista [a, b] con a < b.
• cambio: Cambio de variable y = y(x), suponemos que este input se proporciona en


forma de una lista [y, y(x)], donde el primer elemento es la nueva variable y, y el segundo
elemento la función y(x) que de�ne esta nueva variable como función de x.


El primer paso que debemos dar es despejar x de la ecuación y = y(x). El enunciado del problema
dice que podemos suponer que x puede despejarse de forma analítica, por tanto podemos emplear
para ello la función solvesust de�nida en las notas del tema 6 (página 6-6). Con la notación que
acabamos de de�nir para el input, la solución de y = y(x) está dada por
solvesust(cambio[2] - cambio[1], x)[1] (solvesust proporciona una lista de soluciones, el
[1] al �nal indica que nos quedamos con la primera).


Antes de programar la función es necesario realizar otra aclaración. El enunciado del problema
indica que la función de densidad de probabilidad en términos de la variable nueva (g(y)) está dada


1







2


por
g(y) = f [x(y)]


dx(y)
dy


Esto es cierto si dx(y)/dy > 0, es decir, si la función y(x) es estrictamente creciente. Si la función
y(x) es decreciente, entonces al calcular el intervalo de de�nición de y sustituyendo y = y(x) en
el intervalo [a, b] de la variable x encontramos el intervalo [y(a), y(b)] en el que y(a) > y(b) (ya
que estamos suponiendo que y(x) es decreciente y que a < b). Por ejemplo, supongamos la función
de densidad de probabilidad f(x) = 1 con x ∈ [0, 1], sustituyendo el cambio de variable y = −x
encontraríamos g(y) = −1, y como nuevo intervalo encontraríamos y ∈ [−1, 0]. Cuando sucede esto
lo más natural es rede�nir el intervalo de la variable y como [y(b), y(a)], lo cual implica que hemos
invertido el sentido de la integral, y por tanto debemos multiplicar dx(y)/dy por −1. Por tanto, en
realidad más que dx(y)dy debemos tomar el �valor absoluto� de dx(y)dy.


Resumiendo: Al aplicar el cambio x → y = y(x) sobre la función de densidad de probabilidad
f(x) obtenemos


g(y) = f [x(y)]
∣∣∣∣
dx(y)


dy


∣∣∣∣
siendo el intervalo de de�nición de la nueva variable [y1, y2] donde y1 ≡ mı́n(y(a), y(b)), y2 ≡
máx(y(a), y(b)). (Recordamos que el símbolo |. . . | denota valor absoluto y que por hipótesis la
función y(x) es, o bien estrictamente creciente, o bien estrictamente decreciente. Esto último implica
que la función x(y) será estrictamente creciente en el primer caso y estrictamente decreciente en el
segundo).


La función cambiovariablePDF realiza el cambio de variable pedido:
/∗


Funcion cambiovariablePDF : Apl ica e l cambio de v a r i a b l e d e f i n i do por "cambio" a l a
func . de densidad de p ro bab i l i d ad f , d e f i n i da como func . de x en e l i n t e r v a l o " i n t e r v a l o " .


∗/


cambiovariablePDF ( f , i n t e rva l o , cambio ) := block ( [ aux , s igno , nuevoint ] ,
/∗
INPUT:


f : func . de densidad de p robab i l i d ad de l a v a r i a b l e v i e j a ( x )
i n t e r v a l o : dominio de de f . [ a , b ] de l a v a r i a b l e x
cambio : l i s t a


cambio [ 1 ] : l a nueva var i a b l e ,
cambio [ 2 ] : l a func . que de f ine l a nueva v a r i a b l e como func . de x


OUTPUT:
l i s t a :


[ 1 ] : func . de densidad de prob . de l a v a r i a b l e nueva
[ 2 ] : dominio de de f . [ a , b ] de l a v a r i a b l e nueva


∗/


/∗ calcu lamos e l i n t e r v a l o de de f . de l a nueva var ∗/


aux : [ subst ( i n t e r v a l o [ 1 ] , x , cambio [ 2 ] ) , subst ( i n t e r v a l o [ 2 ] , x , cambio [ 2 ] ) ] ,


nuevoint : [min( aux [ 1 ] , aux [ 2 ] ) , max( aux [ 1 ] , aux [ 2 ] ) ] ,


/∗ s i y [ a ] < y [ b ] , entonces e l s igno de dy/dx es p o s i t i v o ∗/


s i gno : +1,


/∗ s i y [ a ] > y [ b ] , dy/dx es nega t i vo y debemos mu l t i p l i c a r por −1 ∗/


i f aux [ 1 ] > aux [ 2 ] then s igno : −1,


/∗ cargamos l a func . s o l v e s u s t ∗/
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batchload (" Docencia /Grado−en−F i s i c a /1−Fi s i ca−Computacional−I / apuntes /c−05/ so lve_sust .mc") ,


/∗ despejamos x de y = y ( x ) , guardamos e l r e su l t ado en aux ∗/


aux : s o l v e s u s t ( cambio [ 2 ] − cambio [ 1 ] , x ) [ 1 ] ,


/∗ su s t i t u imos x por su expres . como func . de l a nueva v a r i a b l e en f ( x )
mul t ip l i camos e l r e su l t ado por dx/dy , ca l cu l ado como d( aux )/d( cambio [ 1 ] )
mul t ip l i camos e l r e su l t ado por s igno (= +1 s i dy/dx > 0 , = −1 s i dy/dx < 0 )


∗/


aux : subst ( aux , x , f ) ∗ d i f f ( aux , cambio [ 1 ] ) ∗ s igno ,


/∗ f ina lmente e l r e su l t ado pedido es ∗/


[ aux , nuevoint ]


) $


/∗ Fin ∗/


Ejercicio 2
Dada una función de distribución de velocidades de las moléculas de un gas escriba una


función en Maxima que calcule la función de distribución de energía cinética de las moléculas
del gas.


input: • Función de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de
la velocidad v = (vx, vy, vz).


output: • Función de densidad de probabilidad en términos de la energía cinética E =
(1/2)mv2.


Para hacer este ejercicio suponga que todas las moléculas del gas tienen la misma masa m. El
intervalo de valores posibles de las componentes de la velocidad es vi ∈ (−∞, +∞) y el de la
energía cinética es (obviamente) E ∈ (0,∞). Los pasos que deben darse para hacer este ejercicio
son los siguientes:


Aplicar el cambio de variable de cartesianas a esféricas. Con esto pasamos de la función
de densidad de probabilidad en términos de las componentes cartesianas de la velocidad
v = (vx, vy, vz) a la densidad de probabilidad en términos del módulo de la velocidad v y
de los dos ángulos (θ, φ) que de�nen la orientación del vector velocidad.


Integramos la función de distribución obtenida en el apartado anterior respecto de θ y
φ para todos los valores posibles de estos ángulos. Con esto obtenemos la función de
densidad de probabilidad en términos del módulo de la velocidad v, independientemente
de su orientación.


Aplicamos el cambio de variable E = (1/2)mv2
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En coordenadas esféricas el vector v = (vx, vy, vz) está descrito por el módulo de la velocidad


v =
√


v2
x + v2


y + v2
z


el ángulo θ formado por v y el eje z


θ = arc cos(vz/v)


y el ángulo φ formado por la proyección de v en el plano xy con el eje x


φ = arctan(vy/vx)


y viceversa, las coordenadas cartesianas de v en términos de (v, θ, φ) están dadas por


vx = v sin θ cosφ, vy = v sin θ sinφ, vz = v cos θ


donde los dominios de de�nición de todas estas variables son: vx, vy, vz ∈ (−∞,∞), mientras que
v ∈ (0,∞), θ ∈ (0, π), y φ ∈ (0, 2π). Con esto, el elemento diferencial de volumen en el espacio
(vx, vy, vz) en términos de unas y otras variables está dado por


dV = dvx dvy dvz = v2 sin θ dv dθ dφ


Este resultado se obtiene calculando el determinante de la matriz jacobiana de este cambio de
variable. Es un ejercicio interesante veri�car este resultado con Maxima, para ello basta con hacer
lo siguiente:
o ld : [ v ∗ s i n ( theta ) ∗ cos ( phi ) , v ∗ s i n ( theta ) ∗ s i n ( phi ) , v ∗ cos ( theta ) ] ;
new : [ v , theta , phi ] ;
J : apply ( matrix ,


makelist (
makelist (


d i f f ( o ld [ i ] , new [ j ] )
, j , 1 , length ( o ld ) )


, i , 1 , length ( o ld ) )
) ;


t r i g s imp ( determinant ( J ) ) ;


El resultado de ejecutar este código es el factor v2 sin θ. Como puede verse, este código calcula la
matriz Jacobiana, y posteriormente su determinante, sean cuales sean la lista de variables viejas
como función de las nuevas (old) y la lista de variables nuevas (new).


Volviendo al problema 2, la probabilidad dP de que el vector velocidad v tome valores en un
elemento diferencial de volumen dV alrededor del punto (vx, vy, vz) es


dP = f(vx, vy, vz) dvx dvy dvz


En términos de las variables (v, θ, φ) esta probabilidad puede expresarse como


dP = f(v sin θ cosφ, v sin θ sinφ, v cos θ) v2 sin θ dv dθ dφ


identi�cando esto con dP = g(v, θ, φ) dv dθ dφ encontramos


g(v, θ, φ) = f(v sin θ cosφ, v sin θ sinφ, v cos θ) v2 sin θ
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Una vez calculada la densidad de probabilidad de v en coordenadas esféricas, lo que nos interesa
ahora es calcular la densidad de probabilidad de encontrar el valor v, independientemente de la
orientación de v, es decir, independientemente de los ángulos θ y φ. Vamos a llamar sencillamente
g(v) a esta densidad de probabilidad


g(v) =
∫ π


0
dθ


∫ 2π


0
dφ g(v, θ, φ)


Una vez calculada g(v), que depende de una única variable, para obtener la función de densidad
de probabilidad en términos de la energía cinética E (llamémosla h(E)) lo único que queda por
hacer es aplicar el cambio de variable v → E(v) = (1/2)mv2 (obsérvese que en este caso la función
E(v) es estrictamente creciente), de donde deducimos v(E) =


√
2E/m, por tanto


dv =
dv


dE
dE =


dE√
2mE


por tanto, la densidad de probabilidad en términos de la energía cinética está �nalmente dada por


h(E) = g


(√
2E


m


)
· 1√


2mE


El código incluido a continuación implementa este cambio de variable:
/∗


Funcion PDFvelmolecular2PDFenercin : Genera l a func . de densidad de p ro bab i l i d ad de l a
energ \ '\ i a cin \ ' e t i c a de l a s mol \ ' e cu l a s un gas (E) , a p a r t i r de l a func . de densidad
de p ro bab i l i d ad de l a s v e l o c i dade s moleculares , expresada en func . de l a s componentes
ca r t e s i anas de l v ec to r ve l o c i dad .


∗/


PDFvelmolecular2PDFenercin ( f ) := block ( [ old , g ] ,
/∗
INPUT:


f ( vx , vy , vz ) : func . de densidad de p robab i l i d ad de l a s v e l o c i dade s
molecu lares en car t e s i anas


OUTPUT:
h(E) : func . de densidad de p ro bab i l i d ad de l a energ \ '\ i a cin \ ' e t i c a


∗/


/∗ La l i s t a de v a r i a b l e s v i e j a s como func . de l a s nuevas para e l cambio a
e s f \ ' e r i c a s es ∗/


o ld : [ v ∗ s i n ( theta ) ∗ cos ( phi ) , v ∗ s i n ( theta ) ∗ s i n ( phi ) , v ∗ cos ( theta ) ] ,


/∗ su s t i t u imos e s to en f ( vx , vy , vz ) y mul t ip l i camos e l r e su l t ado por e l
f a c t o r v^2 ∗ s in ( t h e t a ) ∗/


g : subst ( o ld [ 1 ] , vx , f ) ,


g : subst ( o ld [ 2 ] , vy , g ) ,


g : subst ( o ld [ 3 ] , vz , g ) ,


g : g ∗ v^2 ∗ s i n ( theta ) ,


/∗ integramos e s t e r e su l t ado re spec to de todas l a s o r i en tac i one s po s i b l e s , para
quedarnos f ina lmente con g ( v ) ∗/


g : integrate ( integrate ( g , theta , 0 , %pi ) , phi , 0 , 2∗%pi ) ,
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/∗ su s t i t u imos e l cambio de v a r i a b l e v −> v (E) = s q r t (2∗E/m) en e l r e su l t ado
an t e r i o r ∗/


subst ( sqrt (2∗E/m) , v , g ) / sqrt (2 ∗ m ∗ E)


) $


/∗ Fin ∗/
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