Ejercicios (Sucesiones de nameros reales)

4.1. Utilicese la definicién de limite para comprobar que el limite es el indicado:

2) 1f£n<2+ n+1>’ b) 11'3%21+1 —0, o) 1f£nn2f1 _ 9,
b h'ran—sen%T —0, k) lim Si;lﬁ" —0,

) lim(vVn2 +n—n), m) im(v/n2+1—/n+1)=0.

4.2, Utilizar la definicion de limite para probar las siguientes proposiciones.

a) Si (s,) es una sucesiény s € R entonces lim,, s,, = s si, y solo si, lim,,|s,, —
s| = 0.

b) Supongamos que existe una sucesion (,,) convergente a 0 y un ng € N tal
que |s, — s| < t, sin = ny. Entonces lim,, s,, = s.

4.3. De la sucesion (s,) se sabe que es convergente y que sus términos son al-
ternativamente positivos y negativos. ;A qué converge? Razonar la respuesta y
mostrar un ejemplo.

4.4. Calcilese, si existen, los siguientes limites:
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4.5. Estudiar el limite de la sucesion
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4.6. Calcular el limite de las sucesiones de término general:
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4.7. Hallar una relacién entre a, b y ¢ para que
,(n+1)0—nb

n (n+1)¢—n°
sea real y distinto de cero. En ese caso, hallar dicho limite.

a+n

4.8. Discutir, segtin el valor de a € R, la existencia y el valor de lim,, — o

=t 41 1 4 41 i i 4
4.9. Seau, = 7, + 7 T 35 T+ + 545 Probar que existe lim,, u,, y esta

comprendido entre 1/2 y 1.

4.10. Hallar, si existe, el limite de la sucesién dada por s,,.1 = Sp.-

il
4.11. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:
a)ry>1lyr,1 =2—1/x,,neN.
b) 21 >0y zp41 = v/a + x,, n € N, donde a > 0.

) x1 > 1lyzp =+/1+22,neN.

1
d) 21> 0y 2npt = §(xn+i>,dondea>o.
xn
22 —m
€) T1 =MY Tpi1 = Ty — , donde m € N.
Tn,

) 11 <wzoyx, = %(l’n_g +x,_1),n = 3.

g 1 <oy Ly = 5Yn-1 + Y-



4.12. Sean (a,) y (b,) dos sucesiones de nimeros reales definidas por su primer
término a; = 2, by = 2y por las relaciones a,,1)(a, + 3b,)/4y b,r1 = (3a, +
b,)/4. Discutir la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones:

a) La sucesién u,, = a,, + b,, es constante.
b) La sucesién v,, = a,, — b, es una sucesién geométrica.
c¢) Paracadan € N, se verificaque a,, =3 —1/2"y b, = 3+ 1/2™.

4.13. Este ejercicio supone una aproximacion a la prueba de la Formula de Stir-
ling.

a) Probar que la sucesion

1\ n+1/2
Sy = (1 + —)
n

es estrictamente decreciente y converge a e. En consecuencia, s,, > e.

Indicacién: Es més facil mostrar que (s2) es decreciente.

b) Probar que la la sucesion

nle™

t, = ——
n nnt+1/2
converge, mostrando que es decreciente y positiva. En consecuencia, existe una

constante C' tal que
Cnn+1/2
nl~ ——
en
cuando n — 0. Este resultado se debe a De Moivre. Posteriormente, Stirling probd
que C' = /2, asi que
| n"/2mn
nl~ ——.
en

cuando n — o0.

4.14. Sea (x,,) una sucesion. Probar que si existen lim,, z,,, lim,, 9,1 y lim,, x3,,
entonces existe lim,, z,, y coincide con los anteriores.

4.15. ;Para qué valores de a € R es (a™) una subsucesion de (£)? ;Y de (5:)? ¢ Y
1\9, 1

4.16. Construir una sucesion (s,) con la siguiente propiedad, o mostrar que no

existe tal sucesion:

Para todo niimero natural m, (s,,) tiene una subsucesion que converge
am.



4.17. Demostrar que si (s, ) converge a [, entonces la sucesién de medias

S1t+ S+ -+ 8,
n

Ty =

converge también a [. Dar también un ejemplo en el que (z,,) converja, pero (s,,)
no.

4.18. Calcular los limites superior y inferior de las sucesiones de término general:
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2, sin es miltiplo de 4,
) s, = 10, sinesparynoesmultiplo de 4,
1, sinesimpar.



