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Resumen

Estudiamos en este tema las sucesiones, cuyo idea intuitiva es el de listas
infinitas de nimeros. A continuacion, estudiamos el concepto de limite de
una sucesion. En el caso de sucesiones mondtonas, vemos que la existencia
de tal limite es equivalente a que la sucesioén sea acotada. Se estudian las
diferentes operaciones que se pueden realizar con las sucesiones, y vemos
cémo se relaciona esto con los limites. Estudiamos a continuacién el con-
cepto de subsucesién, y desembocamos en el importantisimo Teorema de
Bolzano-Weierstrass. También destacamos la equivalencia entre sucesiones
convergentes y sucesiones de Cauchy. También estudiamos las sucesiones
divergentes. Por udltimo generalizamos el concepto de limite a los dos con-
ceptos de limite superior y limite inferior.

Indice

1. Sucesiones y limites. Conceptos basicos
1.1. Definiciébnde sucesion . . . . . . . . . .. . ...
1.2. Sucesiones convergentes . . . . . . . . . . .ot e ...
1.3. Sucesionesacotadas . . . . . . . . .. ... .. ... ...
1.4. Sucesiones monotonas . . . . . . . ..o oo oo

2. Técnicas de calculo de limites
2.1. Operaciones con SUCESIONES . . . . o « « v v v v v v v v v o
2.2. Desigualdades y limites . . . . . ... ... ... ... ......
2.3. Subsucesiones . . . . . ... ..o L e e e
2.4. SucesionesdeCauchy. . . .. ... ... .. ... ........

3. Limites infinitos
3.1. Sucesiones divergentes . . . . . . . . . ...
32. Larectaampliada . . . . ... ... ... ... ... ... ...
3.3. Dos criterios practicos . . . . . . . ... oo

AN W W

10
11

17
17
22
24
29



4. Limites superior e inferior. Limites subsecuenciales 48

4.1. Limites superior e inferior . . . . .. ... ... ... ...... 48
4.2. Limites subsecuenciales. . . . . . .. .. ... ... ....... 52
4.3. Propiedades de los limites superior e inferior. . . . . . ... ... 53
5. Apéndice: Limites de sucesiones y funciones elementales 61
5.1. Funciones que conmutan con el limite . . . . . ... ... .. .. 61
5.2. Sucesionesequivalentes . . . . . . .. .. ... oL 62



1. Sucesiones y limites. Conceptos basicos

1.1. Definicion de sucesion

Concepto informal de sucesion
Informalmente, una sucesion de nimeros reales es una lista ilimitada de nu-
meros

(81752,83754,...757“...)

(n indica el lugar que ocupa el nimero s,, en la lista). Puesto en forma de tabla,

lugar‘l 2 3 4 5 ... n
valor | s Sy S3 S4 S5 ... Sp

es obvio que se trata de una funcién real con dominio N.

Definicion de sucesion
Lo que acabamos de ver motiva la siguiente definicién formal:

Definicion 4.1.

(1) Una sucesion de elementos de un conjunto es una aplicacién con dominio N
y codominio dicho conjunto.

(11) En particular, una sucesion de niimeros reales es una funcion real con do-
minio N, o sea, una aplicacién s: N — R.

(1) El valor que una sucesién s toma en cada n € N se suele denotar s,, en lugar
de s(n) y recibe el nombre de término n-ésimo de la sucesion.

Hagamos dos observaciones:

= No debe perderse de vista que cada término s,, lleva una doble informacion:
su valor y el lugar n que ocupa. Por tanto, una sucesion tiene siempre infi-
nitos términos, incluso aunque tome un solo valor, como es el caso de las
sucesiones constantes.

= Como el dominio N es comun a todas las sucesiones, en lugar de utilizar
la notacién s: N — R, es mds frecuente utilizar notaciones como (s, )nen,

(sn)>_,, 0, mds sencillamente, (s,,).



Ejemplos.

(Sucesion constante) s,, = a, donde a es un nimero real. La sucesion consta
de los términos
a,a,a,...,a,....

(Sucesién de los nimeros naturales) s,, = n. Consta de los términos

1,2,3,4,5,...,n,...
Sy = % Consta de los términos

1

PRI

11 1
74757"'7n

Wl

1
Y 27
sp = (—1)™. Consta de los términos

~1,1,-1,1,-1,1,...,(=1)",...

Las férmulas no tienen por qué referirse solo a operaciones algebraicas sen-
cillas. Por ejemplo, considérese la sucesion

(3,1; 3,14; 3,141:; 3,1415; 3,14159; 3,141592;
3,1415926; 3,14159265; 3,141592653; ...)

formada por las aproximaciones decimales de 7. (El término n-ésimo seria
la aproximacién decimal con n cifras decimales exactas.) Aunque no supié-
ramos escribir con todas sus cifras el término 1.000.000.000.000.000-ésimo,
sabemos que ese término esta perfectamente definido, y lo mismo podemos
decir de cualquier otro. En este caso podemos dar una férmula explicita pa-
ra el término n-ésimo con ayuda de la funcién parte entera: concretamente,
para cadan € N,

donde a;, = [10F7]—10[10* 7] (1 < k < n). El hecho de que esta férmula
no proporcione un algoritmo de célculo para los a; no obsta para que estos
estén definidos sin ambigiiedad y sin excepcidn alguna.

(Sucesion de Fibonacci) s1 = 1, s = 1, Spy9 = Spy1 + S (n € N). Sus
primeros términos son

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, . . .
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Este tipo de sucesiones cuyos términos se definen en funcidén de los anterio-
res se denominan sucesiones recurrentes o recursivas. Las sucesiones defi-
nidas por recurrencia aparecen con frecuencia en calculos con ordenadores.
(Ver comentario en [ |, pag. 85].)

Aunque hemos definido esta sucesion en forma recurrente, se puede dar una
expresion para el término general, conocida como Fdérmula de Binet:

() ()

Los siguientes ejemplos también corresponden a sucesiones recurrentes.

(Sucesiones aritméticas) Se llama sucesion aritmética de primer término x
y diferencia d a la sucesion (s,,) definida recursivamente por

51 =T, Sp+1 = Sp + d.
Se prueba que s, = = + (n — 1)d.

(Sucesiones geométricas) Se llama sucesion geométrica de primer término x
y razén r, a la dada por

S1 =X, Spe1 = Sp - T

Se prueba facilmente que s,, = x - 7" L.

La regla que define una sucesion no tiene por qué ser de cardcter estricta-
mente matemdtico. Por ejemplo, puede definirse una sucesién poniendo

107/3, si el nombre en castellano del nimero n
Sy = contiene la letra d,

AT en caso contrario

(;cudles serian sus primeros términos?), 0 mediante cualquier otra condi-
cién que permita asegurar que a cada n € N sin excepcion se le asocia
inequivocamente un nimero real perfectamente definido. Si calculamos los
primeros términos de esta sucesion, obtenemos

107 107 107
\/E7?7%7%7\/%7\/%7\/%7\/%7\/%7?7\/%7?7%7"'

Existen sucesiones cuya imagen es exactamente Z. Mds dificil: existen su-
cesiones cuya imagen es exactamente Q (la enumeracion diagonal de Can-
tor). La demostracién puede verse en [ |, pags. 36-37] o en [5, pag. 609].
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= ;Queda definida una sucesidn si para cada n € N ponemos
sp=max{reR | 2> +2nr —1<0}?

LY si ponemos
sp=max{reR | 2>+ 2nr —1<0}?

En caso afirmativo, ;puede darse una expresiéon mads directa para s,,?

1.2. Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes
Definicion 4.2.

(1) Una sucesion (s,) es convergente si existe un nimero real [ tal que para
todo € > 0 se puede encontrar un niimero natural 7y, de modo que siempre
que n = ng se verifique |s, — | < e.

(1) Se dice entonces que el nimero [ es limite de la sucesion (s,,), y se escribe

[ = lim s, 0 = lim s,,.
n—00 n

(111) También decimos que (s,,) converge al nimero [, y lo denotaremos

Sp — 1, Sp — L, 0, sencillamente, Sy — 1.
n—0oo n

Recuérdese que la desigualdad |s,, — [| < ¢ es equivalente a las dos desigual-
dades —¢ < s,, — | < ¢, que equivalen a su vez a las desigualdades

l—e<s, <l+e.

En la siguiente figura, podemos ver que |s,, — 6| < ¢ paran > 7.

| |
Se S3 | sg S1511 57 | Sip Sg S

|—¢ / |+ ¢
|
[

S4 S5

Ejemplos.

= La sucesion constante s,, = ¢ (c € R) converge al nimero c.

6



= La sucesion (1/n) converge a 0.

En efecto, dado € > 0, por la Propiedad Arquimediana existe un ng € N tal
que 1/ng < €. Sin = ng, serd

1
< — <e.
no

|Sn _O| =

S|

» La sucesion (1/n?) converge a 0.

Dado € > 0, de nuevo la Propiedad Arquimediana nos asegura la existencia
de un ny € N tal que 1/ny < €. Si n = ng, serd entonces
1 1 1

=5 -s —<é¢
n n  ng

N

» Sia > 0, entonces lim,, 1/(1 + na) = 0.

Como a > 0, se infiere que 0 < na < 1+ na. Se concluye por consiguiente
que 0 < 1/(1 + na) < 1/(na), lo cual implica que
1 11
i<
1+ na

para todo n € N. Si escogemos un ng € N tal que 1/n¢ < ae, entonces para
todo n = ng serd

x
a n

1 1 1 1 1 1
) —0’<—-—<—-—<—a5=5.
1+ na a n o a nyg a
» La sucesién (51”22_’2?;1 ) converge a 4/5.

Necesitamos poder mayorar por algo mds manejable la expresion

4n?—3 4 8n — 15
bn?—2n 5 5(5n? — 2n)

cuando n es suficientemente grande. Para ello, necesitaremos mayorar su-
periormente el numerador e inferiormente el denominador. El numerador es
facil, ya que |8n — 15| < 8n para todo n. Para el denominador querremos
hacer 5n% — 2n > kn? para algin k& > 0. Si probamos con k = 4, entonces
5n% — 2n = 4n? si n? = 2n, o sea, si n = 2. Por tanto, si n > 2, sera

’

4n? -3 4 8n — 15 8n 2 1
- = — < = — . —,
bn?—2n 5 5(5n2—2n)| 5-4n?> 5 n
Sea £ > 0. Si ahora escogemos n; € N de manera que nll < gs y definimos

nog = max{ny, 2}, se tendrd para n > n,

An? -3 4




= Sic > 0, lasucesion (/™) converge a 1.

En efecto, el caso ¢ = 1 es trivial, ya que entonces (c¢'/") es la sucesién
constantemente 1.

Si ¢ > 1, entonces ¢/* = 1 + d,, donde d,, > 0. Por la Desigualdad de
Bernoulli,
c=(1+d,)" =1+ nd,, neN.

Se tiene por tanto ¢ — 1 > nd,,, de modo que d,, < (¢ — 1)/n. Por consi-
guiente, se tiene

1

=1 =d, < (e—1)—, n e N.
n

Dado ¢ > 0, escogiendo ny € N tal que 1/ny < C_Lle, obtenemos que, si

n = ng,es [c/" — 1] <e.

Supéngase ahora que 0 < ¢ < 1. Entonces ¢'/™ = 1/(1 + h,,) con h,, > 0.

Por tanto, por la Desigualdad de Bernoulli, se sigue que

L1 1
(1+hy)" ~ 1+nh, nhy,

de donde se sigue que 0 < h,, < 1/nc sin € N. Por tanto se tiene

1 h 1
0<l—c/m=1-— =—" <h,<—,
¢ 1+h, 1+h, ne
de modo que
1 1
-1 < = =, n e N.
cn

Sea ¢ > (. Escogiendo ahora ny € N tal que 1/ng < ce, resulta inmediato
quesin = nges |[c/" — 1| <e.

= La sucesién (n'/") converge a 1.

Puesto que n"/" > 1 para n > 2, se puede escribir n*/" = 1 + k,, con

k, > 0 cuando n > 2. Por tanto, n = (1 + k,,)" paran > 2. Por la férmula
del Binomio de Newton, si n > 2 se tiene

1 1
n=1+nkn+§n(n—1)k’i+~~>1+§n(n—1)ki,

de donde

n—1>=-n(n— 1)k

n

DN | —



Asi, ki < 2/n paran = 2. Ahora bien, si se da un £ > 0, por la Propiedad
Arquimediana existe un n; € N tal que 2/n; < 2 De donde, si ng =
max{2,n,},y n = ng, entonces 2/n < €2, y se sigue asi que

In'/" 1| =k, < (2/n)"? < e.

Ejemplos.

» La sucesién s,, = (—1)" no es convergente. En efecto, si tuviese limite ,
no puede ser [ = 1 puesto que entonces, eligiendo ¢ = 2 > 0, cualquie-
ra que fuese n( bastaria tomar n = 2ny + 1 > ny para conseguir que
|sn —I| = |—1—1| = 2, que no es menor que ¢; si [ # 1, eligiendo ahora
e = |1 —I| > 0, cualquiera que fuese n bastarfa tomar n = 2ngy = ng para
lograr que |s,, — | = |1 — |, que de nuevo no es menor que ¢ = |1 — .

= La sucesion (n) no puede ser convergente. Si tuviese limite [, tomando
¢ = 1 enla definicién de convergencia, para algin ny habriade sern < [+1
siempre que . = nyg, lo cual es imposible (consecuencia de nuevo de la Pro-
piedad Arquimediana).

Caracterizacion del limite

Proposicion 4.3. Sea | € R. Dada una sucesion (s,,), son equivalentes:
() (s,) es convergente con limite l.
(I1) Se cumplen simultdneamente:

= Sia </, existe un n, € N tal que para todon = n, es a < s,, y

=
= si [ < b, existe un ny, € N tal que para todon = ny es s, < b.

(1) Si a, b son nimeros reales tales que | € (a,b), existe un niimero natural
no € N, tal que para todo n = ny es s, € (a,b).

Demostracion.

(1) = (11). Dado a < [, tomando € = [ — a > 0 existird por hipétesis un n,
tal que si n > n, entonces s, > —ec =1 — (I —a) = a. Paral < b se razona de
forma similar.

(1) = (111). Basta observar que = € (a,b) significa que a < = < b. Por
consiguiente, si [ € (a,b) existen n, y n, tales que para todon > n, es s, > a
y para todo n = ny es s, < b. Tomando ahora ny = méx{n,, n,}, siempre que
n > ngy es simultdneamente n > n, y n = n,, luego para todo n > ng serd
a < s, < bo, equivalentemente, s,, € (a, b).
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(1) = (1). Sie > 0,setendrd | € (I —¢,l + ¢), por lo que debe existir
un ng tal que para todon = nges s, € (I —&,l + €), o lo que es lo mismo,
lsp, — 1| <e. H

Corolario 4.4. Sea s,, una sucesion convergente con limite l y sea c € R. Se tiene:
(1) Si existe ng € N tal que para todon = ng es ¢ < s, entonces ¢ < I.
(1r) Si existe ng € N tal que para todo n = ny es s, < ¢, entonces | < c.

Demostracion. Se prueba por reduccién al absurdo aplicando la proposicion an-
terior. 0

Ejemplo. Hay que observar, y es un hecho con el que hay que tener especial cui-
dado, que el corolario anterior no es cierto si se utilizan desigualdades estrictas.
En efecto, sea s,, = % Entonces s,, > 0 para todo n € N. Pero lim,, s,, = 0 (que
evidentemente no es mayor que 0).

Unicidad del limite
El siguiente resultado nos dice que el limite de una sucesién puede quizd no
existir. Pero si existe, solo puede haber un limite.

Corolario 4.5. Sea (s,,) una sucesion convergente y sean 'y ' dos limites de la
sucesion (s,,). Entonces | = 1.

Demostracién. Si no, sea, por ejemplo, [ < [’. Tomando c tal que [ < ¢ < [/,
puesto que ¢ < I’ y I’ es limite de (s,), debe existir un ny € N tal que para todo
n = ny es s, > c. Igualmente, puesto que [ < cy [ es limite de (s, ), debe existir
un n; € N tal que paratodon = n;es s, < c. Tomando n = max{n;, n;} llegamos
a una contradiccion: se tendria que cumplir que ¢ < s, < c. 0

1.3. Sucesiones acotadas

¢ Qué es una sucesion acotada?
Las definiciones de acotacién de sucesiones se obtienen particularizando a
sucesiones las que dimos sobre acotacion de funciones.

Definicion 4.6.

(1) Una sucesion (s,) se dice que estd acotada superiormente si existe algin
numero M € R tal que, paratodon € N, es s, < M.

(11) Se dice que esta acotada inferiormente si existe algin nimero m € R tal
que, paratodon € N, es m < s,,.
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(1m1) Se dice que estd acotada si lo esté tanto superior como inferiormente. (Es-
to equivale a que exista un nimero K > 0 tal que para todo n € N es
lsn] < K.)

Sucesiones convergentes y sucesiones acotadas

Proposicion 4.7. Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracion. Sea (s,,) una sucesion convergente a un nimero [ € R. Tomamos,
por ejemplo, € = 1 en la definicién de limite, y existird algin ndmero n € N tal
que |s, — | < 1 para todo n = ng. Si escribimos

C=max{1,|s; —1I|,[s2=1],. ., |Sno—1 — | },
se tiene que |s, — [| < C, es decir,
|—C<s,<l+C,

para todo n € N. Luego la sucesion estd acotada. [

Ejemplos. Lo anterior se podria utilizar para probar que una sucesién no es con-
vergente.

= La sucesion de término n-ésimo s,, = n no es convergente.

» Dado = € R tal que |z| > 1, la sucesi6én que tiene por término n-ésimo ="
tampoco es convergente. En efecto: si ponemos h = |z| — 1, entonces

|z"| = |z|" = (1 + h)" = 1 + nh,

segun la Desigualdad de Bernouilli. De aqui se deduce que la sucesién no
estd acotada.

1.4. Sucesiones monotonas

. Qué es una sucesion monétona?

Las definiciones sobre monotonia de sucesiones se obtienen particularizando
a sucesiones las que ya dimos sobre monotonia de funciones. Esto equivale a lo
siguiente:

Definicion 4.8.
(1) Una sucesion (s,) es creciente si para todo n € N se verifica s,, < $y,41.

(11) Una sucesion (s,,) es decreciente si para todo n € N se verifica s,, > S,,41.
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(111) Una sucesioén (s,,) es mondtona si es creciente o decreciente.

(1v) Una sucesion (s,) es estrictamente creciente si para todo n € N se verifica
Sn < Sp+1-

(V) Una sucesion (s,,) es estrictamente decreciente si paratodo n € N se verifica
Sn > Sn+1.

(vI) Una sucesion (s,,) es estrictamente mondtona si es estrictamente creciente
o estrictamente decreciente.

Sucesiones mondtonas y convergencia

Hemos visto que una sucesidon convergente siempre es acotada. El reciproco
no es cierto, como se revela si consideramos la sucesién s, = (—1)", que es
acotada sin ser convergente. La situacion, sin embargo, es bien distinta si nos res-
tringimos a las sucesiones monoétonas. El resultado mas importante que relaciona
la monotonia de una sucesion con la convergencia es el siguiente, que establece
que para una sucesidon mondétona la acotacién y la convergencia son conceptos
equivalentes:

Teorema 4.9 (de la Convergencia Mondétona, de Weierstrass).

(1) Sea (s,) una sucesion creciente. Entonces (s,) es convergente si, y solo si,
estd acotada superiormente, en cuyo caso

lims, =sup{s, |neN}.

(11) Sea (s,,) una sucesion decreciente. Entonces (s,) es convergente si, y solo
si, estd acotada inferiormente, en cuyo caso

lims, = inf{s, | ne N}.

Demostracion. Sea (s,) una sucesion creciente. Segun la proposicién 4.7, si la
sucesion converge entonces estd acotada (superiormente). Esto demuestra una im-
plicacién del apartado (1). Supongamos ahora que la sucesion estd acotada supe-
riormente, sea « el supremo de sus valores, y veamos que la sucesion converge al
punto a. Dado ¢ > 0, existe ny € N, tal que s,, > o — . (Véase 1.40, la Carac-
terizacién “c” del supremo) En consecuencia, si n = ng, como (s,,) es creciente,
obtendremos que

O — € < Spy < Sppt1 < Spgr2 <000 K Sy,
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y, por la definicién de supremo,

Sp,a<a-+teE.

Por lo tanto, « — ¢ < s, < a + ¢, 0 lo que es lo mismo, |s, — a| < e. Esto
demuestra que la sucesion converge al punto a.
La demostracién del otro apartado es andloga. ]

Ejemplos.

» La sucesién (z™) es decreciente y acotada si z € [0, 1]. Veremos mds ade-
lante que su limite es 0 si z € [0,1) y 1 si z = 1. Cuando = € (1,0), la
sucesion (z™) es estrictamente creciente y no acotada.

= Lasucesion h, = 1 + % + -+ % es estrictamente creciente y no acotada.

Que es estrictamente creciente es inmediato:

11 11 1
Bt =l ot et o Ch 4t — > h.
S S T s a1

Veamos que no estd acotada, considerando los términos de la forma hom:

h —1+1+(1+1)+<1+1+1+1)
= 2 \3 4 5 6 7 8
—|-<1+ +1>—|— +( ! + +1>
9 16 om-1 41 om
>1+1+<1+1)+<1+1+1+1)
) 4 4 8 8 8 8
+<1+ +1>+ +<1+ +1>
16 16 om om
—1+1+2+4+8+ +2m_1—1+m
N 2 4 8 16 om 2"

Por lo tanto, hym > 1 + %y la sucesién (h,,) no estd acotada. Podemos
deducir por tanto que esta sucesién no converge.

= La sucesion dada por s, = —5 + —5 + - - + 5 es estrictamente creciente
1 1 1 1 1
(puesto que 5,11 — S5, = st Sl = s 0) y acotada

. . (n)
superiormente. (Obsérvese que s,, < % + o+ % = 1.) Por tanto, converge.

De su limite, por el momento, solo podemos asegurar que estd entre s; = %
yl(oentre s, = 3+ tyl,oentress = 1+ 3 + ¢y 1, etcétera). Més
adelante podremos probar que su valor exacto es log 2.

13



El niimero e
Los siguientes ejemplos resultan de particular importancia, pues nos dan ac-

ceso a una de las constantes mas utilizadas en matematicas.

= La sucesion dada por

1\"
en=<1+—>
n

es estrictamente creciente.
Esto puede probarse mediante la Desigualdad de Bernouilli, observando que

Entl B (1 + %H)n-‘rl (Z_ﬁ)n-i—l

N

_ [n(n+ 2" n+l
BRI T

n+1 1 n+l
)
n (n+1)2

>n+1<1+( +1) —1 ) n+1 n
n g . et
n (n+1)2 n  n+l

» De forma similar, la sucesion

;- (1 N l>n+1

n

es estrictamente decreciente.

En efecto,
fo _ Q™ OO0
Frs1 (1_|_ %H)nm Z_Jj)nw

(
_ [(n +1)2]"+2 n
[n(n+2)]"*2 n+

n 1 ]_ n+2
_n—i—l( +n(n+2))

n
1 2
n+1( +(n+ )

n(nl—l— 2)> B

n n—i—l_

. 1.
n+1 n

>

= Obsérvese que, paratodon € N, es
2:61<6n<fn<f1:47

lo que indica que las dos sucesiones son ambas acotadas y, por el Teorema
de la Convergencia Mondétona 4.9, ambas son también convergentes.
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El limite de la primera es el niimero e, base de los logaritmos neperiamos y de
la funcion exponencial ya presentada anteriormente.

Definicion 4.10. Llamamos constante de Euler o niimero e al limite

1\"
e=Hm<L+—>.
n n
Por otro lado, resulta que la sucesién ( f,,) también converge a e. En efecto,
sea f = lim, f, y veamos que f = e. Se ve inmediatamente que, dados dos
naturales n y m, es siempre ¢,, < f,,. (En efecto, si n < m, entonces ¢,, < ¢,, <
fm; sim = m, entonces e, < f, < fn.) De aqui resulta que, fijando n € N,
es f = lim, f,, = e,. Como esto es cierto para todo n € N, concluimos que
e =lim,e, < f.
Supongamos ahora que ¢ < f. Como

e=supfe, [neN} y  f=inf{f,|neN},

setieneque 0 < f—e < f,—e,, paratodon € N. Pero la Propiedad Arquimediana
nos asegura la existencia de un nimero natural n tal que % < I=¢, y para este n

sera
1\ n+1 1 n
(ﬂ*en=<1+—> 7<1+_)
n

ey (et

1\"1 —
(1) et =
n

lo cual es sin duda una contradiccidn. Asi, f debe ser forzosamente igual a e.
Otro ejemplo es la sucesion
1 1 1 1 1

cotntata o Tar

Es obvio que esta sucesion es estrictamente creciente. Veamos que estd acotada

superiormente. Como n! > 2"~! para todo n (esto se puede ver por induccién),
resulta que

Yn

1 1 1 1
yn=1+ﬁ+i+§+'“+a
<1+l+l+l+'”+ L
= 20 91 22 on—1
1—1/2" 1

-1+ 3.

—< —_—
—12 = T1oip

En consecuencia, la sucesion (y,,) también converge. Veremos mas adelante que
esta sucesion también converge al nimero e.
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La constante de Euler-Mascheroni

Segiin hemos visto al estudiar el nimero e, la sucesién e, = (1 + 1/n)" es
estrictamente creciente y la sucesion f, = (1 + 1/n)"*! es estrictamente decre-
ciente. Ademds, ambas convergen a e. Esto nos permite establecer las siguientes

desigualdades:
1\n 1\ n+1
<1+—> <e<<1+—> .
n n

Tomando logaritmos en todos los miembros, y teniendo en cuenta que el logaritmo
es una funcidn estrictamente creciente, tenemos

1 1
nlog(l + —) <l<(n+1) log<1 + —),
n n

que, escrito de otra forma, nos da

1 1
< log<1 + —) < —.
n n

Consideremos ahora la sucesion

1 1 1 1
Wn:1+_+_+_+"’+ﬁ_1ogn’

2 3 4
Como
<1+1+1+1+ +1 1 )
n — In = = > - — — logn
Tn — Tn+1 5371 n g
<1+1+1+1+ +1+ 1(+1)>
2 3 4 n o n oBtm
log(n +1) —1 Lo (1+1> L oo
= log(n —logn ———=1lo - - —
& & n+1 & n n+1 ’

resulta que (7,,) es estrictamente decreciente.
Por otro lado,

I I P
=ity T3y n 0BT

=1 <1+1>+1 (1+1)+1 (1+1>+1 <1+1>

0 - - 0 = 0 -

& 1) T T 8" T3 s\' T ]

1
—l—---+log(1+—)—logn
n

3 4 5 1
=log2+log§+log—Jrlog—+--'+lognjL —logn

3 4
=log2 + log3 —log2 + log4 — log 3 + log5 — log 4

+...+1Og(n+1)—logn—logn

1
=log(n+ 1) —logn = 10g<1 + —) > 0,
n
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y asi (7,) estd acotada inferiormente.

El Teorema de la Convergencia Monétona 4.9 nos permite concluir que la
sucesion (7, ) es convergente. El limite de esta sucesion se denomina Constante
de Euler o de Euler-Mascheroni y se denota por ~y. Su valor es aproximadamente
0,5772156619.

Este niimero aparecio por primera vez en un escrito de Leonhard Euler en 1734,
en el cual le daba el nombre de C, y calculaba sus seis primeros digitos. En 1781
pudo calcular diez decimales mas. En 1790, Lorenzo Mascheroni dio el valor de
diecinueve de sus decimales. En la actualidad, se denota «y debido a su vinculacién
con la funcién I' (también introducida por Euler), y se han calculado (por supuesto
con ayuda de ordenadores) un total de 119 millones de sus decimales.

La constante ~y estd ligada a una de las preguntas abiertas durante un mayor
lapso de tiempo, ya que hasta ahora no se ha podido averiguar siquiera si 7y es un
numero racional o irracional. (Se ha probado recientemente que, si 7y es racional,
su denominador tiene que ser mayor que 10%42%%0)) Esta cuestion es importante,
porque este nimero aparece relacionado con muchos conceptos de Teoria de Nu-
meros, entre ellos, con la famosa Funcion Zeta de Riemann (la que aparece en la
aun sin resolver Hipotesis de Riemann, y que estd muy relacionada a su vez con
la distribucion de los nimeros primos).

2. Técnicas de calculo de limites

2.1. Operaciones con sucesiones

Limites de la suma y el producto

Proposicion 4.11. Sean (s,,), (t,) dos sucesiones convergentes con limites
[ =lims,, I' =1limt,,
n n

y sea c € R. Entonces
(1) (sp + tn) es convergente y tiene limite | + 1';
(1) (c- s,) es convergente y tiene limite c - I;
(1) (s, - t,) es convergente y tiene limite | - I'.

Demostracion.

(1) Seae > 0. Usando la definicién de convergencia de (s, ), obtenemos que
existe n; € N tal que si n > n; entonces |s,, — [| < /2. De igual manera existe
ny € N tal que si n > ny entonces |t, — I’| < £/2. Escribimos ny = max{n, ns}.
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Se tiene entonces que si n = ng se verifican las dos desigualdades a la vez y, asf,
|(sp +tn) — L+ )| < |sn =]+ |t =U| <e/2+¢/2=c¢.

(11) Usamos la definicién de convergencia de (s,) y, asi, existe ny € N tal
que sin = ng, entonces |s, — | < £/(|c| +1). (El 1 del denominador se introduce
solamente para evitar que dicho denominador pueda ser (.) Por tanto,

€
csp —cl|l =|c||sn =1 <lc| - ——= < ¢
s —ell = lellsn —1] < el 17

(1)  Como (s,) es convergente, estd acotada por la Proposicién 4.7 y por
tanto existe K > 0 tal que |s,| < K paratodon € N.

Sea ¢ > 0. Como (s,) es convergente, existe n; € N tal que si n > ny
entonces |s, — | < 371 Por otra parte, como (t,) converge, existe ny € N tal
que si n > ny entonces [t, —I'| < 5%

Finalmente, si ng = max{ni, na} y n = ny, se tiene

|Sntn — U] = |sptn — spl’ + spl’ — 1]
< sulltn = U] +|U']|80 — ]

€ €
<K

g
S /] N O
ok o <2 ©

LE
2

Ejemplos.

= Lasucesion - = + - L converge a 0. En general, aplicando reiteradamente
el mismo argumento, nlp converge a 0, cualquiera que sea p € N.

2n+1
n

= La sucesioén (£2=) converge a 2.

Si escribimos
2n +1 B 1

2+ —
n n

)

entonces vemos que

om + 1 1
m 22 lm2 t lim= =240 = 2,
n n n n n

= Ya vimos que las sucesiones
1\» 1\ n+1
e=(14-)" vy f=(14-)
n n

convergen al mismo limite (el nimero e) siguiendo un método ciertamente
complicado. Probemos ahora este mismo hecho de otra forma mds sencilla.

En efecto,
1\ n+1 1\ 1
lfm f, = lim<1+—) — 11’m<1+—> .(1+—)
n—0 n—00 n n—00 n n
1
:e<1—|— lim —) =e(l+0)=e.
n—aw N
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Sucesion convergentes a cero por acotadas

A veces se puede obtener el limite del producto de dos sucesiones aunque uno
de los factores no converja.

Proposicion 4.12. Si (s,,) es una sucesion acotada y (t,,) una sucesion conver-
gente a 0, la sucesion (s, - t,,) converge a .

Demostracion. Seae > 0. Sea K > 0 tal que |s,| < K, para todo n € N. Usando
la definicion de convergencia de (¢,,) para /K, se tiene que existe ng € N tal que
si n = ng entonces |t,| < ¢/K. Por tanto, |s, - t,| < Ke/K = ¢. O

Ejemplos.

-z 2 . z . - 2
= La sucesion de término n-ésimo (n) converge a (. (Tomese

Sp=(=1)" t, = % en la proposicién anterior.)

senn
n

= La sucesion converge a (.

Limite del cociente

Proposicion 4.13. Sea (s,,) una sucesion convergente con limite l y (t,,) una su-
cesion convergente con limite I # 0. Si (u,,) es una sucesion tal que

Sn

Uy = —

n tn

siempre que t, # 0,

entonces (u,) es convergente con limite [/I'.

Demostracion. En primer lugar, probamos que ¢,, # 0 a partir de un determinado
término (y, por tanto, a partir de ese término, serd u,, = s,/t,). En efecto, cogien-
do ¢ = |I'|/2 en la definicién de sucesion convergente, vemos que existe n; € N
tal que si n > nq entonces |t,, — I'| < |I'|/2. Por tanto, utilizando la Desigualdad
Triangular Inversa, serd

171

/ /
(It = 111} < Itn = V| < -

De aqui deducimos que, si n > ny, se tiene |t,,|—|I'| > —|I'|/2, 0 sea, |t,| > |I'|/2.
Como consecuencia, se tiene t,, # 08in = n;.
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Sea ahora ¢ > 0. Si n > n; tenemos entonces

spll — t,1
t, U l't,,
|snl + Spty — Sptn — thl]
|]]tn]
|Sn||tn - l/| + |tn||5n - ll
|[tn]

Sy

Uy — =

l/

2 /
< |Wﬂsnutn — 1|+ [tallsn — 1)).

Por otra parte, como (s,) y (t,) son convergentes, también son acotadas, y existen

constantes K1, Ky > 0 tales que |s,| < K; y |t,| < K3 para todo n € N. Por otra

parte, aplicamos la definicién de limite de (s, ), y asi, existe ny € N tal que si

ell’)? ) . .

1i, - Andlogamente para (t,), existe nz € N tal que si
4 2 . . 2

n = ng entonces |t, — l'| < %. Finalmente, definiendo ny = max{ny, ny, ns},

entonces si n > ng todas las acotaciones se verifican y

n = ny entonces |s,, — | <

[ 2
un_f < |l,‘2(’5n”tn_l/‘+‘tn”5n_l|>
2 ell')? ell'|?
— | K K. = €. O
= |z/|2( K, MR, ) TF

Corolario 4.14. Sea (s,,) una sucesion convergente con limite 'y (t,,) una suce-
sion convergente sin términos nulos y con limite I’ # 0. Entonces la sucesion s, /t,
es convergente y

no
Jim>™ =L
n t, U
Ejemplos.
= La sucesion ( 5‘;’“;2_’23;1) converge a 4/5.

En efecto, dividiendo numerador y denominador por 1?2,

o3 oL 43
5n2—2n_5ni22—721—2_5—%
Por tanto,
L An?—3 . 4-3 lim,(4 - 3)
I = lim = — 5
_A-lim, % 4-0 4
5—limn% 5—0 5



» [a sucesion de término n-ésimo

142+ +n
2

n
converge a 1/2. Basta observar que

1424 4n 2o 1(1+ 1>

n? oonz 2 n/

= [a sucesion de término n-ésimo

A R G R (el

converge al nimero a® + a + 3. (;Por qué?)

= Si (s,) es una sucesion cuyos términos son todos no negativos, convergente
y con limite /, entonces la sucesion (\/E) converge a V1. Enelcasol = 0,
esto se deduce inmediatamente de la definicion de limite; en el caso [ # 0,
se deduce de

Sy — 1

Von + V1

y de que (s, — ) converge a 0, mientras que 1/(,/s, + /1) estd acotada:

Vi =

1 1

0< —— < —.
Ven VL VL

m [a sucesidon de término n-€simo

vVi+n—1

n

converge a (. (; Por qué?)
= La sucesion de término n-ésimo
Vn4+1—4/n
converge. (;A qué limite? ;Por qué?)

m [a sucesidon de término n-€simo

Vvn2+1+4/n
vnd+n—n

converge. (/A qué limite? ;Por qué?)
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= La sucesién (s,,) con

Lt
Sn: -
1-2 2.3 3.4 n(n+ 1)

L
k+1°

1
k(k+1) —

de donde s, = 1 — -1 que

converge a 1. En efecto, )

converge a 1.

1
k

2.2. Desigualdades y limites

Relacion entre limites y desigualdades

Acabamos de ver que el limite de sucesiones se comporta bien con respecto a
la suma y el producto. Veremos a continuaciéon que también tiene buen comporta-
miento con respecto al orden; es decir, sucesiones mas pequeiias dan limites méas
pequeiios, y sucesiones mas grandes dan limites mas grandes.

Proposicion 4.15. Si (s,) y (t,) son dos sucesiones convergentes y existe un
no € N tal que
Sp < th, para todo n = ny,

entonces

Demostracion. La sucesion (t,, — s,,) cample la desigualdad ¢,, — s,, = 0 para todo
n = ngy converge a lim, t,, —lim,, s,,. Por el Corolario 4.4, lim,, ¢,, —1im,, s,, = 0,
es decir, lim,, s,, < lim,, ¢,,. O

El Teorema del Bocadillo

Con ayuda de la Proposicion 4.15 podemos calcular algunos limites de forma
indirecta. Supongamos que tenemos tres sucesiones (s,), (¢,) y (u,), de forma
que

Supongamos ademds que las dos sucesiones exteriores, es decir, (s,) y (u,), con-
vergen al mismo limite /. Entonces, si la sucesion interior (¢,,) converge, lo tiene
que hacer también a /.

El siguiente resultado mejora esto, pues pone de evidencia que no hace falta
suponer la convergencia de (¢,): si (s,) y (u,) convergen a [, la convergencia
de (t,,) viene sola.

Teorema 4.16 (del Bocadillo, o de Compresién). Sean (s,,), (t,) y (u,) sucesiones
tales que existe un ng € N tal que

Sp < tn, < Uy,
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para todo n = ng. Si (s,) y (u,) son sucesiones convergentes y con el mismo
limite |, es decir,
lims,, = limu,, =1,
n n

entonces (t,) es también convergente y tiene el mismo limite [, es decir,
lim, t, = L.

Demostracion. Sea ¢ > (. Por la definicién de limite existe n; € N tal que si
n > ny entonces |s, — | < ¢, es decir, | — ¢ < s, < | + . Andlogamente,
existe ny € N tal que si n > no, entonces | — ¢ < u,, < [ + <. Entonces si
ng = max{ni;,ne} yn = ng, setiene | —e < s, < t, < u, <[+ ¢, es decir,
lt, — 1| <e. O

Ejemplos.

senn
n

» La sucesion (*3%) converge a 0.

Sabemos que —1 < senn < 1. Por tanto

senn

1
- < <
n n

)

S

Como lim,, 1/n = lim,(—1/n) = 0, el Teorema del Bocadillo 4.16 nos da
el resultado esperado.

n Se verifica

1 1 1
+ o —— 1,
Vn2+1  y/n?2+2 vn?+n
pues podemos encajar la sucesién entre
n n
/2 y 2 '
nc+n n®+1
= Comprobando que la sucesion de término n-ésimo
n+1 n+2 n+mn
n?2+1 n?2+2 n?+n
estd encajada entre
n+1 n+2 n+n n-n+(1+2+-+n)
n+n n’l+n n?+n n?+n
B n® + sn(n + 1) 1 3n%+n
B n?+n 2 n2+4n
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n+l n+2 n+n n-n+(1+2+---+n)
n2+1+n2+1+.“+n2+1_ n?+1
n*+in(n+1) 1 3n2+n
T R+l 2 w24l

se deduce que la sucesién dada converge a 3/2.

2.3. Subsucesiones

¢ Qué es una subsucesion?

Eliminando términos de una sucesion podemos extraer de ella nuevas sucesio-
nes, cuyos términos aparecen en la sucesion original en el mismo orden (tal vez no
en el mismo lugar) que en la nueva: es decir, vamos tomando infinitos términos,
saltdndonos algunos quizd, pero sin volver atrds. Por ejemplo, dada una sucesion

(517 52, 53, S4, S5, 86, S7, 58, 59, - - - )7

si nos quedamos con los términos que ocupan lugar impar (eliminando los que
ocupan lugar par) obtenemos una nueva sucesion

(8173?” S5, 87,59, - - . )a

cuyo término n-ésimo es Sy,_1; sl nos quedamos con los términos que ocupan
lugar par (eliminando los que ocupan lugar impar), obtenemos la nueva sucesion

(32, S4, 56, 58,510, - - - )7

cuyo término n-ésimo es So,. Podemos imaginar facilmente otras muchas manera
de extraer sucesiones de la sucesion inicial con este procedimiento. Se obtienen
asi lo que se llaman subsucesiones de la sucesion dada; como iremos viendo a lo
largo del curso, el manejo de subsucesiones facilita habitualmente el estudio de la
sucesion original, y permite demostrar varias propiedades esenciales de la teoria
de funciones reales de variable real. Pasemos a formalizar este concepto.

Definicion formal

Definiciéon 4.17. Dada una sucesién (s,), se dice que otra sucesion (¢,) es una
subsucesion de (s,) si existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros
naturales (4,) tal que paratodon € Nest, =s;,.

Ejemplos.
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= Sea ng € N. Tomando i,, = n + ng — 1 en la definicion anterior, se obtiene
la subsucesién

(Snm Sno+1a Sn0+27 Sn0+37 Sno+4a s )7

que resulta de la original suprimiendo los ny — 1 primeros términos. Este
tipo de subsucesion se denomina cola ny-ésima de la sucesion (s,,).

» La sucesién dada por t,, = 4n? es una subsucesion de la sucesién dada por
$p, = (—1)"n?, como se ve tomando i,, = 2n.

» [a sucesién

1 1 1 1 1 1
(1, 3,5 5050 Gr70--+)

no es una subsucesion de (%) Tienen los mismos términos, pero no en el
mismo orden.

= [a sucesion

(1,0,4,0,1,0,4,0,... HCU

tampoco es una subsucesion de (1/n).

= Toda sucesién es una subsucesion de si misma (reflexividad). También hay
transitividad: si (u,,) es una subsucesion de (t,) y (Z,) es una subsucesién
de (s,), asuvez (u,) es una subsucesion de (s,,). Sin embargo, esta relacién
no es de equivalencia (no verifica la propiedad simétrica), ni tampoco es un
orden (no verifica la propiedad antisimétrica: por ejemplo, las sucesiones
s, = (=1)"y t, = (—=1)""! son subsucesiones la una de la otra, aunque
son distintas). .

Limites de las subsucesiones
La principal utilidad de las subsucesiones se manifiesta en el siguiente resul-
tado:

Proposicion 4.18. Toda subsucesion de una sucesion convergente es también con-
vergente y tiene el mismo limite.

Demostracion. Sea (s,) una sucesion tal que lim,, s, = [ € Ry sea (s;,) una
de sus subsucesiones. Dado € > 0, existe un ng € N tal que si n > ng entonces
|sn — l| < e.Sin = ny, entonces i, = n = ng. (Que i, > n, puede probarse por
induccién.) De aqui que |s;, — [| < e. Por tanto, lim,, s;, = [. O
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Ejemplos.

= Ya vimos, con cierto esfuerzo, que ((—1)™) no es una sucesién convergente.
Con ayuda del resultado anterior, este hecho es inmediato: la subsucesion
de sus términos de lugar par converge a 1, la subsucesioén de sus términos
de lugar impar converge a —1.

» Para x € [0,1), la sucesion (z") converge a 0. En efecto, puesto que es
convergente (segin ya probamos), si lim,, 2" = [, vemos que lim,, 2!
lim,, (2" - ) = [ - x. Pero (z"™!) es una subsucesién de (z") (una cola),
luego también lim,, 2"** = [, de donde [ - x = [. Como = # 1, se obtie-
ne finalmente que [ = 0. (;Por qué no podemos utilizar estos calculos si
z>17)

» La enumeracion diagonal de todos los niimeros racionales forma una suce-
sién que no es convergente: tiene subsucesiones convergentes a cualquier
numero real (ver [3, pags. 49-50]).

Convergencia de términos pares e impares

Proposicion 4.19. Una sucesion (s,) es convergente si, y solo si, la subsuce-
sion de términos de lugar par (sa,) y la subsucesion de términos de lugar impar
(Son—1) Son ambas convergentes y tienen el mismo limite.

Demostracion. Por la proposicion 4.18 basta con demostrar que si so, — [ € R
y Son—1 — [ entonces s,, — [. Sea € > (. Por la definicién de limite existen
ni,ne € N tales que:

(1) sin>=n;es|sy, — 1] <e
(1) sin =nges |so, 1 — | <e.

Ahora si ng = max{2ny,2ny — 1} y n = nyg se tiene, tanto si n es par como impar,
que |s, — | <e. O

Se debe observar que este dltimo resultado se puede aplicar de forma mads
general. Por ejemplo, si una sucesion (s,,) cumple que las tres subsucesiones (3, ),
(S3n—1) Y (S3n_2) convergen al mismo limite /, una demostracién muy similar a la
empleada hace un momento nos dice que la sucesién (s,,) converge también a .

En general, si una sucesion se puede descomponer en union de una cantidad fi-
nita de subsucesiones que convergen todas al mismo limite /, entonces la sucesioén
original también debe converger a [.
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El Teorema de Bolzano-Weierstrass

El siguiente teorema tiene muchisimas aplicaciones, segtin iremos viendo a lo
largo del curso. En muchas demostraciones, cuando tengamos una sucesion acota-
da, este teorema nos permitird suponer que la sucesion es, de hecho, convergente.

Teorema 4.20 (de Bolzano-Weierstrass, para sucesiones). Toda sucesion acotada
tiene una subsucesion convergente.

Para probarlo, realizaremos dos demostraciones diferentes. En la primera de
ellas nos apoyaremos en el Teorema de los Intervalos Encajados de Cantor.

Demostracion 1. Sea (s,) una sucesion acotada 'y K > 0 de forma que —K <
s, < K para todo n € N. Vamos construyendo la subsucesion de la siguiente
forma: bien en [0, K], bien en [— K, 0], habrd infinitos términos de la sucesién
(quiza incluso en los dos). Supongamos que /; es uno de estos intervalo en el cual
hay infinitos términos y elijamos cualquier elemento s;, € I;. De nuevo repeti-
mos la idea: partimos /; por la mitad y o bien en una mitad, o en la otra, habra
infinitos términos de la sucesion. Nos quedamos una de las mitades que contenga
infinitos s,, y la llamamos /5. Elegimos un elemento s;, € I que ademds cumpla
19 > 11. Observemos que /5 < I;. El siguiente paso es de nuevo subdividir /, en
dos mitades, elegir una mitad /3 que contenga infinitos términos de la sucesion y
seleccionar un nuevo s;, € I3 con i3 > i5. Construimos de esa forma una sucesién
de intervalos cerrados y acotados encajados [; > [, D I3 D> --- D[, D ---yuna
subsucesion (s;,) de (s,) con s;, € I, para todo n € N. El Teorema de los In-
tervalos Encajados asegura la existencia de un punto [ € ﬂle I,,. Por comodidad
escribimos I,, = [ay,, b,] conlo que a,, < s;, < by, a, <1 < b, paratodon € N
y, ademas, como la longitud de cada I,, es K/ 27—l se tiene

0< s, =1l <b,—a, = — 0,

2n—1
de donde, por el Teorema del Bocadillo 4.16, |s;, —[| — 0, o, lo que es 1o mismo,
Sin — l D
El Lema de la Subsucesion Monétona

Para la segunda demostracion, utilizaremos un lema que tiene bastante interés
en si mismo.

Lema 4.21 (de la Subsucesion Monétona). Toda sucesion posee una subsucesion
mondotona.

Demostracion. Sea (s,,) una sucesion. Diremos que un indice m € N es de con-
tencion para esta sucesion, si s, < s, para todo natural n > m. Obsérvese que,
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fijado m, si este es de contencidn, ello significa que el nimero s,, es una cota
inferior para todos los términos de la sucesion cuyos indices son superiores a m.
Esto se visualiza notando que s, se encuentra a la izquierda de todos aquellos
elementos de la sucesion cuyos indices son mayores que m.

(Asi, por ejemplo, si 7 fuese de contencidn para la sucesion, podemos asegurar
que ss, So, ..., estdn a la derecha de s;. Por otra parte, nada podemos asegurar
sobre la ubicacion relativa de los primeros seis términos de la sucesion.)

Obsérvese también que un indice m fracasa en ser de contencion, cuando para
algln indice n > mes s, > s,.

Ahora bien, en cuanto a la cantidad de indices de contencidn, pueden ocurrir
dos cosas: O bien hay infinitos indices de contencién, o bien solamente hay una
cantidad finita de ellos.

Supongamos que hay infinitos indices de contencion. En este caso podemos
encontrar unos indices de contencién

N<lpg<izg <  <ip<---

Fijado n € N, Como i, es de contencién, y como %,,1 > %,, la definicién nos
asegura que s;, < s;, ,,. Esto prueba que la subsucesién (s;, ) es creciente.
Ahora examinamos el caso en que solamente hay una cantidad finita de indices
de contencién. Ya que hay finitos, si avanzamos lo suficiente habremos abando-
nado estos indices de contencidn, y se tendrd la seguridad entonces de que a la
derecha ya no hay mads de tales indices. Para precisar, supongamos que hay un
indice n tal que si n > ng, entonces n no es de contencién. Tomemos i; = ny.
Como 7; no es de contencion, ello significa que hay algin indice i5, con 75 > 44,
tal que s;, > s;,. Pero, andlogamente, como ¢ no es de contencidn, esto nos indi-
ca que tiene que existir un indice mayor, digamos i3 > i, tal que s;, > s;,. Y asi
sucesivamente. Obtenemos asi una sucesion estrictamente creciente de indices

1<l <3< - <lp<---,

de modo tal que
Siy > Sip > Sjg > > 8 > -

Asi que la subsucesion (s;, ) es estrictamente decreciente. [

Utilizando este lema, la (segunda) demostracién del Teorema de Bolzano-
Weierstrass es ahora inmediata.

Demostracion 2. Sea (s,) una sucesion acotada. Por el Lema de la Subsuce-
sion Mondtona 4.21, esta sucesion tiene una subsucesion monétona (s;, ). Como
(s,) es acotada, también lo serd (s;, ), de donde, por el Teorema de la Convergen-
cia Monétona 4.9, resulta que (s;, ) es convergente. [
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2.4. Sucesiones de Cauchy

Sucesiones de Cauchy

Consideremos una sucesion (s,). Si esta sucesion converge a un nimero [, este
hecho asegura que, cuanto mayor sea n, mds cerca va a estar s,, de [. Por tanto, si
cogemos dos términos de la sucesion, s, y s,,, cuanto mayores sean n 'y m, mas
cerca van a estar s,, y s,,, ambos, de [ y, por tanto, més cercan van a estar s,, y S,
entre si. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.22. Una sucesion (s,,) se dice que es de Cauchy si para todo € > 0
existe algin ng € N (que puede depender de ) de modo que si m, n € N son tales
que m,n = ng, entonces |s,, — S,| < €.

Sucesiones convergentes y de Cauchy

A continuacién vemos que el concepto de sucesion de Cauchy coincide en
realidad con el de sucesion convergente. Para ello, probaremos un resultado pre-
vio.

Lema 4.23. Toda sucesion de Cauchy estd acotada.

Demostracion. La definicidn, usada para ¢ = 1, asegura la existencia de ny € N
de modo que, si m,n > ng entonces |s, — s,,| < 1. En particular, si n = ny
entonces |s,, — Sp,| < 1, es decir, s,, — 1 < s, < $,, + 1. Resulta asi que la
sucesion (s,,) estd acotada inferiormente por

m = min{sy, S2, ..., Spg—1, Sng — 1}
y superiormente por
M = max{si, S2,. .., Sng—1,Sny + 1} O

Teorema 4.24 (Criterio de Cauchy). Una sucesion es convergente si, y solo si, es
de Cauchy.

Demostracion. Sea s, — | € R. Seae > 0. Por definicion de limite, existe ng € N
de modo que , si n > ng, entonces |s,, — I| < /2. Por tanto, si m,n = nyg, es
€

|sm—sn|:|sn—z+z—sm|<|sm—5|+\sn—1|<g+2

=g,
asi que (s,) es de Cauchy.

Reciprocamente, sea (s,) una sucesién de Cauchy. Puesto que, por el Le-
ma 4.23, estd acotada, el Teorema de Bolzano-Weierstrass 4.20 asegura la exis-
tencia de una subsucesion (s;,) convergente a un cierto [ € R. Bastara ver que la
sucesion de partida (s,,) también converge a .
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Dado ¢ > 0, existe ng € N de modo que si m,n = ng, entonces |s,, — s,,| < e.
0 ’ 0
En particular, si n > ng, como 7,, = n = ng, Se tiene |s,, — s; | < . Hemos
0 0 n
probado de esta manera que 1im,,(s,, — s;,) = 0, de modo que

lims, =lims;, + lim(s, —s;,)=1014+0=1. O

Asi pues, las sucesiones de Cauchy y las convergentes son exactamente las
mismas. Esto quiere decir que, para probar que una sucesion es convergente, po-
dremos utilizar directamente la definicion de sucesion convergente, o bien, pode-
mos probar que la sucesion es de Cauchy.

(Qué ventajas nos ofrece cada uno de los dos métodos? Si utilizamos la defi-
nicién de sucesion convergente, y queremos probar que una sucesion tiende a un
determinado limite, debemos conocer previamente cudl es el valor de este, puesto
que este valor aparece en la definicion. Si por el contrario utilizamos la definicién
de sucesion de Cauchy, no necesitamos conocer cuanto vale el limite, puesto que
lo Unico que aparece en la definicion es la distancia entre dos términos de la su-
cesion, que son conocidos ya previamente. No obstante, esto, que es sin duda una
ventaja, es a la vez la debilidad de este método. Al probar que una sucesion es de
Cauchy, sabremos que converge, pero no qué valor tiene el limite (en principio; a
veces, este valor se podrd deducir de forma indirecta).

Ejemplos.

= [a sucesion s, = n no converge. En efecto, veremos que esta sucesion no
es de Cauchy. Sea ¢ = 1. Dado cualquier ny € N, escogiendon = ngy m =

ng + 1, se obtiene que m, n = ng, pero |, — Su| = |nog+1—mno| =1 =¢.
= [a sucesion

=142ty

" 2 3 n

no es convergente. De nuevo, basta ver que no es de Cauchy. Sea ¢ = %, y
sea ng € N. Escojamos n = ng y m = 2ng. Entonces m,n > ng, pero

Py, — Dy | = ! + ! + ! et !
" " _no—I—l no+2 ng+3 2no
1 1 1 1 No 1
P—dt—t—+ = =-=c¢
2710 277,0 2710 277,0 277,0 2
m [a sucesion
- 1 1 1 1 1
S TR T R TR

converge. Esto ya lo vimos mediante el Teorema de la Convergencia Mo-
nétona 4.9, pero también se puede probar viendo que es una sucesion de
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Cauchy. En efecto, sea ¢ > (. Si m < n, entonces

1 N 1 N 1 N 1 1
(m+1! " (m+2)! (m+3) (n—1)! nl

O<yn_ym:

R SR 1
a (m+1)!< T2 T mrmry
1
+(m+2)(m+3)---(n—1)

1
+(m+2)(m+3)---(n—1)n>
<; 1+ ! + ! +
(m+1)! m+1 (m+1)>2

1 1
+(m+1"m2+(m+1)”m1>

1 1—1/(m+1)»™
(m+1)!  1-1/(m+1)
1 1 1

= m+1)! 1-1/(m+1) mm’

Por tanto, si escogemos ng € N tal que 1/ng < ¢, resultara que, sin > m >
ng, eNtonces [, — Yp| < —— < = < % < . Asi que nuestra sucesion es
de Cauchy, y por tanto convergente.

Obsérvese que en este caso hemos deducido que la sucesion converge, aun-
que no sabemos a quién. Vamos a ver a continuacién que esta sucesion
converge al nimero e.

Sea y = lim,, y,, y sea e, = (1 + 1/n)™ que, como sabemos, converge a e.
Veremos que y = e. Desarrollando mediante el Binomio de Newton,

1\"
en=<1+—>
n




1 1 1 1 2
D) 3606
+ +2! n +3! n n +

1 1 2 -2 —1
I [CHRRTEI S
n! n n n n

<141 1 1 I
X + +§+§+"‘+a—yn

De aqui se infiere que e < y.

Para probar la desigualdad opuesta, fijemos k£ € N, y definamos una nueva
sucesién (t,) donde ¢, es el desarrollo binomial de e, “truncado” en el
sumando correspondiente a k!, es decir,

€n, n < /C,

| DD e

Evidentemente, ¢,, < e,, para todo n € N. Esto quiere decir que el limite de
la sucesion (t,,) es menor o igual que e. Pero es inmediato comprobar que el
limite de la sucesion (¢,,) es precisamente yy, asi que ¥ < e. Como esto es
cierto para todo k € N, resulta entonces que el limite de la sucesion (Y )ken
es menor o igual que e; es decir y < e.

e es irracional
Estamos ahora listos para probar una importante propiedad del niimero e.

Teorema 4.25. ¢ es irracional.

Demostracion. Definiendo la sucesion (y,) como en el ejemplo anterior, si n
y m son dos naturales, con m < n, hemos probado mads arriba que entonces
0 < Yn — Ym < 1/(m!m). Fijando m y tomando limite en n, obtenemos que
0 <e—Ym < 1/(m!m) para todo m € N. (La primera de las dos desigualdades
es estricta ya que ¥, < Ymi1 < €.)
Supongamos que e es racional, es decir, existen p, ¢ € N tales que e = p/q.
Como 2 < e < 3, resulta que g # 1. Ademads tenemos
0< b Yg < %
q q-q

Si multiplicamos ambos miembros de la desigualdad anterior por ¢!, obtenemos

0<plg—1)!—qly, < 7
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Por la definicién de y,, resulta facil comprobar que ¢!y, es un nimero natural, por
lo que si definimos r = p(¢ — 1)! — ¢ly,, resultaque r € Z, pero 0 < r < 1/¢ < 1,
lo que claramente constituye una contradiccion. [

Sucesiones contractivas
Un caso importante de sucesiones de Cauchy es el de las sucesiones contrac-
tivas.

Definicion 4.26. Se dice que una sucesion (s,,) es contractiva si existe una cons-
tante C', con 0 < C' < 1, tal que

|Sn+2 - Sn+1’ < O|Sn+1 - 5n|
para todo n € N. El nimero C' se llama constante de contraccion de (s,).

Teorema 4.27. Toda sucesion contractiva es de Cauchy, y, en consecuencia, es
convergente.

Demostracion. Sea (s,) una sucesion contractiva. Aplicando varias veces la defi-
nicién de sucesion contractiva, obtenemos que para todo n € N es

[$n+2 = Sni1] < COlsnir — su| < C%sy — 501
< O3|Sn_1 — Sn_2| <0< Cm|32 — 81|.
Sim > n, aplicando la Desigualdad Triangular, se tiene
|Sm — Snl < |Sm — Sm—1| + [Sm—1 — Sm| + -+ + [Sns1 — Sal
< (Cm72 + Cmig + -+ Cn71)|52 - 81|
=C"' 1+ C+C%+ -+ C™ 24 O™ sy — 8

B 1 —(Qmn
=" 1'?'\52—81!
_ 82—31|
<Cn 1"
1-C

Como 0 < C < 1, sabemos que

h’m(C“‘l . M) —0

n 1-C
Por tanto, dado £ > 0, existe un ny € N tal que si n = nges C* 1. % < €.
Asi que, si m > n > ng, serd
-1 ’52 - 81‘
|Sm_5n|<0n 'ﬁ<€.
Por tanto (s,,) es de Cauchy. O
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Ejemplos.

(M

(11)

(111)

La sucesion =, = 1/n es convergente, pero no contractiva.
En efecto,
[ S S S
|xn+2 _$n+l| _ n+l nt2 _ (+2)(n+1) N 1
-1 - 1 = L
|[En+1 B fEnl n n+l (n+1)n n+2

Esto implica que para todo K, 0 < K < 1, existe ny € N tal que si n >
ng entonces |T,1o2 — Tpy1|/|Tns1 — x| > K, es decir, |T,10 — Tpi1| >
K|z, .1 — x,|. Por tanto, (z,) no es contractiva.

La sucesién y,, = & + % + % + o+ % es convergente.

Esta sucesion es contractiva, ya que si n € N es

1 1 1
[Yme2 = Y| = (n+2)! T nt2 (n+1)!
1 1
= "+ 2’yn+1 _yn‘ < §|yn+l - ynl

Mostrar que la ecuacién z® — 7x + 2 = 0 tiene una solucién entre 0 y 1.

Esto se puede lograr mediante un procedimiento iterativo de la siguiente
manera. Escribimos la solucién en la forma x = (23 + y)/7 y la usamos
para definir una sucesién. A z; se le asigna un valor arbitrario entre Oy 1, y
después se define

Tpi1 = 2(z) +2), para todon € N,

Como 0 < x; < 1, se prueba facilmente por induccién que 0 < z, < 1
para todo n € N. Ademds se tiene

|Tpro — Tps| = ‘%(xiﬂ +2) — %(xi +2)|
= %|$§z+1 _xi‘
= Y22, + T Ty + 22| [Tpi1 — T
7 n+1 n+l4n n n+1 n

< %|xn+1 - In‘

Por consiguiente, (z,,) es una sucesion contractiva, de donde converge a un
limite [ € R. Al pasar al limite en ambos miembros de la igualdad x,,.1 =
(23 +2)/7 se obtiene [ = (1> + 2)/7, de donde [> — 7l + 2 = (. Por tanto, [
es una solucidn de la ecuacion.
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3. Limites infinitos

3.1. Sucesiones divergentes
. Qué es una sucesion divergente?

Definicion 4.28.

(1) Decimos que una sucesion (s,,) diverge a «, y escribimos lim,, s,, = o0, si
para todo M € R existe algtin ny € N tal que si n > ng entonces s,, > M.

(11) Decimos que una sucesion (s,,) diverge a —oo, y escribimos lim,, s,, = —0,
si para todo M e R existe algtin ny € N tal que si n > ng entonces s,, < M.

(111) Una sucesiOn divergente es una sucesion que diverge a o0 0 a —o0.

(1v) Las sucesiones que no son convergentes ni divergentes se denominan suce-
siones oscilantes.

Observaciones.

» Se sigue inmediatamente de la definicién que una sucesion (s,,) diverge a o0
si, y solo si, su opuesta diverge a —o0.

= En la definicién de sucesion que diverge a oo, en lugar de M € R se puede
poner M > 0; y en la definicién de sucesion que diverge a —oo se puede
poner M < 0.

= En lo sucesivo, diremos que una sucesion tiene limite si es convergente o
divergente, es decir, si no es oscilante. A veces nos referiremos a las suce-
siones convergentes como sucesiones con limite finito y a las divergentes
como sucesiones con limite infinito.

= Si una sucesion diverge, no estd acotada. Pero hay sucesiones no acotadas
que oscilan, es decir, no son divergentes.

Ejemplos.

= La sucesion s, = n diverge a c0.
En efecto, si M € R, la Propiedad Arquimediana nos proporciona unny € N
tal que ng > M. Por tanto, sin > ng, serd s,, = n = ng > M.

» La sucesién s, = —n? diverge a —o0.

Si M e R, existe ng € N tal que nyg > —M. Por tanto, si n > ng, serd
Sp=-n?<—n<-—ng<M.
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= Sic > 1, lasucesion s, = ¢" diverge a o0.

Sea M € R. Como ¢ > 1, podemos escribir ¢ = 1+0, con b > 0. Escojamos
ng € N de forma que nob > M. Por la Desigualdad de Bernoulli,

Sp=c"=(1+b)"=1+nb>nb=nyb> M.

= La sucesi6n s, = (—1)" es oscilante y acotada.

En efecto, sabemos que esta sucesion no es convergente. Como es acotada,
tampoco puede ser divergente. En consecuencia, solo puede ser oscilante.

= Sic < —1lasucesion s, = ¢ es oscilante y no acotada.

Para ver que s, no es acotada, basta observar que |s,| = |c¢|” y aplicar
el caso ¢ > 1. De aqui que (s,) no converge. Ademds, esta sucesion no
diverge, porque toma alternativamente valores positivos y negativos, y por
tanto no puede verificar la definicién de sucesion divergente (a o0 0 —0).

Sucesiones monotonas no acotadas
Proposicion 4.29.

(1) Sea (s,) una sucesion creciente. Si no estd acotada superiormente, (s,,) di-
verge a .

(11) Sea (s,,) una sucesion decreciente. Si no estd acotada inferiormente, (s,,) di-
verge a —.

Demostracion. Es consecuencia directa de las definiciones. O]

Como consecuencia, obtenemos la siguiente generalizacion del Teorema de la
Convergencia Monétona 4.9.

Corolario 4.30. Toda sucesion mondtona tiene limite (finito si estd acotada, infi-
nito en caso contrario).

Ejemplo. Ya vimos que la sucesion

S T I S
"o 2 3 n

es estrictamente creciente y no estd acotada superiormente. Luego diverge a co.
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Subsucesiones de sucesiones divergentes

Ya vimos que si una sucesion tiene limite finito todas sus subsucesiones tam-
bién convergen a este mismo limite. ;Qué pasa cuando consideramos sucesiones
divergentes?

Proposicion 4.31.
(1) Toda subsucesion de una sucesion divergente a oo diverge a 0.
(11) Toda subsucesion de una sucesion divergente a —oo diverge a —0.
Demostracion. Consecuencia directa de la definicion de sucesion divergente. [
Proposicion 4.32.

(1) Una sucesion posee una subsucesion divergente a oo si, y solo si, no estd
acotada superiormente.

(I1) Una sucesion posee una subsucesion divergente a —0 si, y solo si, no estd
acotada inferiormente.

(111) Una sucesion posee una subsucesion divergente si, y solo si, no estd acota-

da.
Demostracion. Consecuencia directa de las definiciones. ]

Obtenemos como consecuencia inmediata una generalizacion del Teorema de
Bolzano-Weierstrass 4.20.

Corolario 4.33. Toda sucesion contiene una subsucesion con limite.

Suma con una sucesion divergente
Proposicion 4.34.

(1) Si(sy,) es una sucesion divergente a 0y (t,,) es una sucesion acotada infe-
riormente, la sucesion (s,, + t,) diverge a .

(11) Si (s,) es una sucesion divergente a — y (t,,) es una sucesion acotada
superiormente, la sucesion (s, + t,) diverge a —0.

Demostracion.

(1) Por la definicién de acotacién inferior existe m € N tal que ¢,, > m para
todo n € N. Ahora sea M € R. Por definiciéon de divergencia existe ng € N
tal que si n > ng se tiene s, > M — m. Por tanto, si n > ng serd s, + ¢, >
M—-—m+m=M.

(1) Anélogo. O]

37



Ejemplo. s, = n + (—1)" diverge a oo ya que la sucesién (n) diverge a o y la
sucesion ((—1)™) estd acotada inferiormente por 1.

Corolario 4.35.

(1) Si (sy) es una sucesion divergente a 'y (t,,) es una sucesion convergen-
te o divergente a o, la sucesion (s, + t,) diverge a . (Esto se expresa
simbolicamente diciendo que o0 + a = o0, sia € R, y que o0 + o0 = c0.)

(11) Si (s,,) es una sucesion divergente a — 'y (t,,) es una sucesion convergente
o divergente a —oo, la sucesion (s, + t,) diverge a —. (Esto se expresa

simbolicamente diciendo que —0 + a = —0, sia € R, y que —00 — 0 =
—o0.)
3
. n’+n .
Ejemplo. s, = —n* + ——— diverge a —0.
n3 + 2

Ejemplos. La suma de una sucesion divergente a co con una sucesion divergente
a —oo puede resultar

» convergente, comoenn + (—n) — 00 (n+ 1) + (—n) — 1,
= puede resultar divergente a co, como en 2n + (—n) — oo,
= puede resultar divergente a —oo, como en n + (—2n) — —o,
= y puede resultar oscilante, como en (n + (—1)") + (—n).

Normalmente, esto lo expresaremos diciendo que co — co es una indeterminacion.

Producto por una sucesion divergente
Proposicion 4.36.

(1) Si (sy) es una sucesion divergente a 'y (t,,) es una sucesion para la que
existen v > 0y ng € N tales que t,, > r siempre que n = ny, entonces la
sucesion (s, - t,) diverge a 0.

(11) Si (s,) es una sucesion divergente a —0'y (t,,) es una sucesion para la que
existen v > 0y ng € N tales que t,, > r siempre que n = ny, entonces la
sucesion (s, - t,) diverge a —.

(111) Si (s,) es una sucesion divergente a 'y (t,,) es una sucesion para la que
existenr > 0y ng € N tales que t,, < —r siempre que n = n, entonces la
sucesion (s, - t,) diverge a —oo.
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(1v) Si (sy,) es una sucesion divergente a —0'y (,,) es una sucesion para la que
existen r > 0y ng € N tales que t,, < —r siempre que n = ny, entonces la
sucesion (s, - t,) diverge a .

Demostracion.

(1) SeaM > 0.Como s,, — o0, existen; € Ntalquesin > njess, = M/r.
Por tanto, si n = méax{ng, n,}, se tiene s,t, = M /r-r = M.

Los demds apartados se prueban de manera completamente analoga. ]

Corolario 4.37.

(1) Si (s,) es una sucesion divergente a 'y (t,,) es una sucesion convergente
con limite positivo o divergente a o, la sucesion (s, - t,) diverge a .
(Simbolicamente, esto se expresa diciendo que 0 - a = oo si a > (.)

(11) Si (s,) es una sucesion divergente a —0'y (t,,) es una sucesion convergente
con limite positivo o divergente a «, la sucesion (s, - t,) diverge a —oo.
(Simbolicamente, esto se expresa diciendo que —0 - a = —o0 si a > (.)

(111) Si (s,,) es una sucesion divergente a 'y (t,,) es una sucesion convergente
con limite negativo o divergente a —, la sucesion (s,, - t,,) diverge a —o0.
(Simbolicamente, esto se expresa diciendo que 0 - a = —0 si a < (.)

(1v) Si (s,) es una sucesion divergente a —x0'y (t,,) es una sucesion convergente
con limite negativo o divergente a —x, la sucesion (s, - t,) diverge a 0.
(Simbolicamente, esto se expresa diciendo que —0 - a = o0 si a < (.)

Demostracion. Consecuencia directa de 4.36 y 4.3. ]

El producto de una sucesion divergente a o0 0 a —c0 por una sucesion conver-
gente a () puede resultar convergente, divergente a co, divergente a —o0 u oscilante.

Ejemplos. No se puede predecir el comportamiento del producto de una sucesion
que converge a 0 por otra divergente:

= n - -5 converge a 0.

» n- L convergea l.
n

n- (—2) converge a —1.

n? - 1 diverge a oo.
n

n?- (—1) diverge a—co.

("

n

=N es oscilante.

Esto se expresard diciendo que 0 - co es una indeterminacion.
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Inversas de sucesiones divergentes
Proposicion 4.38.

(1) Una sucesion (s,,) diverge a o si, y solo si, tiene como mucho un niimero
finito de términos no positivos y su inversa converge a (. (Esto se expresa
simbdlicamente diciendo que 1/o0 = 0% y que 1/0" = 0.)

(11) Una sucesion (s,) diverge a —oo si, y solo si, tiene como mucho un niimero
finito de términos no negativos y su inversa converge a 0. (Esto se expresa
simbdlicamente diciendo que 1/(—0) = 0~ y que 1/0~ = —o0.)

(1) La sucesion de valores absolutos de una sucesion (s,) diverge a o si, y
solo si, tiene como mucho un niimero finito de términos nulos y su inversa
converge a (.

Demostracion.

(1) Suponemos primeramente que s,, — c0. Por definicién de sucesion di-
vergente, existe n; € N tal que si n > ny es s, > 0, es decir, tiene como mucho
un nimero finito de términos no positivos. Ahora, para ver que 1/s,, — 0, fijemos
¢ > 0. De nuevo por hipdtesis, existe ny € N tal que sin > nyes s, > 1/e. Luego
sing = max{ni,na} yn = ngsetiene 0 < 1/s, < e.

Reciprocamente, supongamos que s, > 0sin > n; y que 1/s,, — 0. Para ver
que s, — oo fijamos M > 0. Por definicién de limite, existe n, € N tal que si
n =nges /s, <1/M.Luego si ng = max{ny,ny} y n = ng, se tiene s, > M.

Los otros apartados se prueban andlogamente. 0

Ejemplos. Debemos considerar 1/0 como una indeterminacién. Para ver esto, bas-
ta considerar los siguientes ejemplos:

» Sis, =1/n,1/s, diverge a .
s Sis, =—1/n,1/s, diverge a —o0.
s Sis, = (—1)"/n, 1/s, es oscilante.

Es facil comprobar que una sucesién (s,,) converge a 0 si, y solo si, la suce-
sién (|s,|) de sus valores absolutos converge a 0. En efecto, ambas propiedades
equivalen a que para todo ¢ > 0 exista un ny € N tal que |s,| < € paran > ny. En
general, sin embargo, solo puede afirmarse que si (s,,) es convergente con limite /,
entonces (|s,|) es convergente con limite |{|; el reciproco no siempre es cierto si
[ # 0. De esto se deduce:

Corolario 4.39. Una sucesion (s,) sin términos nulos converge a 0 si, y solo si,
la sucesion 1/|s,| de los valores absolutos de los inversos diverge a 0.
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El Criterio de Comparacion
La siguiente proposicién es un andlogo del Teorema del Bocadillo 4.16, pero
para sucesiones divergentes.

Proposicion 4.40 (Criterio de Comparacién). Dadas dos sucesiones (s,,) vy (t,)
para las que existe un ng € N tal que s,, < t, sin = ng, se verifica:

(1) Si (sy,) diverge a oo, también (t,,) diverge a .
(1) Si(t,) diverge a —oo, también (s,,) diverge a —o0.

Demostracion. Consecuencia inmediata de la definicidn. O]

3.2. Larecta ampliada

Propiedades algebraicas de la recta ampliada

Los resultados anteriores sugieren incluir en los numeros reales los elemen-
tos o0 y —oo y ampliar la estructura de orden de R y (parcialmente) sus operacio-
nes algebraicas. Definimos R = R U {c0, —o0}, y afiadimos a nuestros dieciséis
axiomas de los reales las siguientes propiedades:

(1) Paratodo z € R, se tiene —o0 < x < 0. Si z € R, se tiene —0 < z < 0.
(11) Para todo z € R distinto de —o0, es 00 + & = = + 0 = .

(111) Para todo = € R distinto de o0, es (—0) +x = x + (—0) = —o0.
(Quedan asfi sin definir o0 + (—00) y (—00) + 00.)

(1v) Paratodoz € R,conz > 0,es 0 -2 = - 0 = 0.
V) Paratodoz € R,conz < 0,es o0 -2 = x - 00 = —o0.
(V1) Paratodo z € R, conz > 0,es (—©) -z =z - (—w0) = —o0.

(VII) Paratodoz € R,conz < 0,es (—0) -z =1z (—0) = .
(Quedan por tanto sin definir 0 - 0,0 - 00, (—o0) -0y 0 - (—00).)
(vi) Siz,y € R, se define v —y = z + (—1)y siempre que la suma tenga sentido.
(Quedan asi sin definir o0 — 0y (—00) — (—0).)
(IX) = =+ =0.
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(X) Siz,yeR,sedefine z/y = x-(1/y) siempre que el producto tenga sentido.

(Quedan sin definir % y por tanto § cualquiera que sea z € R, asf como =, =

-0 o0 e
= Y =%
(X1) |oo| = |- = .

Con la estructura resultante, R suele denominarse el sistema ampliado o la
recta ampliada de los reales.

Observaciones.

» En R puede hablarse también de cotas superiores e inferiores de un conjun-
to no vacio, y de supremo, infimo, médximo y minimo. En R tenemos una
version mds sencilla del Principio del Supremo: todo subconjunto no vacio
de R tiene siempre supremo e infimo.

= R es denso en R. Es decir, dados dos elementos cualesquiera z,y € R tales
que x < y, se puede encontrar siempre un nimero real z tal que x < z < v.

= LaLey de Cancelacién de la suma es falsa en R. En efecto, 0400 = 1400 =
o0, pero claramente 0 # 1.

» Dados z,y, 2 € R, si z < y, entonces = + 2 < y + z, siempre que las sumas
estén bien definidas. (Pero obsérvese que, si x < y, no tiene por qué ser
x4+ z <y + z. Porejemplo, 0 + o0 =1+ o0 = 00.)

= En R se siguen verificando las propiedades del valor absoluto, en los casos
en que tengan sentido.

= También resulta cdmodo definir la exponencial en R, dando los valores
e® = o, e® = 0. Teniendo en cuenta esto, nos aparecen algunas nue-

vas indeterminaciones:

Propiedades algebraicas del limite (en la recta ampliada)

Las propiedades algebraicas que anteriormente vimos para limites de suce-
siones convergentes y para sucesiones divergentes puede ahora resumirse de la
siguiente manera:

Teorema 4.41. Dada una sucesion (s,,) con limites | (finito o infinito) y una suce-
sion (t,,) con limite I (finito o infinito), se tiene:
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(1) Sil + I estd definido en R, (s, + t,,) tiene limite | + I'.
(1) Sil — ' estd definido en R, (s,, — t,,) tiene limite | — ['.
(111) Sil - I estd definido en R, (s, - t,,) tiene limite | - I'.

(1v) Sil/l' estd definido en R, (s,/t,) tiene limite /1.

3.3. Deos criterios practicos
El Criterio del Cociente

Teorema 4.42 (Criterio del Cociente). Sea (s,,) una sucesion de términos positi-
vos. Supongase que existe | = 1im,,(s,11/s,). Si l < 1 la sucesion (s,) converge
a0.Sil > 1, la sucesion (s,) diverge a .

Demostracion. Supongamos primero que [ < 1. Se elige un nimero r tal que
[ < r < 1.Existird un ng € N tal que, si n > ny , entonces s,1/s, < r, de donde
Sna1 < SpT. Por tanto, sin > ny + 1 se obtiene

0 < 8y < Spo1l < Spol? < --+ < Spr™ "0
Es decir, si hacemos C' = s,,, /7™, hemos probado que 0 < s,, < Cr"™ si n > ny.
Como 0 < r < 1, resulta que lim,, 7" = 0, y el Teorema del Bocadillo 4.16 nos
asegura asi que lim,, s,, = 0.

Supongamos ahora que [ > 1. Escojamos ahora un nimero r tal que [ > r > 1.
Existe un ny € N tal que s,41/s, > r si n = ng. Por tanto, si n = nyg, serd
Sn+1 > Sp7. De aqui que se tenga, sin = ng + 1,

Sp > SpoiT > Sp_ol 2 > -+ > Sper" M0

Haciendo de nuevo C' = s,,,/r"°, obtenemos que s,, > Cr" si n > ny. Como en
esta ocasién es r > 1, resulta que lim,, 7" = o0, y el Criterio de Comparacion 4.40
nos asegura por tanto que lim,, s,, = 0. [

Observemos que el Criterio del Cociente 4.42 solo nos da alguna informacién
sobre la convergencia de (s,) cuando la sucesion cociente (s,1/s,) converge a
un limite que es mayor o menor que 1. Si este limite es exactamente 1, el Criterio
del Cociente 4.42 no desvela nada sobre el comportamiento de (s,,).

Tampoco da ninguna informacién cuando no existe el limite de la sucesion co-
ciente. Sin embargo, cuando hayamos estudiado los limites superior e inferior, nos
podremos dar cuenta de que el enunciado del Criterio del Cociente 4.42 se puede
generalizar a algunos casos en que no existe el limite de dicha sucesion cociente,
sin mas que sustituir las condiciones 1im,, s,,41/s, < 1y lim,, s,,11/s,, > 1 por las
condiciones mas generales lim sup,, $,,41/s, < 1y liminf, s,,41/s, > 1.
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Ejemplos.

= La sucesion s,, = g converge a 0.

Apliquemos el Criterio del Cociente 4.42: tenemos que

Snp1  (n+1)/2*! n+1

1 1
Sn n/2n 2 n

< 1.

—

Por tanto, el Criterio del Cociente 4.42 asegura que (s,,) converge a 0.
- 2 n! q:
» La sucesion s, = 7 diverge a o,
Tenemos en esta ocasion

Snp1  (n+ D)2 41
Sn n!/2n 2

—s o0 > 1.

En consecuencia, la sucesion (s,,) diverge a o0.

.z !
= La sucesion s,, = - converge a 0.

En esta ocasion

Sn n!/nn T n+l

= ! 1<1
(14 1/n)n e

Sne1  (n+ 1)/ (n+ 1" n+1( n )n
n+1

Asi que (s,,) converge a 0.

El Criterio de Stolz

Teorema 4.43. Sean (s,) y (t,) dos sucesiones tales que (t,) es estrictamente
mondtona y se da una de las dos siguientes situaciones:

() lim, s,, =lim,t, =0, o

(11) (t,,) diverge.

Sn4+1—Sn
tn+1_tn

Sn

) tiene limite | € R, entonces la sucesion s también tiene
n

Si la sucesion (
limite l.

Antes de abordar la demostracién, probamos un resultado auxiliar.
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Lema 4.44. Sean (s,,) y (t,) dos sucesiones tales que (t,) es estrictamente mo-
notona y ademds existen ng € Ny k, K € R tales que

Sn+1 — S .
E< T <K sin = ng.
tn-i—l_tn
Entonces
S — S .
E< 2 —" <K sim>n = ng.
tm*tn

Demostracion. Las fracciones

Sm — Sm—1 Sm—1 — Sm—2 Sn+2 — Sn+1 Sn+l — Sn

tm - tmfl ’ tmfl - tm72 ’ " ’

tpyo — thtt the1 — ty

estdn comprendidas entre k' y K si m > n > ng. Como (t,) es estrictamente
i ti
monotona, se puede observar que es L > 0, sim > ¢ = n. Por tanto, tenemos

Sm — Sn _ le Si+1 — Si _ 21 Sit1 — Si tiy1 —t;
tm - tn i=n i=n t2+1 - t tm - tn
—1
- szz Liv1 — 1 _
=n tm o t” .

De la misma forma, se prueba que *2=* > k. En consecuencia, tenemos

Sm — Sn
tm_tn

k < < K. ]

Ahora podemos ya probar el Criterio de Stolz 4.43.

Demostracion.
(1) Supongamos que [ € R. Por hipétesis, dado € > 0, existe ng € N tal que
€ Sn+1 = Sn

I <l+Z
SRR 5

para todo n > ngy. Segun el Lema 4.44, tiene que ser
€ _ Sm—Sn _ I+ €
2ty —t, 2

sim > n = ng. Si ahora pasamos al limite con respecto a m (conservando fijo n)
en las desigualdades anteriores, como lim,, s,, = lim,, ¢,, = 0, entonces

l—e<l— <j—"<z+g<z+g

DO ™
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siempre que n > ng. Por consiguiente lim, $* = [. Mediante un razonamiento
similar se prueban los casos en que [ = +o0.

(1)  Veamos primero el caso [ = oo. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que (t,,) es estrictamente creciente, y que ¢,, > 0 para todo n € N.

Como lim,, —i”i:j” = o0, dado M > 0, existe unn; € Ntal que sin > n; es
n n
Sntl—on - 2M. Serd entonces, paran = ny + 1,
tn+1_tn

n—1

Sno_ Sn— Sy Sm _ Z Sit1 = Si liy1 — b +%
tn tn tn i=ny ti+1 - tz tn tn
n—1
ti — tz Sn tn — tn Sn
>2M Yy St gyt T
i=n1 tn tn tn n
Sp, — 2Mt,
=2M + %

Como lim,, t,, = oo, serd lim,,(s,, — 2Mt,,)/t, = 0. Por tanto, existe ny € N, con
no = ny + 1, tal que sin = ng es (s,, — 2Mt,,)/t,, > —M. Tendremos entonces,
paran = ng, que
s
L >2M — M = M.
ln
Es decir, lim,, s,,/t,, = o0.
El caso [ = —o0 se demuestra de forma similar.
Probemos ahora el caso [ € R. Supondremos de nuevo que (t,) es estricta-

mente creciente y estrictamente positiva. Sea ¢ > (. Existe un n; € N tal que si
n = np entonces

e s —S €
l _ _ M < l + —
2 tn+1 - tn 2
sin = ny. Por el Lema 4.44, tendremos que
€ Sn n
l— =< L<l+ =
2 tn — tn, 2
sin = ny + 1. Teniendo en cuenta que
Sn—Snq Snq
Sn Sp = Spy tSp; ta—tn | tn—tny
tn tn - tnl + tnl 1 + tnl ’

tn_tnl
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obtenemos que, sin > ny + 1,

Sn—8ny Sny in_:nl : Sntl o l . - tntl
Sn, l B tn*tnl tn*tnl l n—lny n—lny n—lny
P t - Y= t
t 1 ny 1 ny
" + tn—tn, + tn—tn,
Sn =~ Smy I Ei <& B
- - ~3 - - .
t, — tn, tn — tn, 2 tn — tn,

Como t, — o0, el sumando de la derecha de la expresion anterior tenderd a 0,
y podemos encontrar un natural ny > n; + 1, tal que dicho sumando sea menor
que £/2, si n = ng. En consecuencia, si n = ny, serd

5n l<€+
tn 2

=c. ]

€
2
Ejemplos.

= lfm, 1% = 0.

La sucesion (n) es estrictamente creciente y no acotada superiormente. Cal-
culamos el limite siguiente:

] 1)1
im 082 £ 1) Zlogn o
n n+1)—n n

1
ﬂzloglzo.
n

—~

Por tanto, segun el Criterio de Stolz 4.43, se sigue que lim,, 10% = 0.

e 124224324402 1
u hmn - 3 ~ 3
La sucesion (n?) es estrictamente creciente y no acotada. Calculamos el

limite siguiente:

lim(12+22+---+nQ+(n+1)2)—(12+22+---+n2)
n (n+1)3—n3
(n+ 1) Con*P+2n+1 1

= lim =lim— = —.
n n3+3n?2+3n+1-—n? n 3n2+3n+1 3

Por tanto, segtn el Criterio de Stolz 4.43, se sigue que

PP+ 2243+ 40?1
lim = —.
n n3 3
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. 1+2+-+n  _
= lim, 1+V24-+4/n ©
En efecto, se verifican las hipétesis del Criterio de Stolz 4.43, y aplicdndolo
obtenemos

. 1+424---+n
lim
n14+424 -+ 4n
_im AI+2+--+n+n+1)—-(1+2+--+n)

n (14424 +yn+vn+1)—(1++2+ - +/n)

n+1
= lim —— = limv/n + 1 = 0.
n y/n+1 n

4. Limites superior e inferior. Limites subsecuencia-
les

4.1. Limites superior e inferior

Limites superior e inferior

Pasamos ahora a estudiar las sucesiones oscilantes, es decir, aquellas que no
tienen limite. Vamos a ver que, aun en este caso, se puede hablar de ciertos con-
ceptos cercanos al de limite, que ademds estdn, como se verd, muy relacionados
con los limites de las subsucesiones.

Sea (s,,) una sucesion acotada superiormente. Si consideramos la sucesion (s,,),
dada por

S, =sup{s, | k=n},

es evidente que 3, estd bien definido para todo n € N. Ademds, la sucesién (s;,)
es decreciente, por lo que tiene limite (que puede ser finito o infinito). Esto nos
permite hacer la siguiente definicion.

Definicion 4.45. Sea (s,,) una sucesion. Si (s,) estd acotada superiormente 1la-
mamos limite superior de (s,) al nimero (finito o infinito)

lim sup s,, = lims,, donde s, =sup{sy|k=n}.
n n

Si (s,,) no estd acotada superiormente, definimos 1im sup,, s,, = .

Andlogamente, podemos hacer la siguiente definicién, completamente simé-
trica.

Definicion 4.46. Sea (s,,) una sucesién. Si (s,,) estd acotada inferiormente, 1la-
mamos limite inferior de (s,) al nimero (finito o infinito)

lim inf s, = lim s,, donde s, =inf{s; |k >n}.
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Si (s,,) no estd acotada inferiormente, definimos lim inf,, s,, = —0.

Observaciones.

= Los limites inferior y superior de una sucesion siempre existen.

Una consecuencia inmediata de la definicidn es que siempre es

lim inf s,, < lim sup s,,.
n n

Ejemplos.

lim inf(—1)" = —1, lim sup(—1)" = 1.

n

lim inf(—1)"n = —oo, lim sup(—1)"n = .
—1)" —1)
lim inf ) =0, lim sup (=1 =0.
n n n

0,1,0,1,0,1,...): el limite inferior es 0 y el limite superior es 1.
0,1,0,2,0,3,...): el limite inferior es 0 y el limite superior es o0.

(

(
(0, 3,0, % }1, ... ): el limite inferior es 0 y el limite superior es 0 también.
(a,b,c,a,b,c,...): el limite inferior es min{a, b, ¢} y el limite superior es
max{a, b, c}.

lim infsenn = —1, lim  supsenn = 1.
n

Probaremos solo lo referente al limite superior. Como senn < 1 para todo
n € N, estd claro que, para todon € N, es

S, '=sup{senk | k = n} < 1.

Por tanto, lim sup,, senn = lim,, 5, < 1. Para ver la otra desigualdad, pro-
baremos que lim sup,, senn > 1 — ¢ para todo € > 0. Esto es 1o mismo que
decir que 5,, = 1 — € para todo € > 0y todo n € N. Por la definicion de s,,,
esto supone probar que paratodo n € N, existe k > ntalquesenk > 1 —¢.
Es decir, bastarad probar que existen infinitos nimeros naturales n tales que
senn =1 —¢.

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < 1. Sead = (1—(1—¢)?)"/2,
Consideremos la sucesion (cos2n). Esta sucesion es claramente acotada,
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asi que el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos asegura que tiene una sub-
sucesion convergente (y, por tanto, de Cauchy). En consecuencia, podemos
encontrar dos nimeros naturales m y n, m > n, de manera que

|cos 2m — cos 2n| < 25%.

Pero

2m + 2 2m — 2
|cos 2m — cos 2n| = |2 sen m2 " sen m2 n

= 2|sen(m + n)||sen(m — n)|,

asi que al menos uno de los dos ndmeros naturales m + n o m — n verifica
que su seno es en valor absoluto menor que d. Es decir, si llamamos ng a
este nimero natural, entonces |sen ny| < ¢. Serd por tanto

cos’ng =1 —sen’ng >1—6*= (1 —¢)

Es decir, |[cosng| > 1 — ¢.

Existe un nimero entero k tal que kw—m/2 < ng < kn+m/2. (No puede ser
km — m/2 = ng porque eso implicaria que 7 es racional). Sea h = ny — k7.
Entonces —7/2 < h < 7/2y cosh = |cosng| > 1 — e. Observemos
que no puede ser h = 0 porque eso también implicaria que 7 es racional.
Consideraremos dos casos:

e (0 <h<m/2). Seape N.Elintervalo (2pm+m/2—h,2pr+7/2+h)
tiene longitud 2h y, por tanto, contendrd exactamente dos multiplos
consecutivos de h. (;Por qué?) De estos dos multiplos, escojamos el
multiplo par, que tendrd la forma 2g,h, con g, € N. Como el seno es
creciente en [2pm, 2pm + /2] y decreciente en [2p7 + /2, (2p+ 1)7],
el hecho de que 2pm + 7/2 — h < 2g,h < 2pm + 7/2 + h implica que

sen 2q,h > sen(2pm + 7/2 — h) = sen(n/2 — h) = cosh > 1 — .

Por otra parte, 2q,h = 2g,no — 2g,km. Obsérvese que n,, := 2¢g,ny € N
y ademas

senn, = sen 2g,ng = sen(2g,h + 2g,km) = sen2q,h > 1 —¢.

Fijémonos también en que, para valores diferentes de p, obtenemos
valores también diferentes de g, y por tanto obtenemos niimeros natu-
rales n,, diferentes. De esta forma hemos encontrado infinitos nimeros
naturales con la propiedad buscada.
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e (—7m/2 < h < 0). La demostracién es andloga, pero buscando mdl-
tiplos de h en el intervalo (—2pm + 7/2 — h, —2pm + 7/2 + h), con
peN.

(En la demostracion anterior, el punto esencial es que determinado intervalo
contiene varios multiplos de h. Utilizando esta misma estrategia, podriamos
adaptar la prueba para demostrar una propiedad muy curiosa que tiene la
sucesion (senn): si —1 < a < b < 1, entonces existe un nimero natural n
tal que a < senn < b, es decir, el conjunto {senn | n € N} es denso en

[_17 1])

Limites superior e inferior y limite
Proposicion 4.47.

(1) (sn) es convergente con limite | € R si, y solo si,

lim inf s,, = lim sup s,, = [.
n n

(11) (s,) es divergente a o si, y solo si,
lim inf s, = o0,
n
y en tal caso también es lim sup,, s,, = 0.
(1) (s,) es divergente a —oo si, y solo si,
lfmnsup Sp = —00,
y en tal caso también es lim inf,, s, = —o0.

Demostracion.
(1) Pongamos, paracadan € N,

S, =sup{sy | k>=n}, sp = Inf{sy [ k=n}.
Esta claro que s, < s, < §,. Como liminf, s, = lim, s, y limsup, s, =
lim,, s,,, si lim inf,, s,, = lim sup,, s, = [ € R, basta aplicar el Teorema del Boca-
dillo 4.16 para obtener que (s,,) es convergente con limite /.

Reciprocamente, si (s,,) es convergente con limite [, dado ¢ > 0 hay unng € N
tal que para todo n > ng es

l—e<s,<l+eg,
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con lo que para todo n = ng el conjunto { s | k = n } estd acotado superiormente
por [ + ¢ e inferiormente por [ — ¢, y asi para todo n > ng es

de donde
[ —e<lims, =liminfs, <limsups, = lims, <[+ ¢c.
n - n n n
Finalmente, como € > 0 es arbitrario, tendrd que ser
| <liminfs, <limsups, <,
n n
es decir, lim inf, s,, = lim sup,, s,, = [.

(11)  Para que lim inf,, s, = o0, la sucesion (s,,) debe estar acotada inferior-
mente y, definiendo s,, como arriba, debe ser lim,, s,, = c0. Como s, < s,, €l
Criterio de Comparaci6n 4.40 obliga a que (s,,) también sea divergente a c0.

Reciprocamente, si (s,,) diverge a co entonces no estd acotada superiormente
y por definicién es lim sup,, s,, = c0. También es lim inf, s,, = 0, ya que dado
M e R existe un ng € N tal que para todo n > ny se verifica s,, > M + 1, con lo

que s, = Sp, = M + 1 > M, es decir, lim,, s,, = 0.
(111)  Razonamiento andlogo al anterior. L]

Cuando pasamos a la recta ampliada, los resultados de la proposicién anterior
se pueden resumir en uno.

Corolario 4.48. Una sucesion (s,) tiene limite (en R) si, y solo si,
lim inf s, = lim sup s,,.
n n
En este caso, el limite es igual al limite superior y al limite inferior. La suce-
sion (sy,) es oscilante si, y solo si,

lim inf s,, < lim sup s,,.
n n

4.2. Limites subsecuenciales

¢ Qué es un limite subsecuencial?
Una descripcidn interesante, que muestra todo el potencial de los limites su-
perior e inferior, se expresa mediante el siguiente concepto.

Definicion 4.49. Se dice que un nimero = € R es un limite subsecuencial de una
sucesion (s,,) si es limite de alguna subsucesién de (s,,).

Proposicion 4.50. Toda sucesion tiene al menos un limite subsecuencial.

Demostracion. Dicho de otra forma, el hecho ya conocido de que toda sucesion
tiene una subsucesion con limite (finito o infinito). ]
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Limite superior e inferior y limites subsecuenciales
Teorema 4.51.

(1) El limite superior de una sucesion es el mdximo (en R) de sus limites sub-
secuenciales.

(Ir) El limite inferior de una sucesion es el minimo (en R) de sus limites subse-
cuenciales.

Demostracion. Sea (s,) una sucesion. Veamos primeramente que el limite supe-
rior (y andlogamente se veria el limite inferior) es un limite subsecuencial.

Caso 1. Supongamos que lim sup,, s, = [ € R. Sea 5,, = sup{sy | k = n}
con lo que | = lim,, S,,. Ahora, por la definicién de limite, existe n; € N tal que
-1 <35, <l+1y,porladefinicion de supremo, existe 11 > ny talque [ — 1 <
si; < l+1.Repitiendo la misma idea, existe iy > i; talque [—1/2 < s;, < [+1/2,
y en general existen i, > i, 1 > --- > iy talesque l — 1/n < s;, <+ 1/n.
Claramente, por el Teorema del Bocadillo 4.16, la subsucesion (s;, ) converge a .

Caso 2. Ahora supongamos que lim sup,, s,, = 0. Entonces (s,) no estd
acotada superiormente, y, por la Proposicion 4.32, tiene una subsucesioén que di-
verge a o0.

Caso 3. Obsérvese que el caso lim sup,, s, = —oo queda cubierto por la
Proposicion 4.47.

Para finalizar basta demostrar que cualquier otro limite subsecuencial de (s,,)
estd entre el limite superior y el inferior. Sea (s;,) una subsucesién convergen-
te a un limite subsecuencial. Claramente, como ¢,, > n, con la notacién de la
definicion se tiene s, < s;, < S,, y tomando limites se obtiene asi la tesis del
enunciado. O]

4.3. Propiedades de los limites superior e inferior

Limites superiores o inferiores comparadas con una constante
El conocer los limites superior e inferior nos permite a veces deducir cosas so-
bre el comportamiento de la sucesion, tal como se ve en la proposicidn siguiente.

Proposicion 4.52. Sea (s,,) una sucesion.
(1) Silim sup,, s,, < ¢, existe un ngy € N tal que s,, < c para todo n = ny.
(1r) Silim sup,, s, > ¢, existen infinitos n para los que s,, > c.

(1) Si lim inf, s,, > c, existe un ng € N tal que s,, > ¢ para todo n = ny,.

(1v) Silim inf, s,, < c, existen infinitos n para los que s, < c.
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Demostracion.

(1) Sis, =sup{sk | k = n}, entonces, lim,, 5,, = lim sup,, s,, < ¢, de donde
existe ng tal que s,,, < c. Por definicidn, esto implica claramente que s,, < c para
todo n = ny.

(1) Con la notacién de antes, serd lim, s,, = lim sup,, s, > ¢, y como la
sucesion (5,,) es decreciente, resulta que 5, > ¢ para todo n € N. Por la defi-
nicién de s,,, obtenemos que para todo n € N existe £k > n tal que s > c. En
consecuencia, el nimero de términos de (s, ) que son mayores que c es infinito.

Los dos restantes apartados se prueban de forma analoga. [

Ejemplo. Consideremos la sucesion (—1)™.

Se tiene 1im sup,,(—1)" = 1 < 2, y podemos observar que existe ny € N
tal que(—1)" < 2 si n = ng, De hecho, basta considerar ny = 1, ya que la
desigualdad anterior se cumple para todo n € N. Esto es justamente lo que afirma
el apartado (1) de la Proposicion 4.52.

Por otra parte, se tiene que 1im sup,(—1)" = 1 > 0. No se puede afirmar, sin
embargo, que exista ng € N tal que (—1)" > 0sin = ng, yaque (—1)" < 0 para
todo n impar. Pero también se ve que (—1)" > 0 si n es par, de donde (—1)" > 0
para infinitos n, como afirma (11) de la Proposicién 4.52.

Limites superior e inferior y desigualdad
Las siguientes proposiciones nos dan reglas de célculo de los limites superior
e inferior, tal como obtuvimos en su momento para los limites ordinarios.

Proposicién 4.53. Sean (s,) y (t,) dos sucesiones. Si para algiin ny € N es
Sp <ty Sin = ng, entonces

lim inf s, < lim inf¢,, y lim sup s,, < lim supt,
n n n n

Demostracion. Obviamente, sin = ng es

Sy = sup{sy | k = n} <sup{ty | k = n} = t,.
Por tanto,
lim sup s,, = lim3,, < limt,, = lim supt,.
La otra desigualdad es andloga. [

A continuacién enunciamos reglas para los limites superior e inferior de la
suma y el producto. Estas reglas, no obstante, no son tan satisfactorias como las
obtenidas para los limites ordinarios.
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Limites superior e inferior de la suma

Proposicion 4.54. Sean (s,,) y (t,) dos sucesiones. Entonces

lim inf s,, + lim inf¢,, < lim inf(s,, + ¢,)
n n n
< liminf's,, + lim sup ¢,
n n
< lim sup(s,, + t,) < lim sup s,, + lim sup t,,,
n n
siempre que las sumas implicadas estén definidas.
Demostracion. Probemos la primera desigualdad. Es obvia si lim inf,, s,, = —o0
o lim inf, ¢,, = —o0, asi que supondremos que no se cumplen estos casos, conque
ambas sucesiones serdn acotadas inferiormente. Sean
sp = Inf{s, | k>=n}, t,=if{ty |k >=n}
Sin e N, es obvio que
Sp+ b, = Inf{sy |k =n} +if{ty |k >n} <s,+1,.

En consecuencia,

t,) < liminf(s, + t,).

n

lim inf s,, 4+ lim inf¢,, = lim s,, + lim¢,, = lim(s,, +
n n n - n - n -
Veamos ahora la segunda desigualdad. Es trivial si lim inf, s,, = o0, 0 si
lim sup,, t,, = o0, o bien si lim sup,, (s, + t,) = —o0, asi que supongamos que
no se da ninguno de estos tres casos. Definamos también
t, =sup{sy | k =n}, 1, =inf{s; 4+t |k =n}.
Sin € N, es inmediato que
Ty — by = Inf{s, + 1 | k = n} —sup{ty | k = n} < (s, +t,) —tn = Sn.
De aqui que
lim inf(s,, + ¢,) — lim supt,, = limr, — lim¢,, = lim(r,, — t,,) < lim inf s,,.
n n n - n n - n

Las otras desigualdades se prueban de forma anéloga. ]
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1 . .
—("2 )™ i expresamos estas dos sucesiones

Ejemplo. Sean s,, = cos 2%, t,, = cos
2
término a término, tendremos

sp =(0,-1,0,1,0,—1,0,1...),
t, =(-1,0,1,0,—1,0,1,0...),
y también
Sp+t,=(—-1,-1,1,1,-1,—-1,1,1,...).

Se ve facilmente que
lirnninf Sy + h’mninf t,=—1—-1=-2
lﬁr%linf(sn +t,) = —1,
h’mninf Sp + h’mnsup t,=—1+1=0,
limnsup(sn +t,) =1,

lim sup s,, + lim supt,, =1+ 1= 2.

Comprobamos de esta manera que para este ejemplo concreto todas las desigual-
dades de la Proposicion 4.54 son estrictas.

Corolario 4.55. Sean (s,) y (t,) dos sucesiones y supongamos que (t,) tiene
limite. Entonces

lim inf(s,, + t,,) = lim infs,, + lim¢%,

lim sup(s,, + t,,) = lim sup s,, + lim¢,,
n n n

siempre que las sumas de los miembros derechos estén definidas.
Ejemplo.

S+ 1
n

5n+1_
— =

1+5=6.

lim sup((—l)” + ) — lim sup(—1)" + lim

Limites superior e inferior de un miltiplo
Proposicion 4.56. Sea (s,,) una sucesion y ¢ un niimero real. Entonces
() Sic>0,

lim inf(cs,,) = climinfs, y limsup(cs,) = climsup s,

si los productos de la derecha de cada igualdad estdn definidos.
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(1) Sic< 0,
lim inf(cs,,) = climsups,, y limsup(cs,) = climinfs,
si los productos de la derecha de cada igualdad estdn definidos.

Demostracion. Basta observar que, si ¢ > 0, se tiene

inf{csy | k = n} = cinf{csy | k = n}

sup{csg | k = n} = csup{esy | k = n}.
Si ¢ < 0, en cambio, lo que se tiene es

inf{csy, | k = n} = csup{esi | k = n}

sup{csy | k = n} = cinf{esy | k = n}. O

Limites superior e inferior del producto
Proposicion 4.57. Sean (s,,) y (t,) dos sucesiones no negativas. Entonces
lim inf s,, - lim inf¢,, < lim inf(s,, - t,,)
n n n
< lim inf's,, - lim supt,,
n n
< lim sup(s,, - t,,)
< lim sup s, - lim supt,,
n n
siempre que los productos implicados estén definidos.
Demostracion. La demostracion es andloga a la de la proposicion 4.54. ]

Corolario 4.58. Sean (s,) y (t,) dos sucesiones no negativas y supongamos
que (t,) tiene limite. Entonces

lim inf(s,, - t,,) = lim infs,, - lim¢,,
n n n
lim sup(s,, - t,) = lim sup s,, - lim#,,,
n n n
siempre que los productos de los miembros derechos estén definidos.

57



Corolario 4.59. Sea (s,,) una sucesion de términos positivos. Entonces,

» 1 1
fmsup — = ————
o P o = liminf, 5,
y
1 1
lim inf — =

n s, limsup,s,
(tomando los convenios 1/o0 = 0, 1/0 = o).

Demostracion. Se tiene

| 1 1
1 = lim inf(sn - —) < lim infs,, - 1im sup — < lim Sup(sn - —) — 1.
n n n n S

STL n n
Por tanto, lim inf, s,, lim sup,, Sl = 1. La otra igualdad se prueba de manera
analoga. ]
Ejemplo. Sea s, = 5550 Entonces lim inf,, 5, = 1/3 y lim sup, s, = 1.

En efecto, podemos escribir esta sucesiéon como
1 senn
. L+ =+ =
/]’L — .
2+ % + cosn

Podemos observar que el numerador y el denominador son siempre positivos, asi
que

1 1
lfm inf s, = lim (1 + = + *0) Jim inf o5
n n n n no 2424 cosn
- 1
~ lim sup, (2 + 5+ cosn)
1

- lim,,(2 4+ 2) + lim sup,, cosn

1
2—|—%+cosn

1
lim sup s,, = h’m(l + =+ e
n n n
_ 1
~ liminf,(2 + 5+ cosn)
1

B lim,,(2 4+ 2) + lim inf,, cos n

) - 1im sup
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Una relacion entre limites superiores e inferiores
La siguiente relacion, aunque no parezca muy util por el momento, nos dara
Jugosos resultados mas adelante.

Proposicion 4.60. Si (s,,) es una sucesion positiva, se tiene

P P p p Sn+1
lim inf < lim inf {/s,, < lim sup {/s,, < lim sup ——.
n n n

n Sn Sn

Sn+1

Demostracion. Probaremos solo la tercera desigualdad, ya que la primera es andlo-
ga, y la segunda es trivial.

Si lim sup,,(S,+1/s,) = 0, la desigualdad es claramente cierta, asi que su-
pongamos que lim sup,,(s,11/s,) = a € R. Es evidente que o > 0. Sea e > 0.
Existe ny € N tal que, si n > ng, entonces s,41/s, < a + . En particular,
Sno+1/Sny < @ + €, de donde

Sno+1 <:(Of+_5)8n0'
También serd sy, +2/Spy+1 < @ + €, de donde
2
Snor2 < (@ +€)8pg41 < (4 €)% Sp,-

Realizando este proceso repetidas veces (o utilizando induccién), podemos probar
que, sin = ng, €s

Sp < (Oé + €>n—n08n0 = (Oé_’_—og)no(a + €)n.
Por tanto,
. < 87’10 1/71
Sn ot (a+¢e),
y asi,

1/n
1imsup{l/§<lfm<(aj_%)no> (a+e)=1-(a+¢e)=a+e.

Como € > 0 es arbitrario, resulta finalmente que lim sup,, /s, < a. L

Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es que si existe el li-
mite s, 1/s,, entonces también existe el limite de {/s,, y coincide con el anterior.

Corolario 4.61. Sea (s,) una sucesion de términos positivos. Supongamos que
lim,,(S,41/8n) = L € R U {o0}. Entonces también es lim,, /s, = I.
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Demostracion. En efecto, utilizando la cadena de desigualdades vistas en el re-
sultado anterior,

.. o Sntl . . . Sn+1
I = lim inf == < lim inf {/s, < lim sup /s, < lim sup ——~ = [.
n Sn n n n n
En consecuencia, lim inf,, /s, = lim sup,, /s, = (. O

Esto vuelve a la Proposicion 4.61 util a la hora de calcular limites, como se
observa en los siguientes ejemplos.

Ejemplos.

= Si consideramos la sucesion constante s,, = a, donde a > 0, obtenemos

. Sn+1 . a
lim = lim - = 1.
a

n Sn n

En consecuencia, utilizando la observacion precedente, se tiene de forma
sencilla el hecho ya conocido de que

lim {/a = lim {/s,, = 1.

= Si ahora la aplicamos a la sucesion s,, = n, obtenemos que

., Sn+1 ,.n + 1
lim = lim =

1

n Sn n n
de donde lim,, {/n = 1.

= Aplicando esta estrategia ahora a s,, = n!, tendremos

1)!
i (2 D!

m-—— = hrrln(n +1) = o0.

Se sigue que lim,, v/n! = oo.

= Utilizando este mismo criterio con s, = (*"), se obtiene

n (2n+2)(2n+1)(2n)---(n+3)(n+2)
(2n-:_12> _ (n+1)!  (@2n+2)@2n+1) 4
I e N P V2 ~

Por tanto, lim,, ' (2:) =4,

60



» Sea ahora la sucesion .

nle
Sy = )
nn
Se tiene
Snp1  (n+ Dle™tt/(n + 1)+ _e/(n+1)" e .
Sn nlem/n" 1/ (1+1/n)n
Por tanto,
Yml
lim 2 — 1im /5, = 1.

Esto nos indica que la sucesion +/n! se comporta de forma muy parecida a
la sucesién n/e.

5. Apéndice: Limites de sucesiones y funciones ele-
mentales

5.1. Funciones que conmutan con el limite

El limite de la funcién y la funcion del limite
Si f(z) representa una cualquiera de las funciones e, logx, senx, cosz,
tan x, arcsen x, arc cos x, arc tan x, ", |z|, se cumple lo siguiente:

Si lim s,, = [, entonces lim f(s,) = f(l)

para cualquier punto [ del dominio de la funcién y cualquier sucesion (s,,) conte-
nida en el dominio de la funcion.

Veremos mads adelante que estas funciones para las que se cumple que “el
limite de la funcidn es la funcién del limite” no son en absoluto casos aislados, y
que realmente esta relacion es cierta para una clase muy amplia de funciones (las
continuas).

Otros limites
Otros limites, que se podran justificar cuando veamos limites de funciones,
son los siguientes:

= Silim,, s,, = —oo entonces lim,, e*» = 0.
s Silim,, s,, = oo entonces lim,, €¥» = 0.

» Silim, s, = 0y s, > 0 para todo n, entonces lim,, log s,, = —00.
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= Silim, s, = 0y s, > 0 para todo n, entonces lim,, log s,, = 0.

si lim,, s,, = —o0 entonces lim,, arc tan s,, = -5

us

5.

Si lim,, s,, = oo entonces lim,, arctan s,, =

0, sir>20,

Silim, s, = 0y s, > 0 para todo n, entonces lim,, s; =

oo, sir<0.

L , ., o, sir >0,
= Silim, s, = w0y s, > 0 para todo n, entonces lim,, s, = )
0, sir<Q0.

5.2. Sucesiones equivalentes

¢ Qué son sucesiones equivalentes?
Definicion 4.62. Decimos que dos sucesiones (s,) y (t,) son equivalentes y es-

cribimos s,, ~ t, si se verifica que lim,, s,,/t,, = 1.

Para qué sirven?

La principal utilidad que tiene el que dos sucesiones sean equivalentes consiste
en que se puede frecuentemente sustituir una por la otra al calcular un determinado
limite. Concretamente,

Proposicion 4.63. Sean (s,,), (t,) y (uy) tres sucesiones, y supongamos que se
tiene s,, ~ t,. Entonces, lim,, s,,u,, = lim,, t,u,,.

Demostracion. 1im,, t,u, = lim, (1 - t,u,) = im, (3= - tyu,) = lim, s,u,. O

Equivalencias habituales
Las principales equivalencias de sucesiones son:

s Sis, — 0,
e’ — 1~ s, log(1 + s,) ~ S,

n?

1
Sen s, ~ Sy, 1—coss, ~ 552

(14 5,)" =1~ asy,.

» Si f(z) =a2" +a,_12" ' + - + ap, con a, # 0, entonces si s, — 0,

f(Sn) ~ CL,«SQ, log f(sn) ~ rlog Sn (Sl ar > 0)
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s (Formula de Stirling) n! ~ n"e™"+/27n.

Ejemplos.
» Como 1/n° — 0, una de las equivalencias anteriores nos dice que
1/7’L5 ]_
e -1~ —
no
En consecuencia,
1
lim(n® (/™ — 1)) = limn®— = 1.
m(n (e — 1)) = limn®—

Debemos observar que las operaciones anteriores son una abreviatura de
los siguientes cdlculos:
1 e -1

(Recuérdese que e/ 1 ~1 /n® no es mds que otra forma de decir que
lim,, (e""* —1)/(1/n%) = 1)
» Como 1/(2n?) — 0, serda sen(1/(2n3)) ~ 1/(2n?), de donde
1 S+1 01
11’7£n<(n3 + 1) sen ﬁ) = h’gn n2n3 =3
De nuevo, este célculo, sin utilizar el signo de equivalencia, se escribe

1 n®+1 sen iz 1 1
tim((n? + 1)sen - ) = 1i B _so g
im (n° 4 1) sen 53 m| =3 1 5 5

e"n!
Vn(n+1)n
Utilizando la Férmula de Stirling,
e"n! _ e"n"e "/ 2mn
Von+1m  n y/n(n+1)7
) N 2m V2T

= lim =
n (14 L)n e

m Calcular el limite de

lim
n

Implicitamente, los cdlculos que se han hecho son los que siguen:

npl e" - nte "/ 2mn - —

e'n. _ lim nhe—"\/2mn

von+1)m  n vn(n+1)n
’ V21 \ 2T

n(lgm e

Iim
n
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