MATEMATICAS EMPRESARIALES I
Series de potencias

1) Determinar el intervalo de convergencia de las siguientes series de
potencias
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Solucién: a) R b) (3,5) ¢) R d) (—10,-2) e) (—3,3) f) (3/2,5/2) g) (1/2,3/2) h)
(=L -=1) 1) (=3,1))) (=1/Ve, 1/V/e) k) (=4,0) 1) (=2/3,0).
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2) Calcular el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(z) = — en los puntos
a =1y a=2,y determinar sus intervalos de convergencia.

Solucién: En a = 1: > >° (—1)"(n + 1)(z — 1)" con intervalo de convergencia
(0,2). Ena=2: Y2 (-1)" ;,TQ (x — 2)™ con intervalo de convergencia (0,4).

3) (La funcién exponencial) Suponemos que E(zx) es una funcién derivable en R
que cumple E'(z) = E(x) y E(0) = 1.

a) Demostrar que E(—x) = 1/E(z) para todo > 0. (Ayuda: derivando demostrar
que f(z) = E(z)E(—x) es constante).

b) Demostrar que E(z+y) = E(z)E(y) para todo x,y. (Ayuda: derivando demostrar
que para todo y la funcién g,(x) = E(x + y)E(—x) es constante).

¢) Concluir de b) que E(n-z) = E(z)" para todon € N, z € R.

d) Concluir de a) y b) que E(n/m) = E(1)"™ y E(—n/m) = E(1)~™™ para todo
n,m € N (Ayuda: aplicar ¢) a E(n-1) = E(m-(n/m))). Concluir por continuidad que
E(x) = E(1)* para todo = € R.

)
e) Comprobar que la funcién E(x) = Zx—‘ estd definida para todo z € R y cumple
n!
n=0
las condiciones E'(x) = E(x) y E(0) = 1, y concluir de d) que E(z) = E(1)* con
[o.¢]
1
E(1) = ZH‘
n=0

f) Demostrar que si L denota el logaritmo con base el nimero E(1) se tiene L'(z) =
1/z (Ayuda: derivar la identidad E(L(x)) = z).
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g) Demostrar que e := wlgglo(l + 2)* = E(1), y por tanto e = g O—n! y g O—n! =e".
n—= n—=

4) a) Demostrar que n! < n" paran > 1.

. n'
b) Usando el desarrollo en serie de e* demostrar que e" > -
n!

c¢) Usar a) y b) para probar que In(n!) ~ nln(n) cuando n — oo.

5) Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones

a) Si la serie Y ° bn(z — 3)" es convergente en x = 0 y divergente en = = 6,
determinar su campo de convergencia.

b) Si la serie > -2  by(x + 1)" es convergente en = 1 y divergente en z = 3 jqué
valores puede tomar su radio de convergencia?; Qué caracter tiene la serie en x = —27
iy enx =—67

c) Si la serie de potencias )7, b,a™ tiene radio de convergencia r, determinar el
radio de convergencia de las series
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d) Si de una sucesién b,, sabemos que lim /a, = 3, calcular el intervalo de conver-
n—oo
gencia de las siguientes series:
a
) 2 . n ) n oo n n
dl) Zn:()(an) T, d2) Zn:O nan(x - 3) ’ d3) ZnZO 57(‘T + 1) .
Soluciones:

a) [0,6), b) 2 <r <4, en x = —2 es convergente, en x = —6 es divergente. c1) r/2,

c2) V7, ¢3)¥/r/2 di) (=1/9,1/9), d2) (0,6), d3) (—8/3,2/3).



