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1. Introduccion

En numerosas situaciones de nuestra vida diaria esperamos en una cola o
linea de espera, como para comprar el billete del metro o la entrada de cine,
para cobrar un cheque en el banco, para pagar en el supermercado o la
cafeteria, para obtener una mesa en un restaurante, para ser operado o
atendido en un hospital, para echar gasolina o pagar el peaje, para
desplazarnos en un atasco de trafico, etc.

También en los sistemas informaticos son frecuentes los fendomenos de
espera. Asi, puede haber colas de personas esperando a usar un terminal,
colas de solicitudes de entrada/salida (E/S), mensajes o paquetes de datos
0 programas informaticos que esperan para ser procesados por un sistema
central o llamadas telefonicas esperando una linea desocupada para
completar la conexion.
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La espera se produce porque hay mas demanda de servicio que el dispo-
nible. Sin embargo, ampliar esta capacidad de servicio no siempre es la so-
lucion adecuada.

Si casi todos los clientes
Ampliacion de la capacidad ? deben ingresar en la cola,
probablemente perderiamos
algunos que irian a satisfacer
Su servicio a otros sistemas.

Podriamos llegar a una situaciéon en la que
raramente se formasen colas y los servidores
estuvieran ociosos gran parte del tiempo, es
decir, estariamos infrautilizando los medios
disponibles.

Por lo tanto, se trata de compensar un nivel adecuado
de servicio con unos gastos no excesivos.



Tema 3.1 Estructura de una cola Probabilidad y Estadistica Il

Para llegar a una solucion, el analista del sistema necesita conocer las
respuestas a preguntas como:

* s cuanto tiempo debe esperar un cliente?
» s cuantos clientes se acumularan en la cola? o
» ;cuantos clientes llegan por unidad de tiempo?

A partir de ellas podra considerar varios sistemas alternativos y tratar de
evaluar su funcionamiento.

La teoria de colas proporciona al planificador diversos modelos que dan
respuesta a estas cuestiones y, en particular, ha demostrado ser una de
las areas mas fructiferas de la Teoria de la Probabilidad aplicada a la In-
formatica.
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2. Elementos basicos de un modelo de colas

La siguiente figura esquematiza los elementos de un sistema de colas.
Los clientes, que provienen de una poblacion o fuente llegan al sistema
para recibir algun tipo de servicio.

Serv. 1
00O (S)O .
Og O O : Cligntes
O O ﬁéi;:rfgi Cola Serv. C saliendo
Poblacion de Servidores

clientes

El dispositivo de servicio del sistema ofrece un conjunto (limitado) de
servidores o recursos, a veces llamados canales, para satisfacer las
peticiones de los clientes. Si cuando el cliente llega al sistema, todos
los servidores estan ocupados, debera esperar en cola antes de
empezar a recibir servicio. Una vez que el cliente recibe el servicio
demandado abandona el sistema.
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Una descripcion mas precisa de un sistema de colas requiere especificar
en detalle siete caracteristicas basicas:

1. Poblaciéon o fuente de clientes

2. Modelo de llegadas

3. Modelo de servicio de cada servidor
4. Numero de servidores o canales

5. Numero de etapas de servicio

6. Capacidad del sistema

7. Disciplina de la cola
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Poblacion o fuente de clientes

La poblacion o fuente de clientes potenciales puede ser finita o infinita.

Infinita > conduce a sistemas con descripciones matematicas mas sencillas,
Finita > el numero de clientes en el sistema afecta a la tasa de llegadas, que
sera cero si todos los clientes estan en el sistema.

Si la poblacion es finita pero suficientemente grande, se asume que es in-
finita para simplificar el analisis del modelo.

Modelo de llegadas

Describe el patron de llegadas de los clientes al sistema.

Si es determinista (llegadas estan igualmente espaciadas en el tiempo)
bastara caracterizarlo midiendo el numero medio de llegadas por unidad
de tiempo o el tiempo medio entre llegadas consecutivas.

Denotaremos con A a la tasa media de llegadas o velocidad media, siendo
por tanto 1/A el tiempo medio entre llegadas.
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En general, habra incertidumbre en el modelo de llegadas y habra que
especificar la ley de probabilidad que rige el comportamiento aleatorio de
las llegadas.

Suponemos que los tiempos de llegada de los clientes son
O=t,<t,<t,<..<t <..

La observacion del sistema comienza en el instante 0 y ¢, es el instante en
el que llega el cliente k-ésimo. Las variables aleatorias T, = t, - t,_,, k =1,2,
3,... representan los tiempos entre llegadas.

Normalmente, supondremos que el proceso estocastico continuo de tiem-
po discreto T,,T,,... €s una secuencia de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con distribucion T, con E(T)=1/A.

El patron de llegadas queda especificado dando la distribucion de probabi-
lidad de los tiempos de llegada o equivalentemente de los tiempos entre
llegadas P(T < t), que es la que suele utilizarse.
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Los descriptores usuales son:

 M: tiempo entre llegadas es exponencial (el proceso de llegadas es de
Poisson); la letra M proviene de la propiedad Markoviana de la exponencial;

 D: tiempo entre llegadas con patron determinista o constante;
« E,: tiempo entre llegadas con distribucion de Erlang de k etapas;
* H,: tiempo entre llegadas con distribucion hiperexponencial de k etapas;

» G: tiempo entre llegadas sigue una distribucion general o arbitraria.

Si el patron de llegadas no cambia con el tiempo, es decir, la forma y los
valores de los parametros de la distribucion son siempre iguales con el paso
del tiempo, el modelo de llegadas es estacionario.

Posibilidad de que se produzcan llegadas en lotes o en masa al sistema, en
lugar de un cliente cada vez. (Ej. llegada de familias a la consulta de un
dentista). En este caso, el tamano del lote es otra variable aleatoria del
sistema.
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Reaccion del cliente al llegar al sistema:

* Un cliente puede decidir ingresar en la cola sin importarle la longitud de
ésta, o si la considera demasiado larga puede decidir no entrar.

« También es posible que después de estar cierto tiempo en la cola decida
marcharse.

 Por ultimo, en el caso de disponer de dos o0 mas colas simultaneamente, los
clientes pueden decidir cambiarse de una a otra.

Estas situaciones son ejemplos de colas con clientes impacientes, y pueden
considerarse llegadas dependientes del estado (o congestion) del sistema.

Modelo de servicio en cada servidor

Describe el tiempo de servicio que emplea un servidor en atender a un clien-
te.
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En el caso deterministico, el patron de servicio quedara descrito mediante el
numero de clientes servidos por canal por unidad de tiempo o mediante el
tiempo requerido para servir a un cliente.

En caso contrario, sera necesario especificar la distribucion de probabilidad
de la variable aleatoria s.

Supondremos que la secuencia de los tiempos de servicio de clientes suce-
Sivos S4,S,,... también es un conjunto de v.a.i.i.d. con E(s) = 1/u = W..

Ademas, los procesos de llegadas y de servicio suelen considerarse indepen-
dientes entre si.

Sin embargo, existe una diferencia importante entre ambos procesos. Cuan-
do hablamos de tasa de servicio o tiempo de servicio, los términos estan con-

dicionados a que el sistema no esté vacio (el servidor esté ocupado).

La tasa de servicio es la capacidad intrinseca del servidor para satisfacer las
necesidades de los clientes que, en general, es distinta de la tasa de salidas
o numero de clientes que dejan el canal de servicio una vez satisfechas sus
necesidades.
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Es decir, la tasa media de servicio es la tasa media a la que el servidor pro-
cesa a los clientes si estuviese ocupado el 100% del tiempo.

La notacion para los patrones de servicio: M, D, E,, H,, G.

Asi, M significa que la variable aleatoria s es exponencial de parametro y, que
es la mas usada. Por la propiedad de pérdida de memoria de la exponencial,
el tiempo restante hasta completar el servicio de un cliente es independiente
del tiempo que este cliente lleve en el canal.

El servicio puede ser estacionario o no respecto al tiempo (Ej. Un servidor
que va aprendiendo y se vuelve mas eficiente segun adquiere experiencia).

La dependencia del tiempo no debe confundirse con dependencia del esta-
do, es decir, del numero de clientes que hay en el sistema. (Ej. trabajar mas
rapido segun ve que se incrementa el numero de clientes en la cola).

Puede haber situaciones en las que varios clientes sean atendidos simulta-
neamente por el mismo servidor, es decir, servicio por lotes o en masa, como
un ordenador con procesamiento paralelo o turistas en una visita guiada.
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Numero de servidores o canales

El sistema de colas mas sencillo tiene un unico servidor, que atiende a un
solo cliente cada vez. Un sistema multicanal o multiservicio dispone de ¢
canales paralelos y puede dar servicio a c clientes a la vez.

La siguiente figura muestra dos variaciones de sistemas multicanal, cada
canal tiene su propia linea de espera (cajas de supermercados o pasar la
ITV de un coche), y una sola cola para todos los canales (turno en la pelu-
queria).

— Serv. 1 [—* Serv.1 —»

— Serv.c [—> Serv.c —»

Normalmente, se supone que los servidores son idénticos y funcionan de
forma independiente unos de otros.

En el caso extremo de infinitos servidores, utilizado a veces como aproxi-
macion, cada cliente que llega es atendido inmediatamente.
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Numero de etapas de servicio

A veces existen varias etapas de servicio por las que debe pasar el clien-
te, como en una cadena de produccion o de montaje. Variantes:

» cada etapa acepta un cliente una vez que ha terminado el servicio del
anterior (linea de sistemas de espera),

* la primera etapa solo acepta un nuevo cliente cuando el anterior ha
abandonado la ultima etapa (servidor constituido por diversas etapas).

La siguiente figura ilustra un sistema de colas con la primera variante, y
ademas, presenta reciclado o retroalimentacion, tipico en procesos de
fabricacion con inspecciones para control de calidad en ciertas etapas.

Un articulo que no cumple ciertas normas de calidad debe ser
reprocesado.

—> Serv.1 F—» — Serv. 2 > — Serv.3 —»
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Capacidad del sistema

En algunos sistemas de colas hay limitacion fisica sobre el numero
maximo K de clientes que puede haber en el sistema. Cuando la cola
alcanza cierta longitud, cualquier cliente que llega es rechazado hasta que
se dispone de sitio, por completarse algun servicio.

El estado del sistema influye en la tasa de entradas al sistema A, que es
igual a la tasa de llegadas al sistema A menos el numero medio de clientes
gue no entran al mismo.

Un caso extremo son los llamados sistemas de perdidas, que no admiten
colas, como algunos sistemas de comunicacion telefonica. En otros
sistemas, sin embargo, puede suponerse que su capacidad es infinita y
todo cliente que llega puede esperar hasta que se le proporcione servicio.

Disciplina de la cola

La disciplina de gestion de la cola o estrategia de servicio es la forma en
que se seleccionan los clientes que aguardan en la cola para entrar en el
dispositivo de servicio.
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* FIFO (first-in, first-out) o FCFS (first-come, first-served). La mas corriente
es la de "el primero en llegar es el primero en entrar®. Es la que se supon-
dra por defecto.

* LIFO (last-in-first-out) o LCFS . El primero en entrar es el ultimo en llegar.
Usada en muchos sistemas de inventario en los que las unidades no son
perecederas y resulta mas sencillo tomar las unidades mas cercanas, que
se almacenaron mas tarde.

» SIRO (service in random order). Servicio en orden aleatorio, independien-
temente del instante de llegada a la cola.

« SIFO (shortest-in, first-out) o SJF (shortest job first). Se sirve primero al
cliente que demanda un tiempo de servicio menor.

* RR (round robin, turno robado). Reparte el tiempo del servidor equitativa-
mente entre todos los clientes que esperan. Si el cliente no termina su
servicio al final de la rodaja de tiempo que le corresponde utilizar, retorna
a la cola, que se gestiona mediante disciplina FIFO. Esto se repite hasta
que el cliente termina su servicio.
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» PS (processor sharing) o de comparticion del procesador. Disciplina RR en
la que las rodajas de tiempo son infinitamente pequenas. Es como si todos
los clientes fueran servidos simultaneamente y sus tiempos de servicio in-
crementados de la misma forma.

Esquemas de prioridades - dan trato preferencial a ciertos clientes sobre
otros. Los clientes estan divididos en clases de prioridades. Los de
prioridades mas altas son servidos antes que los de prioridades mas bajas,
independientemente de su instante de llegada al sistema. Las prioridades
pueden ir variando con el paso del tiempo.

- prioridad expulsiva, o con desalojo o apropiacion (preemptive). Se interrum-
pe el servicio, el cliente recién llegado comienza a ser servido, y el cliente
cuyo servicio ha sido interrumpido vuelve a la cabeza de la cola de su clase.
Cuando el cliente desalojado reanude su servicio, éste comenzara desde el
principio o desde el punto de interrupcion, dependiendo del tipo de sistema.

- prioridad sin desalojo, el cliente recién llegado espera hasta que el cliente
siendo servido complete su servicio.
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3. Notacion Kendall: A/B/c/k/m/Z

Todos estos elementos basicos que describen un sistema de colas se
representan mediante una notacion abreviada estandar, denominada
notacion de Kendall (en honor a David Kendall).

Escribiremos A/B/c/K/m/Z, donde:
A indica la distribucion del tiempo entre llegadas,
B la distribucion del tiempo de servicio,
¢ el numero de canales de servicio (c21),
K la capacidad del sistema,
m el tamano de la poblaciéon y
Z la disciplina de la cola.

Por ejemplo, D/M/3/40/«/LIFO.

En muchos casos no hay limite sobre la capacidad del sistema, la fuente
de clientes es infinita y la disciplina es FIFO. En estas situaciones suelen
omitirse los tres simbolos finales. Asi, M/G/4 es |lo mismo que M/G/4/«/=~/
FIFO.



Tema 3.1 Estructura de una cola Probabilidad y Estadistica Il

4. Medidas de rendimiento del sistema

Seran utiles tanto para el propio cliente que ingresa en el sistema como
para el planificador, gestor o analista del mismo.

Como estos modelos representan sistemas dinamicos, los valores de estas
medidas varian con el tiempo. Sin embargo, analizaremos los resultados
gue se obtienen cuando el sistema esta en equilibrio, es decir, el compor-
tamiento transitorio ha finalizado, esta en estado estacionario, el sistema se
ha normalizado y los valores de las medidas de comportamiento son
independientes del tiempo.

Entonces, se verifica que la tasa a la que los clientes llegan al sistema es
igual a la tasa a la que salen del sistema. A este sistema también se le
denomina sistema estable.

Las soluciones transitorias solo estan disponibles en forma cerrada para
sistemas muy simples, y en casos mas generales, habra que recurrir a
técnicas de cadenas de Markov (Procesos Estocasticos).
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Las medidas mas importantes del rendimiento de un sistema de colas son:

1.

2,

Probabilidad de que haya n clientes en el sistema
Trabajo

Intensidad de trafico

Utilizacion o uso del servidor

Productividad del sistema

. Tiempos de permanencia en el sistema y en la cola

Numero medio de clientes en el sistema y en la cola
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Probabilidad de que haya n clientes en el sistema
Los valores medios de muchas otras medidas podran deducirse de ella:

1, = P (hay n clientes en el sistema) = lim,_,..p,({)

Por ejemplo, 1, = 0.4 indica que a largo plazo el sistema estara vacio el
40% del tiempo.

Trabajo

La llegada de cada cliente supone al sistema una cantidad media de traba-
jo, que suele medirse en tiempo y que coincide con su tiempo medio de

servicio W, = 1/p.

Intensidad de trafico

Se define como:
r=MNu=NA\E(s)=E(s)! E(T)

Si A es el numero medio de llegadas por unidad de tiempo, la cantidad total
de trabajo que tiene el sistema en media por unidad de tiempoes r=A W=
NJ.
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Por ejemplo, si el tiempo entre llegadas fuese siempre constante e igual a
30 segundos y el de servicio 15 segundos, entonces el servidor estaria ocu-
pado la mitad del tiempo: r=15/30 = 0.5.

Si este servidor fuese reemplazado por otro mas lento, que emplea 45
segundos en dar servicio, entonces r = 45/30 = 1.5. Es decir, necesitaria dar
45 segundos de servicio cada 30 segundos, lo que es imposible, a no ser
que se anadiese otro servidor.

Es, por tanto, una medida del numero minimo de canales que se necesitan
para atender el flujo de clientes que llegan y que hace que el sistema sea
estable.

Por ejemplo, si A = 9 clientes por dia y y = 2 clientes por dia, entonces r =
4.5 y necesitariamos al menos 5 canales para poder satisfacer las
necesidades de los clientes.

Esto es, el numero de canales requeridos es el menor entero positivo c tal
que r / ¢ < 1. Conocido r, el gestor tiene las opciones de aumentar el
numero de canales si no son suficientes o bien aumentar su velocidad de
servicio (es decir, u) para disminuir r.
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Utilizacion o uso del servidor

El uso o (factor de) utilizacion de un servidor si hay varios (c) en el sistema,
es la fraccion media de servidores activos (proporcion media de tiempo que
cada servidor esta ocupado).

Por tanto, como cp es la tasa global de servicio, suponiendo que el trafico
esta igualmente repartido entre todos los servidores,

p=ric=ANlcu
representa también la cantidad media de trabajo que recibe cada servidor.

Si s6lo hay un servidor, p es la proporcion de tiempo que esta ocupado, es
decir, p = r, siempre que no haya limite sobre la capacidad del sistema.

p es una medida de la congestion del sistema y puede usarse para
formular la condicién de comportamiento estable mencionada antes, p <1
- para que el sistema soporte el nivel de demanda, en media debe ser
menor el numero de clientes que llegan en una unidad de tiempo que el
numero de clientes que pueden ser atendidos.
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Si no, el numero de clientes almacenados en la cola crecera sin limite con
el paso del tiempo. Por eso llamaremos situacion de congestiona p = 1.

La situacion de igualdad, p = 1, da lugar a congestion salvo en contadas
excepciones, como en una cola D/D/c con trafico no aleatorio.

Productividad del sistema

La productividad del sistema o caudal o paso a traves del sistema, A, es el
numero medio de clientes cuyo servicio se completa en una unidad de
tiempo, es decir, es la tasa de salida del sistema.

Sistema con capacidad ilimitada, A = min{A, cpu}.

Sistema congestionado, A = cp.

Sistema estable y sin pérdidas, como la tasa de salida coincide con la tasa
de llegadas, se tiene que A = A = pcu

Recordemos de nuevo que si la capacidad del sistema es finita, la producti-
vidad puede ser diferente a la tasa externa de llegadas y sera A < min{A,cu}.
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Tiempos de permanencia en el sistema (w) y en la cola (q)

Las medias de dichos tiempos las denotaremos como W = E(w) y W, = E(q),
respectivamente. Por tanto, w = g+s y tomando esperanzas, W = W +E(s) =
W +1/p = W+ Wi

A veces utilizaremos las funciones de distribucidon de estas tres variables

aleatorias, denotadas como F(f), F(t), F(f), respectivamente.

Numero de clientes en el sistema (N) y en la cola (N,)

La media de la variable aleatoria N, que toma los valores 0,1,2..., sera

[ee]

L=EN)= Y, nm,

Podemos decir que N, = max{0, N-c}. Su esperanza matematica la deno-
taremos con L, = E(N,).

Si N, indica el numero de clientes siendo servidos, con media L, entonces
N=N,+Ngy L=L,+L,
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5. Ecuaciones de coste y formulas de Little

Formulas de Little:

L=AW
L,=AW,
L.=AW,

El teorema de Little es valido bajo condiciones muy generales de un sis-
tema estable, cualquier numero de servidores y para todas las disciplinas
de colas.

Intuitivamente puede explicarse de la siguiente forma:

Un cliente que acaba de llegar saldra del sistema, en promedio, después
de un tiempo W. Cuando salga, quedaran en el sistema L clientes en pro-
medio. Cada uno de estos clientes ha llegado, en promedio, tras un tiem-
po 1/ A. El tiempo que han tardado en llegar estos L clientes es Lx(1/ A) y
ha de ser igual al tiempo que nuestro cliente ha pasado en el sistema, W.

El razonamiento es analogo para la cola y el servicio.
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Otra explicacion se basa en la idea de que los clientes han de pagar por
estar en el sistema. En este caso, esperamos que se cumpla

Tasa media de _ Cantidad media
ingresos del sistema | % pagada por cliente

Entonces, si cada cliente paga 1 euro por cada unidad de tiempo que
pasa en el sistema, la igualdad anterior se convierte en L = A W, si paga
1 euro por cada unidad de tiempo que pasa en la cola, se obtiene L, = A
W, y si paga 1 euro por cada unidad de tiempo que pasa en el servidor,
se verifica L, = N W,

Si multiplicamos por A la igualdad W= W, + E(s), obtenemos AW = AW/ +
AE(s). Por las formulas de Little, resulta
L=L,+r

que sirve para cualquier modelo G/G/c y nos dice que el numero medio
de clientes en el sistema es el numero medio de clientes en cola mas el

numero medio de clientes en los servidores.
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6. Comportamiento de transicion y estacionario.
Probabilidades limites. Propiedad PASTA

Notese que siempre asumimos que el sistema ha alcanzado el equilibrio,
pues si estuviera en estado transitorio habria que considerar la
dependencia del tiempo que el sistema lleva funcionando y de las
condiciones iniciales.

Hay dos variantes de las probabilidades T,

* proporcion a,, (n = 0) de clientes que encuentran n en el sistema al llegar
* proporcion b,, (n 2 0) de clientes que dejan n en el sistema al salir.

a, corresponde a lo que una llegada observa,
b, a lo que una salida observa y
T, a lo que observaria alguien desde fuera.

Las tres probabilidades no tienen por qué coincidir.

Proposiciéon. En un sistema en el que los clientes llegan de uno en uno y
se sirven de uno en uno, a, = b,, vV n.
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Demostracidon. Cuando el sistema pasa de tener n clientes a n+1 es cuan-
do una llegada ve n clientes en el sistema. De igual modo, cuando pasa de
n +1 a n es cuando una salida deja n en el sistema.

En cualquier intervalo de tiempo, el numero de transiciones de na n +1 se
diferencia en 1 del numero de transiciones de n +1 a n.

Por tanto, las tasas de transiciones de na n +1 y de n +1 a n coinciden, o
equivalentemente, también lo hacen la tasa a la que las llegadas
encuentran n clientes y la tasa a la que las salidas dejan n clientes.

Se llega asi al resultado deseado porque las tasas de llegadas y salidas
globales deben coincidir.

En media, las llegadas y salidas ven siempre el mismo numero de clien-
tes, aunque en general no ven tiempos medios. Hace falta que las llega-
das sean de Poisson para que coincidan las tres probabilidades a,, b, y T,.
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Esta propiedad se denomina PASTA (Poisson Arrivals See Time Avera-
ges): Las llegadas de Poisson siempre ven tiempos medios, es decir, 1T, =
a,, vn.

Demostracion. Si A(t, t+Af) denota la llegada de un cliente en el intervalo
(t, t+Af), se tiene

an(t) = Alligl-l(_)P(.\*m =n | A(t,t + At))
o PUA(LE+ AL | N() = n)P(N () = n)
= 1188
At—0 P(A(t,t + At))
. PlA(t,t+ At))P(N(t) = n) -
:l — - ':)‘\ = ) = 0. .
At—0 P(A(t, t + At)) PIN(E) = 1) =palt)

La tercera igualdad se debe a |la propiedad de pérdida de memoria de la
distribucion exponencial, al ser las llegadas de Poisson.
Hemos obtenido que la distribucion de lo que una llegada en el tiempo t
observa es la misma que la distribucion del estado del sistema en el
tiempo t. De ahi, a largo plazo,

a,=lim._, .a,(f) = lim,_ _p,(t) = m,.



Tema 3.1 Estructura de una cola Probabilidad y Estadistica Il

Por tanto, la distribucion de probabilidad que observaran los clientes al
llegar sera la distribucion de probabilidad a lo largo del tiempo.

La tarea del analista de sistemas de colas consiste en caracterizar
adecuadamente el modelo que va a utilizar para analizar el sistema real
bajo estudio y todas las variables implicadas, pero también los costes
asociados.

Una vez realizado este estudio, si el analista pudiera encontrar una
relacion a optimizar, de acuerdo a algun criterio, llegaria a determinar un
sistema optimo.

Sin embargo, no siempre es facil llegar a este tipo de relacion. En
sistemas complejos nos deberemos conformar con formular diversas
soluciones alternativas y obtener cual de ellas es la mejor segun ciertos
criterios prefijados.

Cuando el problema no pueda resolverse por medios analiticos,
recurriremos a métodos numeéricos o a la simulacion.



