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Tipos basicos de matrices

Se denota por M, n(RR) el conjunto de matrices de orden (tamafio) m x n cuyos elementos
son ndmeros reales.

@ Matriz fila (vector fila) es una matriz de orden 1 x n. Ej. A=(17 —6 21)

0.5
@ Matriz columna (vector columna) es una matriz de orden mx 1. Ej. A= | 1
-5
. . . 1 0 4
@ Matriz rectangular es una matriz de orden m x ncon m# n. Ej. A= (_2 7 0)
o : 1, sii=}j
@ Matriz identidad es una matriz cuyos elementos son a;; = T
0, sii#j
1 00
. 1
Ej. l2:<0 (1)>;l3: 010
0 01

@ Matriz nula es una matriz cuyos elementos son a;; = 0. Ej. La matriz nula de orden

0 0O
2><3e50—<0 0 0)
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@ Matriz triangular superior es una matriz n x n tal que a;j = 0 cuando / > j.

-1 50
Ej. A= 0 2 9
0 01
@ Matriz triangular inferior es una matriz n x n tal que a; = 0 cuando i < j.
1 00
Ej. A=(1 2 0
4 2 3
@ Matriz diagonal es una matriz n x n tal que a;; = 0 cuando / # j. Ej.
11. 0 0
A=10 7 0
0 0 0.2
2 1
@ Matriz idempotente es una matriz que verifica A> = A. Ej. A= 0 1
-2 0 -1
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Operaciones con matrices

Sean A = (aj;) y B = (bjj) dos matrices del mismo orden m x n. Se define la suma de Ay B
como la matriz m x n definida por

A+B:(aij+b;j)

Propiedades de la suma de matrices

@ (A+B)+ C=A+(B+ C) (asociativa).
@ A+ B =B+ A (conmutativa).
@ A+0=A, esto es, la matriz nula O de orden m x n es el elemento neutro.

@ A+ (—A)=0, donde —A = (—a;), esto es, la matriz opuesta de A es —A.

El conjunto M ,,xn(IR) con la operacién suma tiene estructura algebraica de grupo abeliano.



Se define la multiplicacion de A por un nimero real o como
a- A= (aaj)
Notacidn: Abreviaremos « - A por aA

Propiedades de la multiplicacion escalar

Sean a 'y 3 nameros reales y A, B € My,xn(R). Se tiene

a(BA) = (aB)A (asociativa)

a(A+ B) = aA + aB (distributiva respecto a la suma de matrices)

(a+ B)A = aA + BA (distributiva respecto a la suma de escalares)
1A = A (identidad de la multiplicacién escalar).

© 6 6 e e

0A =0y a0 =0 (propiedades multiplicativas del cero)
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Producto de matrices

Sean A = (aj;) de orden m x ny B = (bj;) de orden n x p. Se define el producto A- B como
la matriz C de orden m x p siguiente:

n
C=A-B=(cj), cj= awbi=anbij+ -+ ainby
k=1

Propiedades de la multiplicacion matricial

Sean A de orden m x n, B y B de orden nx py C deorden p X g.
@ (A-B)-C=A-(B-:C) (asociativa)

@ A (B+B)=A-B+A-By(B+B)-C=B-C+B-C (distributivas del producto
respecto a la suma de matrices)

@ InA= Ay Al, = A (identidad multiplicativa matricial)
Q@ AB # BA en general (no es conmutativo).
@ A0=0y0A=0
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Matriz traspuesta

Sean A = (aj;) matriz de orden m x n. La matriz traspuesta de A, la cual se denotara por
At es la matriz de orden n x m definida por

A" = (bj), by = aj

La matriz traspuesta A’ se obtiene cambiando en la matriz A las filas por columnas (o
cambiando en A las columnas por filas).

Propiedades de la traspuesta

@ (A-B)t = At + B,

@ (aA)t = aAt, donde a es un namero real.
@ (A+B) =Bt A

Q (A=A

7 6
Una matriz A es simétrica si cumple A= A*. Ej. A=| —7 0 9 | es simétrica.
9 5



Matriz inversa

El conjunto de matrices cuadradas M, n(R) lo escribiremos como M,(R).
Sea A € Mp(R). Se dice que una matriz X € Mp,(R) es inversa de A si cumple

AX=XA=I,

Se dice que A es regular si existe una matriz inversa de A. En otro caso, diremos que A es
singular.

Propiedades de la inversa

@ La inversa de A, si existe, es unica, y se denota por A~L.
@ (A-B)!=B"1.-A71 siendo A B € M,(R) regulares.
@ (AH)7! = (A1), siendo A€ M,(R) regular.

@ (A1)l = A siendo A€ M,(R) regular.
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Operaciones elementales por filas (o columnas)

Sea A € Mpxn(R)
@ Permutar dos filas (col.) de A: F; <+ F;
@ Multiplicar una fila (col.) de A por un nimero real no nulo: F; « af;

© Reemplazar una fila (col.) por la suma de si misma y un miltiplo de otra fila (col.):

F,'(—F,'—i-OtFj
0 0 4 2 4 0\ . ., 12 0
A=| =3 1 2| 22hB | 3 1 o | 22 [ 3 1 2
—2 —4 0 0 0 4 00 4
1 2 0
Peht3h (6 7 o] — &
00 4
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Matrices elementales por filas

Sea I, € M,(R) la matriz identidad de orden n.

@ La matriz que se obtiene permutando las filas i-ésima y j-ésima de /, se designa por Ej;.

@ La matriz que se obtiene multiplicando la fila j-ésima de /, por un namero real no nulo «
se designa por Ej(«).

@ La matriz que se obtiene al remplazar la fila i-ésima de /,, por la suma de si misma y la fila
Jj-ésima multiplicada por un nimero /3 se designa por Ej(/3).

Propiedades
Las matrices elementales son regulares y sus inversas son matrices elementales:

° Ei' =E;.

o Efa)'=E (é)
o E;(a)~! = Ej(—a). |
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1 00
Seals= |0 1 0]. Las siguientes son matrices elementales:
0 01
001 9 500 100
Eiz=1(0 1 0], E1<2>: 0 1 0], Ex(3=1(310
1 00 0 01 0 01

E13 se obtiene al permutar las filas primera y tercera en /3,

2
E>1(3) se obtiene al remplazar fila 2 de /5 por la suma de la fila 2 y la fila 1
multiplicada por 3.

Q
Q@ £ (_71) se obtiene al multiplicar la fila 1 de 3 por =
Q

Si A es una matriz 3 X n, el producto Ej3A es igual a la matriz que se obtiene al permutar
las filas primera y tercera en A.

Si A es la matriz del ejemplo 1, E;(3)E; (%1) E13A es igual a la matriz A' dada en el
Ejemplo 1.
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Matrices escalonadas por filas

Una matriz A € Mp«n(R) estd en forma escalonada por filas si verifica:
@ Las k primeras filas son no nulas (0 < k < m).

@ El primer elemento no nulo de la fila i-ésima se encuentra a la derecha del primero no nulo
de la fila (i — 1)-ésima.

@ Las (m— k) dltimas filas son nulas.

Teorema 1

Toda matriz A € Mpmxn(R) puede transformarse en una matriz escalonada por filas mediante
operaciones elementales por filas.
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Matriz escalonada reducida por filas

Una matriz A € Mp,xn(R) estéd en forma escalonada reducida por filas si estd en forma
escalonada por filas y ademas los primeros elementos distintos de cero en las filas no nulas son
1y encima de éstos hay ceros.

Teorema 2

Toda matriz A € Mmxn(R) puede transformarse mediante operaciones elementales por filas en
una matriz escalonada reducida por filas. Ademds esta forma es inica.

Si A es cuadrada y regular, entonces su forma escalonada reducida es la matriz identidad.
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Halla la forma escalonada reducida de la matriz A.
1o oo\ 2R, 1 -2 0
- F3+F3—3F: - _ -
A=11 o BN o 1| BB [ 0 g
3 -2 2 0 4 2 0 0 O
elp (2 20 Fy Fy+2F; 101
[N I = =y R O N
0 0 O 0 0 O
V.
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Matriz de paso

Partimos de una matriz A de tamafio m x n y de la matriz identidad /,, de orden m:

aj1y a2 ... ain 1 0 ... 0
ani doo ... asp 01 0
amli am2 --- amn 00 ... 1

Mediante operaciones elementales por filas transformamos la matriz de la izquierda en una
matriz A’ en forma escalonada (escalonada reducida) y la matriz de la derecha en una matriz P
que satisface la relacién PA = A'.

Ejemplo 4
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Matriz escalonada por columnas

Una matriz A € Mpxn(R) estd en forma escalonada por columnas si verifica:

@ Las k primeras columnas son no nulas (0 < k < m).

@ El primer elemento no nulo de la columna i-ésima se encuentra méas abajo que el de la
columna (i — 1)-ésima.

@ Las (m — k) altimas columnas son nulas.

Una matriz A € Mp«n(R) estd en forma escalonada reducida por columnas si esta en
forma escalonada por columnas y ademas los primeros elementos distintos de cero en las
columnas no nulas son 1y en la fila de éstos hay ceros.

1 000 ‘1‘88 1000
A=|=3 100, B=| , , |, C={0100
2 00 0 5 4 3 200 0

Todas las matrices estan en una forma escalonada por columnas y la matriz C esté en la
forma escalonada reducida.

= = = = Tyt
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Calculo de inversa por el método de Gauss-Jordan

Partimos de una matriz cuadrada A € M,(R) regular y de la matriz identidad /,:

dil1 412 ... din 1 0 ... 0
a1 a2 ... azp 01 0
dnl dp2 ... @dnn 0 0 ... 1

Mediante operaciones elementales transformamos la matriz de la izquierda en la matriz
identidad y la matriz de la derecha en la inversa de A.
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Calculo del rango por reduccion

Rango de una matriz A es el namero de filas no nulas de una forma escalonada de A.

Halla el rango de la matriz A por reduccion.
1 0 4 1 0 4 1 0 4
|2 3 -1 @ (0 3 -9 » [0 3 -9
A=133 3| 7 lo3 —o| "o o o
2 0 8 0 0 O 0 0 O
Las trasformaciones realizadas son:
F2 = F2 — 2F1
(a) F3 So F3 == 3F1 (b) F3 So F3 == F2
F4 G F4 — 2F1
A la vista de la matriz escalonada obtenida se concluye que rg(A) = 2.
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Calculo del determinante de una matriz cuadrada

Sea A una matriz cuadrada. Si A= Ej --- E,A’, donde E; es matriz elemental para
i=1,...,n, entonces |A| = |Ey|---|E,||A|.
Notacion: det A = |A|.

Propiedades

Determinantes de las matrices elementales:
o |Ej|=-1.
o |Ei(a)| = all] = a.
o |Ejj(a)| = |In| = 1.
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Ejemplo 8
0 2 3 4
. 0 4 56 e
Halla el determinante de A = 12 3 a4l utilizando una forma escalonada.
0 007
Se tiene
1 2 3 4 1 2 3 4
0 4 56 -1 0 4 5 6 ;
EsA=140 5 3 4> E32<2>E13A— 00 1/2 1 =A
0 0 0 7 00 0 7
Asi, |A'| = |Es2 () E13A|. Como |Ei3| = -1, [Ex (F)[ =1y |A|=1-4-1.7=14,se
deduce que
|Al = —14
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

@ Representaciéon matricial del sistema
@ Teorema de Rouché-Frobenius

@ Resoluciéon de sistemas: Método de eliminacién de Gauss. Método de eliminacién de
Gauss-Jordan

@ Estructura de las soluciones de un sistema
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Ajuste de curvas

Hallar el polinomio p(x) = a+ bx + cx? cuya gréfica pasa por los puntos del plano (1,2),(2,0)

y (3,6).
10 [T T I
(3,6)
5| *
(1.2)
ol (2‘0) |
0o 2 4

Forma matricial:

ALGEBRA LINEAL

p(1)=2=a+b+c=2
p(2)=0=a+2b+4c=0
p(3)=6=a+3b+9c=6

111
1 2 4
139

o0 o W

2
=10
6
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Resolucién del sistema

1 1 1 2 1 11 2 . 111 2
1240/ %013 2% 013 -2
1 3 9 6 0 2 8 4 01 4 2
111 2
(¢) _ F2 — F2 — F1 (b) F3 < (1/2)F3
-1 01 3 2 | ,donde (a) F e Fso A () Fs « Fs— F
0 01 4
81 Sistema equivalente:
6 at+b+c=2 a=12
4l b+3c=-2 = b=-14
C:4 C:4
21 p(x) = 12 — 14x + 4x?
2 !

ALGEBRA LINEAL
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Analisis de redes

El trafico en puntos de interseccidn de carreteras se puede modelizar mediante una red formada
por nodos (puntos de interseccién) y arcos (sentido de circulacién por el tramo de carretera
entre dos nodos). Se asume que el flujo total de vehiculos que llega a un nodo es igual al flujo
total de vehiculos que sale de dicho nodo. Por, ejemplo x; + x, = 20 en:

X
20;
X1 +Xx2 = 30
X3 —Xa = =30
X2  +Xx3 = 30
X1 —x5 = -—15b
x4 +x5 = =15
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Representacién matricial del sistema

Un sistema de m ecuaciones con n incégnitas y coeficientes reales es un conjunto de relaciones

ayxy +apxe+---aixn, = b
anx1+amxo+--amx, = b
amiX1 +amXx2 + -+ amnXn = bm
Notacién matricial:
alil ai» Ce dln X1 b1
a1 ax» ... axn X2 b
dml dm2 --- Amn Xn bm

o A% matriz de coeficientes del sistema.
o (Alb) © matriz ampliada del sistema.

o Sistema compatible: Si tiene solucidn.

@ Sistema incompatible: Si no tiene solucién.
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Teorema 3 (Teorema de Rouché-Frobenius)

Dado AX = b con A € Mmxn(R) y b un vector columna m x 1. Se verifica:

(i) Sirg(A) =rg(Alb) = n = el sistema es compatible determinado (el sistema tiene una
dnica solucién)

(ii) Sirg(A) =rg(A|b) < n = el sistema es compatible indeterminado (el sistema tiene
infinitas soluciones que dependen de n — rg(A) pardmetros)

—.

(iii) Sirg(A) < rg(A|b) = el sistema es incompatible (el sistema no tiene ninguna solucion)

y

Fig.: Una anica solucién  Fig.: Infinitas soluciones Fig.: No tiene solucién
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Resolucién de sistemas n x n: Método de Cramer

Si AX = b es un sistema con A € M,(R) y b un vector columna n x 1 tal que A es regular
entonces el sistema tiene una Gnica solucién

AW A b AU AW
Al ’

Xi

donde AU) es la columna j-ésima de A, j =1,2,...,n.
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Resolucion de sistemas: Métodos de eliminacion de Gauss y de Gauss-Jordan

Sea AX = b un sistema con A € Mmxn(R) y b un vector columna m x 1.

Sistemas equivalentes: Dos sistemas se dice que son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.

Teorema 4

Si (A'|b') es una forma escalonada por filas de (A|b) = A'X = b es equivalente a AX = b.

o El método de eliminacién de Gauss (Gauss-Jordan) consiste en convertir el sistema inicial
en otro equivalente que estd en forma escalonada por filas (forma escalonada reducida por
filas), que denotaremos por A'x = b'.

o El sistema reducido se resuelve por el método de sustitucidn regresiva, esto es, despejando
la altima incégnita y realizando substituciones hacia atras en las nuevas ecuaciones del
sistema.
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Estructura de las soluciones de un sistema homogéneo

Todo sistema homogéneo
AX =0 (H)

es compatible ya que posee la solucién trivial 0
Si el sistema tiene una solucién distinta de la trivial, entonces tiene infinitas soluciones ya que
se verifica:

- Si i es solucién de (H) = cu' es solucién de (H) Ve € R.

- Si &'y v son soluciones de (H) = &'+ vV es solucién de (H).
Ademas, si k = n —rg(A), entonces existen k vectores i, iy, . . ., Ui linealmente
independientes de manera que todas las soluciones de (H) son de la forma

X =il + ciip + - -+ + Crlik

cong eR,j=1,... k.
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Estructura de las soluciones de un sistema completo

Sea B
AX=0b (0)

Si X, es una solucién particular de (C), entonces todas sus soluciones son de la forma X, + &,
donde i es solucién de su sistema homogéneo asociado AX = 0.

Sea k = n —rg(A), entonces todas las soluciones de (C) son de la forma
X=Xp+cth + i + -+ + il

con ¢; € R, Auj = Oparaj=1,...,k ylos vectores{ i, ..., Uy} son linealmente
independientes.
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