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Conjunto de los nimeros enteros 7Z

Llamamos conjunto de los niimeros enteros al conjunto
Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

que junto con las operaciones suma y producto (Z, +, -) verifica las
siguientes propiedades:

@ La suma y el producto son leyes de composicién internas:
Va,beZ, a+beZ, ab € Z.

Asociativa: Ya,b,c € Z, a+ (b+c) = (a + b) + ¢, a(bc) = (ab)c.
Conmutativa: Va,b € Z, a+b = b+ a, ab = ba.

Existencia de elemento neutro: Va € Z, 30 € Z | a + 0 = aq,
d1€Z|al =a.

Existencia de elemento opuesto: Va € Z, 3—a € Z | a+ (—a) = 0.
Distributiva: Va,b,c € Z, a(b+ ¢) = ab + ac.
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Relacion de orden en 7Z

El conjunto de los nimeros enteros Z con la relacién menor o igual
(Z, <) verifica la siguientes propiedades:

@ Reflexiva: Va € Z, a < a.

@ Antisimétrica: Va,b € Z, si a < b,b < a entonces a = b.

@ Transitiva: Va,b,c € Z, si a < b,b < c entonces a < c.
La relacién < es por lo tanto una relacién de orden en Z, y el par (Z, <)
es un conjunto totalmente ordenado: Va,b € Z, a <bo b < a.
Otra propiedad del conjunto Z es que la relacién menor o igual en Z es
compatible con las operaciones suma y producto:

o Va,b,ceZ,sia<bentoncesa+c<b+c, ysia<bc>0
entonces ac < be.
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Axioma de buena ordenacion

Definicién

Sea S C Z. Decimos que ¢ € Z es una cota inferior del conjunto S si

Va € S, ¢ < a. Si ademéas ¢ € S decimos entonces que c¢ es el primer
elemento (o elemento minimo) de S. Andlogamente, decimos que d € Z
es una cota superior de S si Va € S, a < d, y decimos que d es el Gltimo
elemento (o elemento maximo) de S'sid € S.

Concluimos con una propiedad mas del conjunto Z, el axioma de buena
ordenacion:

@ Todo subconjunto S de Z, no vacio, y acotado inferiormente (ie.
existe una cota inferior de S en Z) posee un primer elemento.
Anélogamente, todo subconjunto de Z, no vacio, y acotado
superiormente posee un ultimo elemento.
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Propiedad cancelativa

Teorema (Propiedad cancelativa del producto) J

Va,b,c € Z, sia # 0, ab = ac entonces b = c.

Demostracion.
Probamos en primer lugar que a0 = 0. Efectivamente,

a0 =a0+ 0 =al0+a+ (—a) =al+ gl —a=

neutro + opuesto +

neutro -

=a(0+1)—a=al—a=0.
—_———
distributiva

Probamos ahora que si ab = 0 con a # 0 tenemos necesariamente que
b=0.
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Propiedad cancelativa

Teorema (Propiedad cancelativa del producto)
Va,b,c € Z, sia # 0, ab = ac entonces b = c. J

Demostracion.
Efectivamente,

ab=0=ab=a+(—a)=ab+a=a=alb+1)=a.
Finalmente, podemos reescribir
ab=ac=ab+a(—c)=0=alb—c)=0

y por ser a # 0 tenemos que b — ¢ =0, y por lo tanto b = c. L
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Induccién matematica

Definicion

Decimos que un conjunto S es un conjunto inductivo si verifica que:
e 1les.
@ Sixz e Sentoncesx+1€S.

Veamos que N es el mejor conjunto inductivo.

Teorema
Si S € N es un conjunto inductivo, entonces S = N. }

Demostracion.

Asumimos que S # N y por lo tanto existe el complementario de S en N,

S¢, no vacio. Como S¢ C N C Z y esté acotado inferiormente (ya que N lo
estd), por el axioma de buena ordenacién tenemos que S€ tiene un primer
elemento, digamos a. Luego a — 1 ¢ S¢y por lo tanto a — 1 € S, pero por
la hipbtesis tendriamos que (a — 1) +1 € S, es decir, también tendriamos
que a € S lo que contradice que a es el primer elemento de S°¢. O
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Induccion matematica

Teorema (Principio de induccidn)
Sea P,, una proposicion matematica. Si se verifican:
@ P, es verdadera.

@ Si Py es verdadera entonces Py, también lo es.

entonces P, es verdadera para todon € N.

Demostracion.

Sea S ={n € N| P, es cierta}. Por la hipétesis de induccién sabemos
que 1 € Sysi ke S entonces k+1 € S por lo que S es un conjunto
inductivo y por el teorema anterior sabemos que S = N. Luego la
propiedad P, es cierta Vn € N. ]
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Induccion matematica

Ejemplo
Demuestra por induccién que "7, (2k — 1) = n? para todo n € N.
@ Comprobamos que efectivamente se cumple para n = 1, es decir,
S E-1H)=2-1-1=12
@ Asumimos que se cumple para n, es decir, que 37, (2k — 1) =n?,y
demostramos que también se cumple para n + 1. Efectivamente,

n
Y (2k-1)=n"=
k=1

n
= (Z(Zk—l)) +2mn+1)-1=n2+2(n+1)-1=
k=1
n+1
:>Z(2k—1):n2+2n+1:(n+1)2. O
k=1

v
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Divisibilidad

Definicién
Sean a,b € Z con b # 0. Decimos que b divide a a (o que b es un divisor

o factor de a), y lo denotamos por b | a, si y sélo si existe ¢ € Z tal que
a = gb. También decimos que a es un miltiplo de b.

Propiedades. Sean a,b,c,d € Z.
e 1]a.
@ al0.
@ Sial|byb|centoncesa | c.
@ Sial|byc|dentonces ac | bd.
@ Siclayc|bentonces ¢ | (ax +by) Vz,yeZ.

@ Sia|byb|aentoncesa=boa=—b.
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Divisibilidad

Teorema (Teorema de la divisién)

Sean a,b € Z con b > 0. Existe un tnico par de enteros q y r tales que

a=qgb+r, 0<r<hb.

Definicion
Seana,b€ Z conb >0,y q,r € Z talesque a =qgb+r con 0 <r <b.

Llamamos dividendo al entero a, divisor al entero b, y a los enteros q y r
los llamamos cociente y resto, respectivamente.

Corolario

Sean a,b € 7Z con b # 0. Existe un tnico par de enteros q y r tales que

a=gb+r, 0<r<|b.
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Divisibilidad

Demostracioén.

e Existencia. Sea S = {a — qb| ¢ € Z}. El conjunto SN N es un
subconjunto no vacio de N, y por lo tanto de Z. El principio de buena
ordenacién nos asegura la existencia de un primer elemento de la
formar =a — ¢gb > 0, es decir, a = gb+ r con r > 0. Se tiene
también necesariamente que r < b. De lo contrario, si r > b existe el
enteror —b=a— (¢g+ 1)b > 0 por lo que 7 no seria el primer
elemento de S.

@ Unicidad. Suponemos que existen ¢, q’,r,r’ € Z tales que
a=gb+r=q¢b+1r" con0<r<by0<r" <b. Tenemos entonces
que r — 1’ = (¢ — q)b. Si ¢ # ¢’ tenemos que |¢' —q| > 1y por lo
tanto |r — 7’| > b lo que contradice que 0 <7 <by 0 <71 <b.
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Sistemas de numeracion

Definicion
Decimos que n € N esta expresado en base b, y lo denotamos por
n = (rgrk—1..-7170)p, Si

k
n=rb" +re b b4 = Zrﬂﬁ
3=0

con 0 <r; <bparatodoic{0,1,...,k}, yry#0.

Teorema

Sea b € N con b > 2. Cualquier nimero n € N puede expresarse de forma
tnica en base b.
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Sistemas de numeracién

Demostracioén.

Por el teorema de la divisién entera tenemos que
n=qyb+r19 0<rp<b 0<qgy<n
po=q@b+rr 0<rm<b 0<q@p<qp<n
q1 = q2b+ 12 0<re<b O0<@p<qa<gp<n

qk—1 = Qb+ 1y 0<r,<b O=qg<q_-1<...<q<n

El conjunto de los cociente Q = {¢; € Z} esta acotado inferiormente por
cero, por lo que por el axioma de buena ordenacidén existe un primer
elemento, es decir, existe ¢ = 0 para algin k finito. Tenemos entonces que

n=qob+ro=(q1b+7r1)b+ 10 = ((q2b+12)b+1r1)b+ 10 =
k
= o= e T b =)
=0
[d
T —



Sistemas de numeracion

Ejemplos
@ 5413 =5-10%+4-10% +1-10 + 3 = (5413)1o.

@ Si queremos representar 11 en base 2 (binario) hacemos

11 =5-2+41
5 =2-241
2 =1-240
1 =0-2+1

y por lo tanto sabemos que 11 =1-23+0-22+1-2+1 = (1011)s,.

@ El ndmero (10110)2 podemos pasarlo a base 10 (decimal) como sigue

(10110) =1-2*4+0-23 +1-22+1-240=16+4+2 = 22.

v
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Maximo comun divisor

Definiciones

@ Sean a,b € Z. Decimos que d € Z es un divisor comun (o factor
comin) de a y b si se tiene que d |a 'y d | b.

@ Sean a,b € Z, no ambos nulos. Llamamos maximo comun divisor
de a y b, y lo denotamos por mcd(a, b), al mayor de los divisores
comunes de a y b. Es decir, d = mcd(a, b) siy sélo si

d|ayd]|b (ie. d es divisor comin).
Vd' € Z tal que d’ | a 'y d' | b entonces se tiene que d’ < d (ie. d es el
mayor de los divisores comunes).

Teorema (Maximo comiin divisor)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Existe d = mcd(a,b) y es dnico.
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Maximo comun divisor

Demostracion.

e Existencia. Sean X e Y dos conjuntos formados por los divisores
positivos de a y b, respectivamente. El conjunto de los divisores
comunesde ay bes X NY C Zy verifica que: X NY # () puesto
quel € X y1leY,yademas X NY estd acotado superiormente
puesto que X e Y estan ambos estdn acotados superiormente por a y
b, respectivamente. El axioma de buena ordenacién garantiza
entonces la existencia de un dltimo elemento que serd med(a, b).

@ Unicidad. Suponemos que existen d y d’' talesque d |a, d | b, d |ay
d' | b, es decir, d y d’ son ambos divisores comunes de a y b. Si
d = mcd(a, b) se tiene entonces que d' < d, y si d = mcd(a,b) se
tiene también que d < d’, y por lo tanto d = d'.
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Maximo comun divisor

Propiedades. Sean a,b € 7Z, se verifica que:
e mcd(a,b) = med(b, a) = med(—a, b) = med(a, —b) = med(—a, —b).
e mcd(a,a) = med(a,0) = a.

Sean aq,as9,...,a; € 7Z, se verifica que:

e mcd(ay,ag,...,ar) = med(med(ar, a2),as ..., ax).

Observacion.

Como veremos mas adelante, fundamentado en la primera de las
propiedades, calcularemos siempre el mcd(a, b) asumiendo que a > b > 0.
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Algoritmo de Euclides

Teorema

Sean a,b € 7, no ambos nulos, tales que a = qb + r, entonces
mcd(a, b) = med(b, 1)

cualesquiera que sean los enteros q,r € 7.

Demostracion.

Sean a,b,q,r € Z tales que a = gb+ r, y sea d = mcd(a, b). Tenemos
entonces que d |a'y d | b, y por lo tanto d | (a — gb) = r, es decir, d | 7.
Por otro lado, si existe ¢ € Z con ¢ > 0 tal que c¢| by c| r, tenemos
también que ¢ | (¢b+ 1) = a, es decir, ¢ | a y por lo tanto, por ser ¢ divisor
comin de a y b, necesariamente ¢ | d. Luego d = med(b, r). 0
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Algoritmo de Euclides

Sean a,b € Z, no ambos nulos, con a > b > 0. Podemos encontrar el
mcd(a, b) utilizando el algoritmo de la divisibilidad como sigue.

@ Dividimos a entre b y encontramos ¢ y r; tales que
a=qb+mr con 0<ri<b

y se cumple entonces que mced(a,b) = med(b, r7).
@ Dividimos ahora b entre 11 y encontramos ¢o y 72 tales que

b= qor1 + 1o con 0<ry <ry.

y se cumple ahora que mcd(b,r1) = med(ry, r2).

@ Repitiendo el proceso obtenemos un conjunto de restos r1,72,...,7%
conb>ry >ry>...>r, >0, es decir, una sucesién estrictamente
decreciente de enteros positivos de forma que en algiin momento
rn, = 0, y tenemos entonces que

med(a,b) = med(b, 1) = ... = mecd(rp—1,0) = rp_1.
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Algoritmo de Euclides

Ejemplo

Calculamos mediante el algoritmo de Euclides el mcd(194, 70).

med(194,70) = 194 =270 + 54
= mcd(70, 54) 70=1-54+16
= med(54, 16) 54=3-16+6
= mcd(16,6) 16=2-6+4

= mcd(6,4) 6=1-442

= mcd(4,2) 4=2-240
=mcd(2,0) =
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Identidad de Bezout

Teorema

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Existen enteros x e y tales que

med(a, b) = ax + by.

Demostracion.

Por el algoritmo de Euclides calculamos mcd(a,b). Tenemos entonces que
mcd(a,b) = med(b,r1) = ... = med(ry,—1,0) = r,—1, donde

n—1=Tn-3 —Q4n—-1"Tn—2-
Tomando la expresién anterior r,,_9 = 1,4 — g2 - Tr—3 tenemos que
Tn—1= —Qqn-1Tn—4 + (1 + anl%le) *Tn—3.

Tomamos entonces 7,3 = 'n_5 — Gn_3 - Tn_4 Y asi de forma sucesiva
hasta llegar a una expresién de la forma r,_1 =a-x+b - y. O
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Algoritmo extendido de Euclides
Ejemplo

Recordamos los pasos del algo. de Euclides para calcular med(194, 70).

194=2-704+54 = 54=194—-2-70
70=1-544+16 = 16=70—-1-54
94=3-16+6 = 6=54-3-16
16=2-6+44 = 4=16—-2-6
6=1-442 = 2=6-1-4

Encontramos ahora x,y € Z tales que mcd (194, 70) = 194z + 70y.

2 =6-1-4
—6-1(16—2-6)=—1-16+3-6
=—1-16+3(54—3-16) =3-54—10- 16
=3.54—10(70 — 1-54) = —10 - 70 4 13 - 54
= —10-70+ 13(194 — 2 70) = 13 -194 —36-70

—~~ ——
4 Yy
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Nuameros coprimos

Definiciones

@ Decimos que dos enteros a y b son coprimos (primos entre si o
primos relativos) si y sélo si med(a,b) = 1.

@ En el caso de un conjunto de k enteros, aj,as,...,a; € Z, decimos:
ay,as, . ..,a son coprimos si y sélo si med(ay,as,...,ax) = 1.
ai,as, . ..,a, son mutuamente coprimos (o coprimos dos a dos) si y

sélo si med(a;,a;) =1 Vi,j €{1,2,...k},i # j.

Propiedades. Sean a, b, c € Z. Se verifica que:
@ Siay bson coprimos, a|byb]|c, entonces (ab) | c.
@ Siay bson coprimos y a | (be), entonces a | c.
Sean aq,as9,...,a; € Z. Se verifica que:

@ Siay,ao,...,a; son mutuamente coprimos, entonces a1, as, ..., ak
son coprimos. El reciproco no siempre es cierto.
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Lema de Euclides

Teorema

Sean a,b,c € Z tales que a | (bc) y med(a,b) = 1. Entonces a | c. J

Demostracion.
Supongamos que mcd(a,b) = 1. Entonces existen z,y € Z tales que

ax + by = 1.
Tenemos también entonces que
cax + cby = c.

Puesto que a | (bc) tenemos entonces que a | (cby), y como a | (cax)
tenemos finalmente que a | (cazx + cby), y por lo tanto a | c. O
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Minimo comin multiplo

Definiciones

@ Sean a,b € Z. Decimos que m € Z es un maltiplo coman de a y b si
se tieneque a =m-ny b=m -k para algin n,k € Z.

@ Sean a,b € Z, no ambos nulos. Llamamos minimo coman multiplo
de a y b, y lo denotamos por mcm(a, b), al menor de los miltiplos
comunes positivos de a y b. Es decir, m = mcm(a, b) si y sélo si

a=m-nyb=m-k (ie. m es miltiplo comn).
Vm' € Z tal que a =m' -n’ y b=m’ - k' entonces se tiene que
m’ > m (ie. m es el mayor de los miltiplos comunes).

Teorema (Minimo comin multiplo)

Sean a,b € Z, no ambos nulos. Existe m = mcm(a, b) y es dnico.

Observacion. Sean a,b € Z con a,b > 0, d = mcd(a,b), m = mcm(a, b).
Se verifica entonces que:
dm = ab.
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Ecuaciones diofanticas

Una ecuacidon diofantica es una ecuacion de la forma
ar + by =c
donde a, b, c € Z son enteros conocidos, y x,y € Z son las incégnitas de la

ecuacion.

Teorema

La ecuacion diofantica ax + by = c tiene solucién en Z si y solo si

d = med(a, b) | ¢, en cuyo caso existen infinitas soluciones. Todas las
soluciones son:

b
atzaco—i—at yzyo—%t vVt e Z,

donde xq,yo es una solucién particular de la ecuacion diofantica.
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Ecuaciones diofanticas

Demostracion.
Supongamos que la ecuacién ax + by = c tiene solucién y sea
d = mcd(a, b). Es claro entonces que d | a'y d | b, y por lo tanto
d | (ax + by), es decir, d | c. Reciprocamente, sea d = mcd(a,b), por la
identidad de Bezout existen enteros z’, 1’ € 7Z tales que az’ + by’ = d.
Supongamos que d | ¢, es decir, existe e € Z tal que ¢ = de. Tenemos
entonces que

a(z'e) + b(y'e) = de = c

Por lo tanto, x = 2’e e y = y/'e es una solucién particular de la ecuacién
ax + by = c. Digamos o = 2’e e yo = v'e.
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Ecuaciones diofanticas

Demostracion.

Sea z e y otra solucién particular de la ecuacién ax 4 by = c¢. Tenemos
entonces que

a(z — o) +b(y — yo) = 0.

Hacemos .
%(w —x0) = g(yo —).

Tenemos entonces que § | %(yo — ), y puesto que mcd(§, d) =1 por el
lema de Euclides tenemos que § | (yo — ¥), es decir, 5t = (yo — y) para

t € Z, o equivalentemente y = yo — 5t. Sustltuyendo y en la expresion
anterior queda

a( ) b( + at) = + bt

—(x —x = — —_ — r=x — L.

d 0 d Yo — Yo d 0 d

Es decir, todas las soluciones son x = xg + gt, Y =1y — %t, Vt € Z. O
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Ecuaciones diofanticas

Ejemplo
Consideramos la ecuacién 194z + 70y = 8.

@ Mediante el algoritmo de Euclides encontramos que mcd (194, 70) = 2
y puesto que 2 | 8 sabemos que la ecuacién dada tiene solucién.

@ Mediante el algoritmo extendido de Euclides encontramos una
solucién particular. Tenemos que 194 - 13 4+ 70 - (—36) = 2. Luego
multiplicando ambos lados de la igualdad por 4 obtenemos una
solucién particular de la ecuacién dada: xg = 52, yo = —144.

@ Todas las soluciones de la ecuacién son

Vt € Z

x =52+ Dt =52+35¢
y=—144 — Y4t = —144 — 97t
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Ndmeros primos

Definiciones
@ Decimos que un entero p con p > 1 es primo si los Gnicos divisores
positivos de p son 1 y el propio p.
@ En caso contrario, decimos que p es compuesto. Es decir, un entero n
con n > 1 es compuesto si existen a,b€ Zconl <a<n<y
1 < b < n tales que n = ab.

Propiedades. Sea p € Z un nGmero primo. Se verifica entonces que:
@ Sia€Z, entonces p | a o py a son coprimos.
e Sia,beZyp]| (ab), entoncesp|aop|b.
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Ndmeros primos

Teorema (Teorema fundamental de la aritmética)

Todo entero p con p > 1 admite una descomposicién en factores primos

— 61,62 €k
n=py Py P,
donde p1,p2, . ..,pr son primos distintos y e1,es, ..., e, Son enteros

positivos. Esta factorizacién es tnica, independientemente del orden de los
factores.

v

Observacion. Sean a = p{* -+ pi¥ y b=py" - -pf:’“. Se verifica que:

@ ab= p?—’—fl e _ka+fk
o ab = psrh.. .pzz«b

4] mcd(ab) = pllnin(el’fl) .. .pgﬁn(ek’fk)
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Nuameros primos

Demostracién.

e Existencia. Sea S C N\ {1} el conjunto de enteros que no admiten
una descomposicién en factores primos. Por reduccién al absurdo,
supongamos que S # (). Por el axioma de buena ordenacién existe un
primer entero ng = min.S. Entonces, ng no es primo y por lo tanto
existen enteros a,b € N\ {1} con a,b < ng tal que ng = ab. Puesto
que a,b ¢ S ambos se pueden expresar como producto de factores
primos como

a=pip2--Pe; D=qaz--q-

Por lo tanto, podriamos expresar ng como producto de factores
primos, ng = p1 -+ Prq1 - - - q; o que contradice la hipétesis de partida.
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Nuameros primos

Demostracion.

@ Unicidad. Sea T'C N\ {1} el conjunto de enteros que no admiten
una descomposicién Gnica en factores primos. Por reduccién al
absurdo, supongamos que T' # (). Por el axioma de buena ordenacién
existe un primer entero mg = min 7, tal que

mo=pP1- Pk =414,

con p;,q; € N\ {1}, pi, ¢; < mg para todo 4, j. Ahora, como p; | my
se tiene que p1 | q1--- ¢ y por lo tanto p; | ¢; para algdn

i€ {l,...,l}. Supongamos sin perdida de generalidad que p; | ¢1.
Como p1 y g1 son ambos primos tenemos necesariamente que

p1 = q1. Queda entonces my = ps -+ pr = g2 - - q;, PEFO COMO

my ¢ T se contradice la hipétesis de partida.

O
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Nuameros primos

Teorema (Teorema de Euclides) J

Existen infinitos ndmeros primos.

Demostracioén.

Supongamos que existe un nimero finito de nidmeros primos, por ejemplo,
los primos p1,p2,...,pk. Sea m = p1pa - - - px + 1. Puesto que m > 1 por
el teorema fundamental de la aritmética m es divisible por algin primo,
digamos p € {p1,...,px}. Luegop | my p | pip2-- - pg, por lo que p debe
dividir también a m — p1ps - - - pr = 1, lo que es imposible. O
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Criba de Eratéstenes

Teorema (Proposicion de Fermat)

Un enteron € Z conn > 1 es compuesto si y sélo si es divisible por algiin
primo p < \/n.

Criba de Eratéstenes. Se trata de un método para obtener los niimeros
primos menores que n

@ Escribimos la lista de enteros 2,3,...,n.

@ Marcamos el primer entero de la lista 2 como primo, y tachamos
todos los mdltiplos de 2.

@ Buscamos el siguiente enero de la lista no tachado, lo marcamos, y
tachamos todos los miiltiplos de ese primo.

@ Repetimos el mismo procedimiento hasta haber marcado o tachado
todos los elementos de la lista.
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