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Definicidon de cuerpo

Sea K un conjunto no vacio de elementos en el que se han definido dos operaciones llamadas
suma y multiplicacién:

+ :KxK — K - KxK — K
(a, b) ~ a+b (a, b) ~ a-b

Se dice que (K, +,-) es un cuerpo si verifica:
- Axiomas para la adicién:
S1 Ley conmutativa: a+ b=b+a
S2 Ley asociativa: (a+b)+c=a+(b+¢)
S3 Existe elemento neutro: 30 € K talque a+0=a
S4 Existen opuestos: Para cada a € K, 34’ € K tal que a+ a4’ = 0.
El opuesto de a es Gnico y lo denotamos por —a
- Axiomas para la multiplicacién:
P1 Ley conmutativa: a-b=b-a
P2 Ley asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)
P3 Existe elemento unidad: 31 €K, con1#0,talquel-a=a
P4 Existen inversos: Para cada a € K\ {0}, 3x € K tal que a- x = 1.
El inverso de a es (inico y lo denotamos por a~*
P5 Ley distributiva respecto a la adicién: a-(b+c¢c)=a-b+a-c
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@ El conjunto R de los ntimeros reales con la suma y multiplicacién usuales es un cuerpo.

e El conjunto @ = { : m € Z, n € N}, cuyos elementos son las clases de equivalencia
respecto a la relacién de equivalencia % ~ ’,’:—,/ < mn’ = m’'n, con las operaciones de
suma, T + g = %t’"'p y multiplicacion 7 - g = ’;’%{’; es un cuerpo.

@ El conjunto de los niimeros enteros Z no es un cuerpo.

@ Sea Zp = {0,1} con las operaciones suma y multiplicacion definidas en las siguientes
tablas (aritmética modular con mo6dulo 2):

Zy Zy
+10 1 0 1
001 0/0|0
1 ]1]0 1101
Se verifica que (Zz,+,+) es un cuerpo finito. )
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Definicion de espacio vectorial

Sea V un conjunto no vacio de elementos (llamados vectores), en el que se han definido dos
operaciones llamadas suma de vectores y multiplicacién por elementos de un cuerpo K:

+:VxV — V S KxV o — V
u,v) ~ T4V (c,v) ~ ol

Se dice que (V,+,-) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K si verifica:
- Axiomas para la adicién:
S1 Ley conmutativa: &+ vV =vV+ i
S2 Ley asociativa: (4+ V) +w =i+ (V+ w)
S3 Existe elemento neutro: 30 € V tal que 7+ 0= ¢

S4 Existen opuestos: Para cada ¢ V, 35’ € Vtalque i+ d' =0
- Axiomas para la multiplicacién por escalares:

M1 Ley asociativa: c¢-(d- ) = (cd)-

M2 Multiplicacion por e. unidad de K: 1- 7= 07

M3 Ley distributiva para la adicién en V: c-(G+V)=c-d+c-V

M4 Ley distributiva para la adicion en K: (c+d)-d=c-od+d- 0.
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Vectores del plano

up+wv1
up + v

-1 0 1 2 3

Lasuma de 2 vectores ( ennegro).

Lasuma de 3 vectores (ennegro).
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Se denota por P>(R) al conjunto de los polinomios en la variable x de grado < 2 con
coeficientes reales.
Si p(x) = axx® + a1x + ag € P2(R) y q(x) = byx? + byx + by € P>(R), entonces se define

p(x) + a(x) = (a2 + b2)x* + (a1 + b1)x + a0 + bo

y si ¢ € R se define
c-p(x) = carx® + cayx + cag

P>(R) con las operaciones de suma de polinomios y multiplicacién por nameros reales es
un espacio vectorial sobre el cuerpo R.
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Se cumplen las siguientes propiedades:
El elemento neutro de V es inico.
0-7=0 paratodo 7€ V.

c-0=0 para todo c € K\ {0}.
Sic-i=0= c=06d=0

©0 0066

El opuesto de i es inico y es de la forma (—1) - i

Demos. 1. Supongamos que 0y 0’ son dos elementos neutros. Se tiene

0+0 =0 por ser 0’ elemento neutro G
0+0 =0 por ser 0 elemento neutro -
2. Sea 7 € V arbitrario. Se tiene
i=1-d=(140)-0d=1-0d+0-d=0d+0-0

Entonces 0 - i/’ es elemento neutro y como es nico se concluye que 0 - 7 = 0.
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3. Seac#0y de V. Se tiene

(1

f=(cc ) d=c-(ct - d)=c-(ct d+0)=d+c-

Sl

Entonces c - 0 es elemento neutro y como es anico se concluye que ¢ -0 =
4. Se sigue de las propiedades 2 y 3.
5. Supongamos que « tiene dos opuestos i’ y ", entonces

(F+d)+d"=0+d" =a”
i+ (G+d")=id' +0=a

—,

Por S1y S2, se tiene (+ ')+ d”" =i
Ademas,

g !

"+ (a4 d"), y por lo tanto, &’ = d”.

(-1)-d+d=(-1)-d+1-d=(-1+1)-Gd=0-7=0

Lo anterior implica que (—1) - & es elemento opuesto de .
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Dependencia e independencia lineal

El conjunto de vectores C = {uj,..., Uy} es linealmente dependiente (LD) si
Ja1,...,a, € K, no todos cero tales que ayiy + -+ + api, = 0
El conjunto de vectores C = {ii,..., U,} es linealmente independiente (LI) si
b+ taply,=0=a=--=a,=0

Se cumplen las siguientes propiedades:
- {u, v} LD & V = cid para algin ¢ € K.

Todo sistema C que contenga al vector 0 es LD.

- Si C contiene un vector combinacion lineal de otros dos vectores del sistema = C es LD.
SiCeslDy C es el sistema formado afiadiendo vectores a C = C es LD.
SiCesllyC=CU{V} es LD = vV es combinacion lineal de los vectores de C.
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1 0 1 0 at+c=0
all|l+b|1l]+c| 0] =10] < a+b=0
1 3 —2 0 a+3b—2c=0

a
S b=-X ,AeR
c=-A

1 0 0 0 a=20 a=0
all]l]+b|1]+c| O =10 & at+tb=0 ©<b=0
1 3 —2 0 a+3b—2c=0 c=0




Bases

Un vector X es combinacion lineal de C = {4, ..., U,} si ci,...,cn € K tales que
X=cih+- -+ cply

Se dice que C = {iA,..., U} es un sistema generador de V si todo vector de V es
combinacidn lineal del sistema C.
Se dice que B = {iA,...,U,} es base de V si:

Q BeslLl

Q BesSGde V.

Bases canénicas: En R?, B, = {51 = ((1)> &= ((1)) }

1 0 0
EnR3 B.={é&g=|0].&=[1],&=|{0
0 0 1
1 0 0 0
En B={a=|o].a=[,|.8=|0]a=],
0 0 0 1
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Si B={i,...,0p} es base de V y X un vector de V, entonces existen c, ..., c, € K tales que
X=cih+- -+ cpliy

G
y | : es el vector de coordenadas de X respecto a la base B.

Cn

Teorema 1

Las coordenadas de un vector X € V respecto a una base B = {1, ..., U,} son dnicas.

Demos. Supongamos que X = ¢1ly + -+ + Cplin y X = ¢j U1 + - - - + ¢, ip. Entonces

0=X—-xX=(a—c)i+-+(cn— cp)ip. Como {if,..., U} son LI se sigue que
a—c¢ =0, a =¢q
=
ch—c, =0 ¢ =c

lo que prueba la unicidad de las coordenadas.



Teorema 2

Si V tiene una base B = {i,..., U} con n elementos, entonces todo conjunto con n+ 1
vectores de V es LD.

Demos. Sea {i,...,Vpt1} n+ 1 vectores de V' y supongamos que
@i+ -+ appiVner = 0.
Los vectores V; se expresan en combinacién lineal de la base B:
Vi =cyji o+ Cojllny, j=1,...,n+1.

Asi, ai(ciath + -+ cpiln) + -+ + ant1(Cint101 + - + Cpny1ln) = 0y como B es base

aici1 + -+ apyicintr = 0
acm+ - -+ ant1iCnpr = 0
Sistema homogéneo con n ecuaciones y n+ 1 incégnitas, luego existen soluciones ai, ..., an+1

no todos nulos. Por tanto, {vi,...,Vp41} es LD.



Teorema 3 (de la base)

En un EV generado por un namero finito de vectores, todas las bases son finitas y poseen el
mismo nimero de elementos.

La dimensién de V, dim(V), es el nimero de vectores de una base de V

Teorema 4 (de la base incompleta)

Sidim(V) = n, entonces a todo sistema de vectores S = {ih, ..., Ux} que sea LI, se le pueden
afadir n — k vectores hasta completar una base de V.




Matriz del cambio de base B; a base canoénica B..

Sean Bj es una base de R" y B, es la base canénica:
uii Uin 1 0
Bi=<qwm=1|1:|,...;0p=| : y Be=<é=|:|,....en=1":
Uni Unn 0 1

La matriz del cambio de base B; a base candnica B, es:

uir ... Ulp
C(B1,Be) = | ] =Q

Up1 ... Upp

La ecuacion del cambio de coordenadas de base By a B es:

X1 a

Xn Cn

Bc B:
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Matriz del cambio de base B. a base B;

Sea @ la matriz del cambio de base B; a base B.. Se tiene que @ es regular. La matriz del
cambio de base candnica a base Bj es:
C(Be,B1) = Q7!

La ecuaciéon del cambio de coordenadas de B. a B; es:

a X1
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Matriz del cambio de base B; a base B>.

Sean B; y B> dos bases de R™:
uri Uin w11 Win
Bi=<i = ,...,LT,,: y B, = wy = ...,M_}n:
Un1 Upn Whn1 Whnn

Sea C(Ba, B:) la matriz del cambio de base B; a base canénica B, y sea C(Ba, B.)™! la matriz
del cambio de base B, a base B:.

La matriz del cambio de base B; a base B> es:
C(B1,By) = C(B>, B.)™'C(B1, B)
Con las asignaciones P = C(By, By), Q = C(Bi,Bc) y R =C(By, B.). Se tiene que
P=R1'Q
La ecuacién del cambio de coordenadas de base B; a base B; es:

d1 (5]

"/ B, B
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