VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2021/22

HOJA 1 DE PROBLEMAS

1. Sea (2, M, ) un espacio de medida y A, B, Ax € M,k € N. Demostrar:

a) Si p no es identicamente igual a infinito, entonces, u(0) = 0.
b) u(A) < u(B)si AC B. Si, ademés, u(A) < oo, u(B\ A) = u(B) — u(A).
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d) Uiy oo pi(Ag) = p(A) si At A.
e) limg oo p(Ax) = p(A) si A L Ay p(Ar) < oo

2. Sea (2, M, pt) un espacio de medida.

a) Demostrar que f:Q+— R es medible <= {x € Q : f(z) > r} es medible Vr.

b) Demostrar que si f, : © — R, n = 1,2,3,..., son medibles también los son las
funciones sup,, f,, inf,, f,, limsup,, f, y liminf, f,.

¢) Demostrar que si f, : Q@ — R, n=1,2,3,..., son medibles y f,(z) — f(z) puntual-
mente, entonces f es medible.

3. Sea 2 un conjunto no numerable y sea M = {E C Q : E 6 E es numerable o finito}.
Definimos p(E) = 0 si E es numerable o finito y u(E) = 1 si lo es E¢, para cada E € M.
Probar que M es una o-élgebra y que (2, M, 1) es un espacio de medida.

4. Probar que la desigualdad del Lema de Fatou puede ser estricta.
Indicacién: Considera (2, M, ) con u(Q2) < co, E € M, con 0 < pu(F) < p(Q) y definir
fn = XxE, sin esimpary f, = xpge si n es par.

5. Supongamos que p(f2) < oo y sean f, : Q — C funciones medibles acotadas. Probar que
si f, — f uniformemente, se tiene

/Q fudy — /Q fdy

Mostrar con un ejemplo que la hipdtesis u(€2) < oo es esencial.

6. Probar quesi f : R — C es continua y f(x) = 0 a.e. con respecto a la medida de Lebesgue
entonces f(z) =0 V.

7. Sea {f, :n=1,2,...} una sucesién de funciones medibles con f,, > 0. Usar el teorema de
la convergencia monétona para demostrar

o0 o0
/(an)d,u: Z/ Jndp.
Q =1 n=1"9
8. Calcular los limites, cuando n — oo, de :

a)/o (1+ %)”eax dx, b)/o (1-— E)”e_m dx, c)/O (1- %)”em dzx .
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. Se dice que una funcién medible f :  — C estd esencialmente acotada si C < oo tal

que |f(z)] < C a.e.. Para esta funcién se puede definir es supremo esencial (para ser mas
precisos, el supremo esencial de |f|) como

esssup |f| =1inf {c : |f(z)| < c ae.}

que también denotamos por ||f||c. Probar que si f, f,, n = 1,2, ... estdn acotadas esen-
cialmente, entonces

| fn = fllo —= 0 <= 3E C Qde medida 0 tal que f, — f uniformemente en E°.

Demostrar que si f, — f en medida
(es decir, YA >0 p({z : |fo(z) — f(x)] > A}) =30 >

entonces existe una subsucesién de {f,} que converge a f puntualmente, a.e.
Indicacién: Elegir ny < ng < ... < ny < ... tal que si By = {z : |fn, — f| > %} se tiene
u(Ey) < %, y probar

{:1: : lim sup |fn, (z) — f(x)| > 0} C ﬂ UEj
[=o0 I=1 =l

Sea f : Q — R medible y positiva. Probar que py definida por us(A) = [, fdu es una
medida (positiva) definida sobre la misma o-algebra, M, dominio de p.

Sea f una funcién integrable. Probar que

[ Vr@dute) = [ Culre X ¢ ()] > 1),
X 0

donde la segunda integral se puede considerar en el sentido de Riemann. Indicacion: de-
mostrarlo primero para funciones simples. Luego extenderlo a funciones integrables usando
el siguiente Lema: dada una funcion medible f existe una sucesion de funciones simples,
0<si(z) <--- <sp(z) <... que converge puntualmente a |f(x)|.

Sea f € L'(du). Probar que Ve > 0, 36 > 0 tal que si u(E) < & se tiene [, |f]du < e.
Con la notacién del problema 11, esto nos dice que p s es absolutamente continua con
respecto a u. El reciproco también es cierto, y se conoce como

(Teorema de Radon-Nikodym). Sea v una medida positiva y finita tal que para todo
E medible con p(E) = 0 se tiene v(FE) = 0. Entonces 3h € L*(p), h > 0 con v = puy,.



