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Prélogo

Esta breve obra (Cdlculo Bdsico para Ingenieros) nace con un objetivo claramente
utilitario: ofrecer una sintesis del Calculo Infinitesimal (en una y dos variables) que permita
al estudiante de Ingenieria abordar con solvencia matematica el aprendizaje de disciplinas

técnicas!.

Es perfectamente constatable, por cualquiera que lleve algiin tiempo impartiendo clase
en primer curso en las escuelas de Ingenieria espanolas, que los alumnos que emergen del
Bachillerato poseen una formacion matematica que suele ser deficiente, fragmentada, sin
unidad de ninguna clase, y muy reduccionista en su planteamiento, que no es otro que la
adquisicién de destreza en la resolucion de los ejercicios tipo que constituyen la Prueba
de Matematicas para el acceso a la Universidad espafiola.

El diagnéstico anterior obliga a plantear un curso necesariamente centrado en el desa-
rrollo de la capacidad de analisis, practicamente inexistente en el alumno, pero sin perder
de vista la orientacién utilitaria. No se trata, por tanto, de aprender a detectar y tra-
tar patologias matemdticas (eso serfa mas bien el objetivo de un curso de Andlisis Real),
sino de aplicar ideas matematicas en contextos reales, en los que sea preciso enfrentarse
a un problema concreto. Ello conlleva, necesariamente, sacrificar el rigor matematico en el
tratamiento formal.

Nuestro curso parte de la siguiente premisa: el alumno maneja una serie de ideas
basicas del Calculo Infinitesimal de una variable. Aun asi, la experiencia nos demuestra
que es necesario revisar y unificar algunas de estas ideas, y a ello se dedica el primer
capitulo (Preliminares). Inmediatamente después, en el capitulo 2, nos centramos en las
aplicaciones del calculo de una variable a la resolucion de problemas de visualizacién
sencilla (célculo de dreas y volumenes, fundamentalmente). Antes de introducirnos en el
cédlculo con funciones de dos variables, damos unas nociones minimas del estudio de la
convergencia de series infinitas, e introducimos al estudiante en el uso del desarrollo en
serie de Taylor.

El céalculo con funciones de dos variables se aborda en dos capitulos, uno en el que se
extienden los principales conceptos de andlisis relacionados con la diferenciacién (capitu-
lo 4), y otro ya especifico de integracién multiple (capitulo 5). Creemos que estos dos
capitulos son los més exigentes del curso. Avanzar en ellos depende criticamente de ha-
ber desarrollado la capacidad resolutiva mediante problemas de calculo con funciones de
una variable. Finalmente, cerramos la obra con un capitulo introductorio a las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias.

El Célculo Infinitesimal no es sencillo, y el curso que se plantea es denso®. Exige un
contacto constante del estudiante con la disciplina. Para avanzar es absolutamente nece-
sario enfrentarse a ejercicios de complejidad creciente, que (1) vayan poniendo a prueba la
correcta comprension de las ideas clave, (2) reduzcan la inicialmente inevitable confusion,
y (3) proporcionen seguridad al estudiante. Para ello, al final de cada capitulo se proponen
una seleccién de Ejercicios y otra de Problemas. Los Ejercicios constituyen un material

!Servir a este objetivo supone fijar previamente un planteamiento pedagdgico, que se describe breve-
mente en el Apéndice A.

2 Académicamente, este curso se encuadra en una asignatura de 6 ECTS del primer semestre del primer
curso de un Grado en Ingenieria de Sistemas de Telecomunicacién.
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de autoevaluacion de primer nivel: permiten verificar la comprension y uso de las princi-
pales ideas. Estan organizados secuencialmente de manera paralela a como las ideas son
introducidas en el capitulo. Los Problemas suelen tener un nivel de complejidad mayor:
permiten verificar si se ha alcanzado un nivel de comprensién profundo, necesario para
abordar con éxito los exdmenes de la asignatura. Estan deliberadamente desordenados,
tanto en su temética como en su complejidad.
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Capitulo 1

Preliminares

Este breve capitulo trata de revisar, de manera muy directa, una serie de conocimientos
previos que todo alumno que ingresa en la Universidad deberia manejar sobre Anélisis Real
elemental (Célculo de una Variable). Al alumno que necesite ampliar la informacién aqui
contenida, o buscar una justificaciéon de la misma, se le remite a la Bibliografia de la
asignatura “Célculo” (véase la Guia Docente de la asignatura).

1.1. Conceptos basicos

El objeto matematico central del Analisis Real es la funcién. Una funcién es una co-
rrespondencia entre dos conjuntos cualesquiera. Nosotros estamos aqui interesados en las
llamadas funciones reales de variable real. Se trata de funciones que a nimeros reales, per-
tenecientes a un subconjunto de los ntimeros reales denominado dominio, asignan nimeros
reales, que determinan un conjunto denominado imagen. Esta asignacién debe realizarse
de tal manera que a cada elemento del dominio le corresponda uno sélo de la imagen. Ma-
temdaticamente, lo que hemos dicho hasta ahora suele expresarse asi: f: X — Y, donde X
es el dominio, e Y es la imagen. Esta correspondencia puede expresarse también elemento
a elemento: y = f(z), Vo € X,Vy € Y.

Resulta de gran valor practico poder visualizar funciones. En el caso de las funciones
reales de variable real, esto se realiza en R?. Como es sabido, los elementos de R? son
pares de numeros reales, (x,y). En nuestro caso, nos valdremos de la relacién y = f(x)
para representar la funcién f mediante los puntos (z, f(z)), Ve € X.

El alumno deberia estar ya familiarizado con algunas funciones elementales, como la
recta, y = mx +n (m,n € R) o la pardbola, y = az? + bz + ¢ (a,b,c € R).

Una propiedad matemaética con relevancia grafica es la simetria de una funcién. Las
funciones simétricas pueden ser de dos tipos: pares o impares. Una funcién f es par si
f(=x) = f(x), e impar si f(—z) = —f(x). Una funcién que no es par ni impar se dice que
carece de simetria. Por ejemplo, la pardbola y = 22 es una funcién par, la recta y = 3z es
una funcién impar, mientras que la recta y = 2x — 1 carece de simetria.

También es interesante identificar la correspondencia entre distintas manipulaciones
analiticas sobre funciones y sus consecuencias graficas. Por ejemplo, dada una funcién f(x),
si generamos una nueva funcién g(z) = f(z)+k, es sencillo comprobar que g es una versién



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

desplazada hacia arriba o hacia abajo una distancia |k| (dependiendo, respectivamente, de
sik> 0ok <0). Es posible también identificar desplazamientos horizontales. Sea ahora
g(x) = f(z —a). Es sencillo verificar que g es una versién de f desplazada hacia la derecha
la cantidad |a|, si @ > 0, y hacia la izquierda, la misma cantidad, si a < 0. De especial
interés en Ingenieria son las funciones periddicas o repetitivas. Una funcién f(x) se dice
periddica si existe un nidmero positivo p tal que f(x + p) = f(z), Vz. El menor valor de p
recibe el nombre de periodo de f. El alumno deberia estar familiarizado con las funciones
trigonométricas senx y cosz, que son periddicas de periodo 27, y la funcién tgx, que es
periddica de periodo .

Cabe también una manipulacién expansiva o compresiva de una funcién dada. Asi,
g(z) = cf(x), con ¢ > 0, conduce a una expansion/compresion vertical de f(x) (en funcién,
respectivamente, de que ¢ > 1 o ¢ < 1). Por su parte, g(x) = f(x/c) puede verse como un
escalado horizontal de f(x) por un factor ¢, que serd expansivo si ¢ > 1 y compresivo si
c <1

Finalmente, en ocasiones nos veremos obligados a considerar regiones de R? limi-
tadas por funciones. Estas regiones elementales o simples pueden ser de dos tipos:
verticales u horizontales. Una regidn verticalmente simple (RVS), es el conjunto A =
{(a:, Y ER2:a<x<bg(r)<y< f(x)}, en donde f y g son dos funciones bien defini-
das en el intervalo [a, b]. De manera anédloga, una regién horizontalmente simple (RHS) es
el conjunto B = {(z,y) € R? : ¢ <y < d,n(y) <z < m(y)}, en donde m y n son también
dos funciones bien definidas en el intervalo [c, d]. Observe que una RVS define una banda
de puntos limitada verticalmente, y una RHS una banda limitada horizontalmente. De ahi
sus denominaciones respectivas. Véase la Figura 1.1.

y/\ y/\

d

Figura 1.1: Regiones vertical y horizontalmente simples.

1.2. Tipos de funciones

Las funciones mas sencillas son las polinémicas, que el alumno conoce bien. Son de la
forma: p(z) = apa™ + an_12" ' + - - -+ ap, en donde los a; son los coeficientes (reales) del
polinomio y n es un entero positivo denominado grado del polinomio. El uso del sumatorio
permite expresar este tipo de funcién de manera compacta: p(z) = > a;x"'. Las rectas
y parabolas son ejemplos de polinomios. El dominio de cualquier polinomio es R.



w

1.3. LIMITES, CONTINUIDAD Y DERIVADA

Las funciones racionales resultan del cociente de dos funciones polindmicas: f(x) =
p(z)/q(x). Observe que el dominio de una funcién racional viene dado por los z € R :
q(x) # 0.

De manera mas general, las funciones algebraicas son el resultado de operaciones alge-
braicas (suma, resta, multiplicacién, divisién, realizacién de raices) sobre polinomios.

Las funciones trascendentes son aquellas que no son algebraicas. El alumno ya conoce
algunas de ellas: todas las funciones trigonométricas (tanto circulares como hiperbdlicas),
las funciones exponenciales, y las funciones logaritmicas. Este tipo de funciones son muy
usadas en Ingenieria, por lo que el alumno debe manejarlas con soltura.

Una funcién puede obtenerse como resultado de la actuacién sucesiva, o composicion, de
dos funciones, sean éstas algebraicas o trascendentes. Dadas dos funciones f y g, definimos
fog(x) = f(g(x)). Observe que el dominio de f o g son los = pertenecientes al dominio de
g para los que g(z) pertenece al dominio de f.

1.3. Limites, continuidad y derivada

El alumno que ingresa en la Universidad suele saber calcular limites, pues ha sido
adiestrado en ello, pero, por extrano que parezca, en general no sabe qué es un limite.
Quizéas convenga empezar por aqui.

El limite es un instrumento de andlisis matematico que, con resolucién microscopica,
permite dictaminar el comportamiento de una funcién en un punto (o en un entorno de
un punto). Es decir, el limite es una lupa matemdtica que, principalmente, nos permite
investigar en profundidad funciones. Casi todo el Anélisis Matematico se construye a par-
tir del uso de este instrumento, bien sea para determinar la continuidad de una funcién
en un punto, definir la derivada de ésta en un punto, o generar el concepto de integra-
cién definida a partir de sumas de Riemann, por citar tres contextos matematicos que
consideraremos en este documento. En resumen: la teoria de limites es muy importante
para los matematicos, frecuentemente preocupados por la deteccién de comportamientos
patoldgicos de funciones. Los ingenieros, sin embargo, solemos estar més interesados en
comportamientos no patologicos y fundamentalmente macroscépicos, pues nuestro uso del
concepto de funcién tiene como objeto el modelado de sistemas reales, de naturaleza fisica.

Como se ha dicho, el concepto de limite permite determinar la continuidad de una
funcién f en un punto. En concreto, f sera continua en x = c sii cumple lo siguiente:

» f(c) existe.
s lim, .. existe.
v lim, . = f(c).

Si una funcién f es continua en todos los puntos de su dominio X diremos que es
continua en X. En general, y por simplicidad, nos interesa manipular funciones continuas,
pero no siempre serd posible.

Matematicamente, la derivada de una funcién en un punto z = ¢ se define como un
limite (siempre que éste exista):
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f/(C) — lim f(C+ h) B f(C)
h—0 h

De aqui se pueden deducir todas las reglas de derivacion de funciones, que se memorizan
en la escuela, y que usaremos exhaustivamente en esta asignatura. Si no esta intimamente
familiarizado con estas reglas, conviene que las revise y practique cuanto antes.

La ecuacién anterior define un protocolo de célculo, pero es necesario tener una idea
intuitiva que nos permita emplear creativamente el concepto de derivada de una funcion.
Hay dos contextos candnicos en los que interpretar la derivada de una funcién en un punto:

1. Contexto geométrico: Considere la funcién continua y = f(z). Como se ha dicho,
una funcién puede verse como una curva en R?. Sean ahora dos puntos de esta curva:
(c,f(c)) y (c+ h, f(c+ h)). La recta que los une, y, por tanto, secante a la curva,

vendra dada por:
y— s = 1T )

Observe que la pendiente de esta recta es el cociente del que hacemos el limite en la
definicién de f’(c). Geométricamente, la accién asociada al limite es acercar entre si
los dos puntos que definen la recta secante, hasta que ésta se convierte en la tangente
a la curva en x = c¢. Por tanto, podemos interpretar f’(c) como la pendiente de la
recta tangente a una curva dada por y = f(x) en el punto z = c.

2. Contexto fisico: Sea ahora una particula moviéndose en linea recta. Su posicién en
cada instante se registra mediante la funcién del tiempo x(t¢). Nos gustaria conocer la
velocidad a la que se mueve en cada instante dicha particula. Para ello, consideremos
dos instantes t; y t2, separados un lapso de tiempo h (to = t;+h). Podriamos estimar
la velocidad promedio de la particula entre ambos instantes como el cociente entre
el espacio recorrido y el lapso de tiempo transcurrido:

v — x(tl + h) — w(tl)
h

Si hacemos tender, en este cociente, h a cero, dispondremos de una estimacién muy
precisa de la velocidad instantanea de la particula en tq:
x(ti + h) — x(t1)

v(ty) =2'(t) = }llii%v = }lg% A .

Por tanto, la derivada de x(t) en un instante puede verse como la velocidad de la
particula en dicho instante. Evidentemente, esta interpretacién de la derivada como
medida de la tasa de cambio, o de la sensibilidad al cambio, puede extenderse a
cualquier magnitud fisica y generalizarse a mas dimensiones, lo que nos llevara, en la
asignatura Ampliacién de Matemaéticas, a desarrollar la teorfa de campos (escalares
y vectoriales).

Antes de revisar las aplicaciones de la derivada, es conveniente introducir la idea de
derivacion implicita, pues, pese a tratarse de algo muy sencillo desde el punto de vista
operativo, no suele incluirse en los programas de Matematicas pre-universitarias.
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Hasta el momento hemos supuesto que nuestras funciones pueden escribirse de forma
explicita, como y = f(x). Sin embargo, esto no tiene por qué ser siempre asi; la funcién
puede estar definida de manera implicita: F(x,y) = 0. Considere, como ejemplo, la funcién
y? = 22 + sen (zy). ;Cémo calcular 3’ mediante las reglas de derivacién, si no es posible
despejar y en funcién de x? Realmente es muy sencillo: (1) Se derivan ambos miembros
de la ecuacion que define implicitamente a la funcién, tratando a y como si fuera una
funcién derivable de . (2) Agrupamos y despejamos 3. En el ejemplo anterior: (1) 2yy’ =
, 2z + ycos(xy)

2z + cos(zy)(y + zy'). (2) v = 2y — xcos(zy)’

1.4. Aplicaciones de la derivada

La interpretacion geométrica del concepto de derivada de una funciéon conduce de
manera natural a que pueda ser empleada para detectar méaximos y minimos locales,
puntos de inflexién (puntos de cambio en la concavidad), e intervalos de crecimiento y
decrecimiento de una funcién. Recordamos esquematicamente estas ideas:

= Los puntos en los que f'(x) = 0 se denominan puntos criticos.

= Un punto critico puede ser:

e Un mdzimo, si f"(x) < 0.
e Un minimo, si f"(x) > 0.

e Un punto de inflexion, si f”(x) = 0.
= Una funcién es creciente en un intervalo si su derivada es positiva en dicho intervalo.

= Una funcién es decreciente en un intervalo si su derivada es negativa en dicho inter-
valo.

» Una funcién es céncava (U) en un intervalo si su sequnda derivada es positiva en
dicho intervalo.

» Una funcién es conveza (N) en un intervalo si su sequnda derivada es negativa en
dicho intervalo.

Muchos problemas de optimizacion se pueden reducir a calcular el méaximo o minimo de
una funcion de una variable. Esta reduccion en ocasiones requiere determinar una funcidn
objetivo a optimizar (normalmente dependiente de varias variables), y unas funciones
auzxiliares que introducen elementos de ligazén entre las variables y permiten reducir éstas
a una.

1.5. Integral indefinida

Llamamos funcion antiderivada de una funcién f(z) a la funcién F(z) que verifica
F'(z) = f(x). Al conjunto de todas las posibles antiderivadas de una funcién f(z) se le



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

llama la integral indefinida de f(z), y se suele designar simbdlicamente como [ f(z)dz.
En este contexto, f(x) recibe el nombre de integrando de la integral, y = se denomina la
variable de integracion. Es muy importante saber integrar. No es necesario ser un gran
maestro de la integracién, pero si dominar las técnicas fundamentales de integracién, que
son las siguientes:

Utilizacién de reglas basicas, lo que cominmente se denomina integracion inmediata.

Integracién por partes.

Integracién de funciones trigonométricas.

Sustituciones trigonométricas.

Integracién de funciones racionales.

Al lector no familiarizado con estas técnicas se le remite a la Bibliografia de la asig-
natura Calculo. Los libros de texto especificados cuentan con un capitulo dedicado a las
técnicas de integracion. Practique las distintas técnicas sobre los numerosos ejemplos pro-
puestos en estos textos. Recuerde: En integracion, la practica es fundamental.

1.6. Integral definida

Se llama integral definida de f(x) en el intervalo [a,b] al nimero real:

/abf(x)dx.

Este nimero puede ser interpretado como el drea subtendida por la curva y = f(x)
sobre el intervalo [a,b], con f(x) > 0,Vz € [a,b]. Toda integral definida es siempre el
resultado de sumar las contribuciones elementales de area correspondientes a cualquier
particién del intervalo [a,b] en subintervalos, cuando el tamano de los subintervalos de
esta particién tiende a 0. Esta suma de contribuciones elementales se denomina suma de
Riemann. Légicamente, esta suma deberd ser convergente, lo que requiere que (1) f(x) sea
continua en [a,b], y (2) que el intervalo de integracién sea finito. Las integrales definidas
en las que falla alguna de estas dos restricciones se denominan impropias. Veremos mas
adelante en el curso (véase la Seccién 2.6) que estas integrales podran o no ser convergentes.

La regla de Barrow proporciona una conexién entre la integral definida y la integral
indefinida:

b
/ F@)dz = F(b) — F(a).

Las integrales definidas verifican estas propiedades:

. /abf(:z)dx _ —/baf(a;)dx.



1.7. EJERCICIOS PROPUESTOS 7

[t

./ak:f( d:c_k/f )dz,Vk € R,

-/b(f()j:g d:n_/f dmi/b («)da.
/f dﬂc—{—/f d:r—/f

Dada una funcién cualquiera f(z), podemos definir su valor medio en el intervalo [a, b]

como:
1 b
- a/a f(x)dx

Muy importante: Con el siguiente capitulo, Aplicaciones de la integral definida,
comienza el programa de la asignatura “Calculo”. Si tiene dificultades de comprensién con
alguna de las ideas contenidas en este capitulo, debe ponerse en contacto urgentemente
con el profesor de la asignatura.

1.7. Ejercicios propuestos
En los ejercicios siguientes:

1. Intente representar aproximadamente las funciones que se facilitan. Se propone va-
lidar el trabajo de andlisis realizado mediante www.wolframalpha.com.

2. Intente resolver las integrales propuestas. Estan agrupadas por técnicas de integra-
cién. También en este caso puede validar su trabajo mediante www.wolframalpha.

com.
[E-1.1] y = kx.
[E-1.2] y = |z|.

[E-1.3] y = |z — x0].

[E-1.4] y = yo + k.

[E-1.5] y =k/x.

[E-1.6] y = ka2

[E-1.7] y = Asen (wz + ¢).

[E-1.8] y =2, conn=1,2,3,—1,—2.

[E-1.9] y=a", a>0yenloscasosa>1,a<]1.



[E-1.10] y =log,x, a >0y enlos casos a > 1, a < 1.

[E-1.11] y = senx.
[E-1.12] y = cosz.
[E-1.13] y = tguz.
[E-1.14] y = 3sen2z.
[E-1.15] y = 3z — 3.

[E-1.16] y = 22(2 — )2
2
X
E-1.17] y = ——.
[ lv=170
[E-1.18] y =z + 1/x.

T
E-1.19] y = ——.
[ Iy 1+

8
E-1.20] y = ——
[ 1y 1

— 2

[E-1.21] y = 2v/1 —x.
1—

[E-1.22] y = =

[E-1.23] y = senz + cosz,0 < z < 27.

[E-1.24] y = zexp(—x).

[B-1.25] / d

ar +b

Integraciéon inmediata

[E-1.26] /\/m

[E-1.27] / sen bx.

xdx
[E-1.28] /x2+1

[E-1.29] / tgxzdx.

(E-1.30] /d"”.

x2 44

(E-1.31] /\/%

CapiTULO 1.
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[E-1.32] / z exp(z?)dz.

[E-1.33] /(1 —Vr)’dx

4 3 _ 2 _
[E-1.34]/x O jf 9T =5

Integraciéon por expansion

[E-1.35] /tgz(:r)dac
[E-1.36] /sen2( )dx
[E-1.37] /senxcos(?)x)dx.

[E-1.38] /(lnx +1/Inz)dz/x.

[E-1.39] / expl

exp( 2:1: — 1
Integracion por sustitucion

[E-1.40] /af;\/x — bdz.
[E-1.41] / Va? — z2dz,a > 0.

(1+1/tga)'/?
E142]/ UtV 7,
sen “x

Integracion por partes

[E-1.43] /ln:rdx.
[E-1.44] /xcosxda:.

[E-1.45] /xarctg (x)dz.

Integracion de funciones racionales polinémicas

1
E-1.4 I S
[ 6] /x2—5x+6dx

2
(E-1.47] /5ZL‘ +20:U+6dx

3+ 222+
23 — 4x — 8
E148]/ Pl

[B-1.49] /&E +13xdac.
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1.8. Problemas propuestos

[P-1.1] ;(En qué puntos la gréfica de la funcién f(x) = x 4+ /senx posee una tangente
vertical?

[P-1.2] Desde un mismo puerto salieron simultaneamente un barco A en direccién Norte,
y un barco B en direccién Este. ;Con qué velocidad crece la distancia entre ellos si
sus velocidades respectivas son vg4 = 30km/h y vg = 40km/h?

[P-1.3] Obtenga la ecuacién de la recta tangente a la curva dada por xy + Iny = 1 en el
punto P(1,1).

[P-1.4] Resuelva las siguientes integrales:

1. /\/a2+x2dx
2. /msenhxda:

[P-1.5] Sea la curva dada por y = 12 — 52 + 3z2. Obtenga razonadamente los puntos de
la curva en los que su tangente pasa por el origen de coordenadas.

[P-1.6] Sea la curva C dada por (z — 1)? + (y — 3)? = 25, y sea P(4,—1) un punto
de C. Determine razonadamente el area del tridngulo rectangulo formado por la
recta tangente a C' en P y las partes que la recta tangente intercepta de los ejes
coordenados.

[P-1.7] Las curvas y = /= e y = 22 se cortan en los puntos P y Q. Obtenga razonada-
mente el punto A, situado sobre y = /x, entre P y @, que determina, con Py Q,
un tridangulo PAQ de area maxima.

[P-1.8] Resuelva las siguientes integrales:

exp(z)
L / exp(2z) + 3exp(x) + de

exp(x) + exp(2x)
2. / 1+ exp(a) dz

[P-1.9] Considere la pardbola y = 22. Determine razonadamente la ecuacién de la circun-
ferencia que, centrada en el punto (0, b), es tangente a la pardbola en dos puntos.

[P-1.10] Obtenga razonadamente un polinomio de P3(R) que sea tangente a la recta
y = 1l4x — 13 en el punto (1,1), y tangente a la recta y = —2x — 5 en el punto
(—1,-3).

[P-1.11] El logo del CEU puede verse como una cruz simétrica de brazo « (medido desde
su centro) inscrita en un circulo de radio . De cara a maximizar el impacto visual
del logo, se desea que el area de la cruz sea maxima. Determine razonadamente la
relacion a verificar entre v y .
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[P-1.12] Resuelva las siguientes integrales:

2x
1. [ =22 g
/(x+1)2 o

1
2 / 312502

[P-1.13] Conteste razonadamente: ;Qué relacién ha de existir entre los coeficientes a, b,
y ¢ para que la pardbola y = ax? + bx + ¢ sea tangente al eje X?

[P-1.14] La seccién transversal de una acequia tiene la forma de un trapecio isésceles.
Determine razonadamente la inclinacion de los laterales para que el perimetro moja-
do de la seccién sea minimo, sabiendo que el area de la seccion del agua en la acequia
es Sy el nivel del agua es h.

[P-1.15] Determine razonadamente el 4ngulo que forman al cortarse las curvas y = 22 e

y =23

[P-1.16] Resuelva las siguientes integrales:

1. /(1—;2)\/33%@

2
2. / S —
Va2 -2
[P-1.17] Considere las curvas dadas por y = 22 e y = —2? + 22 — 5. Obtenga razona-
damente las ecuaciones de las rectas que sean simultaneamente tangentes a ambas
curvas.

[P-1.18] Considere la curva C dada por x = y?. Determine razonadamente: (a) las ecua-
ciones de las rectas normales a C' que pasen por el punto (1,0); (b) el punto (a,0)
por el que pasan dos rectas normales a C' y perpendiculares entre si.

[P-1.19] Una ventana tiene forma de rectdngulo terminado por un semicirculo de didme-
tro igual a la base del rectangulo. La porcion rectangular ha de ser de cristal transpa-
rente, mientras que la parte circular ha de ser de un cristal traslicido que deja pasar
sélo la mitad de luz por metro cuadrado que el cristal transparente. El perimetro
total de la ventana ha de tener longitud fija P. Obtenga razonadamente las dimen-
siones de la ventana que deja pasar la mayor cantidad posible de luz.

[P-1.20] Resuelva las siguientes integrales:

1. / sen (v/7)dz

/5x2+20x+6
2. ————dx
3+ 222+ 2

Calculo diferencial una variable.
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[P-1.21] Calcule razonadamente los valores del parametro a (a # 0) que hacen que las
rectas tangentes a la curva de ecuacién y = az?* 4 2ax3 — ax + 152 en sus puntos de
inflexién sean perpendiculares.

[P-1.22] Considere la curva dada por y = 1/(1 + x?). Obtenga razonadamente los puntos
de la curva en los que la recta tangente posea pendiente maxima y minima.

[P-1.23] Considere un cono de radio R y altura H. En él se inscribe un cono invertido,
de radio r y altura h, de tal forma que su vértice se halla en el centro de la base del
cono original. Determine razonadamente r y h para que el volumen del cono inscrito
sea maximo.

[P-1.24] Resuelva las siguientes integrales:

COS3 T

' Vsenzx

8x3 + 13z
2. | ———""4g
/ (@ +22 "

1 dx



Capitulo 2

Aplicaciones de la integral definida

En la Seccion 1.6 hemos revisado el concepto de integracion definida. Velamos que la
integral definida de una funcién en un intervalo puede ser interpretada, de manera natural,
como el area de la regién subtendida por la funcién sobre el intervalo. Enseguida veremos
que esta misma interpretacion puede extenderse a regiones més generales, como las RVS
y RHS vistas en la Seccién 1.1. Pero el resultado esencial de este capitulo que iniciamos
es que la idea que subyace a la integral definida, la suma de Riemann, permite utilizar
la integral definida en muchos otros tipos de calculos, todos aquellos susceptibles de ser
discretizados en forma de suma de contribuciones elementales, resultantes de la particion
de un intervalo de la variable independiente.

2.1. Calculo de areas planas en coordenadas cartesianas

Consideremos inicialmente una RVS, dada por el conjunto de puntos A =
{(x,y) ER?:a<z<bglx)<y< f(:z:)} Podemos calcular el area de dicha regién de
la forma:

b
/ f(@) - g())da.

De forma similar, si la regién es ahora RHS, y dada por el conjunto de puntos B =
{(z,y) eR? : c <y < d,n(y) <z <m(y)}, su édrea se obtiene como:

d
/ [m(y) — n(y)ldy.

No todas las regiones para las que puede resultar interesante calcular su drea seran
simples en alguno de los dos sentidos anteriores (verticalmente u horizontalmente). En
ocasiones reconoceremos en la regién de interés varias regiones simples determinando una
region compuesta, por lo que sera preciso identificar las regiones simples para, en cada una
de ellas, emplear los modelos de referencia anteriores (RVS y RHS; véase la Figura 2.1).

13
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Figura 2.1: Regiones vertical y horizontalmente compuestas.

2.2. Calculo de areas planas en coordenadas polares

Un tipo de region simple alternativa a las dos anteriores es la region angularmente
simple (RAS). Se trata de aquella regién que, descrita en coordenadas polares, estd acotada
angularmente entre dos dngulos: 61 y #5. Véase la Figura 2.2.

y/\

v

Figura 2.2: Region angularmente simple.

;Cémo se describe una regién de R? en coordenadas polares? Un punto P(z,y) € R?
puede describirse alternativamente mediante dos nimeros reales, (r, ). El primero de ellos,
7, es positivo o nulo, y representa la distancia del punto P al origen de coordenadas (O).
El segundo, 0, es el angulo en radianes que forma el segmento OP con el eje de abscisas
(véase la Figura 2.3).

v

Figura 2.3: Descripcién de un punto de R? en coordenadas polares.
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Es sencillo, con estas definiciones, obtener las siguientes relaciones:

xr=rcosf, y=rsenb,

y sus inversas:

r= Va2, 0= arctg (y/).

Es posible también describir funciones en R? mediante coordenadas polares, de manera
alternativa a como hacfamos en el caso cartesiano (y = f(z)). Asi, podriamos hablar de
una funcién 7(6),v6 € [0y, 0s], obtenida como el conjunto de puntos de R? dados por
(r(0),0) cuando # toma valores en el intervalo [01, #2]. Como ejemplo, la semicircunferencia
centrada en el origen y de radio 1, y = v1 — 22,V € [—1,1], podria describirse como
r(6) = 1,V0 € [0, 7].

Estamos ya en disposiciéon de definir la RAS. Se trata del conjunto de puntos C =
{(r(@), 0) ER?:0; <0 <0,r1(0) <r) < 7“2(0)}. Obsérvese que los puntos determinan
una regién angular, limitada en sus extremos por 6y y 03, y por las funciones r1(0) y r2(0)
en sus contornos interior y exterior con respecto al origen de coordenadas, respectivamente.

., Cémo calcular el area de una RAS? Consideremos, por simplicidad, una RAS del tipo
D={(r,0) eR*: 6, <0 <6,,0<r(0) <rsb)}.

y/\
0+ A0
r9(6)
S AA®W)
J Y
RN
-~ ) x

Figura 2.4: Area elemental en coordenadas polares.

Si hacemos una particién del intervalo angular [0, f2] en pasos de Af, nuestra regién queda
dividida en subregiones angulares elementales similares a las laminas de un abanico (véase
la Figura 2.4). Tratemos de calcular el drea elemental de una de esas subregiones, que
podemos asimilar, para un cierto valor de 8, a un sector circular de anchura A6 y radio
r2(0). Su érea serd AA(6) = AOr3(6)/2. Por tanto, sumando todas las contribuciones
elementales para todos los valores de 6, obtenemos que el area de nuestra region vendra

dada por:
0> 1
/ —7r2(6)d6.
0, 2

1

Es inmediato verificar que, si estamos ante una regién en la que r1(6) # 0, la ecuacién
anterior se generaliza a:
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62 1
R COREO
(%

1

2.3. Calculo de volumenes

La integral definida puede emplearse para calcular voliimenes con dos tipos de regu-
laridad. El primer caso es el de los voltimenes de cuerpos que poseen una regularidad en
su seccién. Nos referiremos a estos volimenes como los volimenes de objetos con seccion
regular. El otro tipo de volumen es el que resulta de la revolucién, alrededor de un eje,
de una RVS o una RHS. En las subsecciones siguientes abordamos el célculo de estos
volimenes. Existen volimenes mas generales, para los que desarrollaremos técnicas mas
sofisticadas, basadas en el calculo multivariable (véase el Capitulo 5).

2.3.1. Volimenes de objetos con seccion regular

Introduciremos la esencia de la técnica de cdlculo de estos volimenes mediante un
ejemplo sencillo. Considere el volumen delimitado por los planos = 0,y = 0,z =0y
ax+by+cz =1 (a,b,c > 0). Si seccionamos este objeto mediante planos transversales al eje
Y, observamos que todas sus secciones son tridngulos rectangulos (véase la Figura 2.5).
Asi, para una seccién cualquiera, correspondiente a un cierto y, la altura del tridngulo
serd h(y), y su base b(y), con lo que su drea serd A(y) = b(y)h(y)/2. Podemos ver el
volumen del objeto como el generado por la superposicién de los voliimenes de todas las
secciones triangulares de espesor Ay: A(y)Ay. Si hacemos esta suma al modo de Riemann,
obtenemos:

Ahora sélo nos queda determinar b(y) y h(y). En este caso, es sencillo comprobar que
bly) = (1 —by)/ay h(y) = (1-1by)/c.

Légicamente, la regularidad seccional puede ser més sofisticada que la detectada en este
sencillo caso, pero la esencia de la técnica responde al mismo esquema: una vez detectada
la regularidad, se trata de calcular el drea de la seccion a partir de las especificaciones
matematicas del objeto.

2.3.2. Volimenes de objetos de revolucién

Consideraremos dos estrategias diferentes para el cdlculo de este tipo de volimenes.
La primera es el llamado método de los discos, y la segunda el método de los cilindros. En
los dos apartados siguientes los veremos de manera separada.

El método de los discos

Vamos a motivar el problema mediante un caso sencillo (véase la Figura 2.6). Consi-
dere una RVS dada por {(:E,y) eER?2:0<z<h0<y< R:E/h}, en donde R y h son dos
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Z

1/c

Y Y+ Ay 1/b Yy
1/a b(y)

Figura 2.5: Volumen de seccién regular.

nimeros reales positivos. Si hacemos girar esta regién alrededor del eje X, se genera un
cono de radio R y altura h. ;Cémo calcular su volumen?

Y

~

Figura 2.6: Volumen de un objeto de revolucién. El volumen de un cono.

Consideremos que realizamos una particién uniforme de paso Az en el intervalo [0, h].
Esto supone que nuestro cono puede verse, de forma aproximada, como la superposicion
de discos de espesor Az y radios R(x) = Rx/h, en donde z determinarfa la posicién del
disco en el intervalo. Evidentemente, el volumen de cada disco serfa V(z) = mR?(x)Ax. Si
sumamos todos estos voliimenes cuando el tamano de la particiéon se hace tender a cero,
obtenemos:

h
Veono = / TR?(z)dz.
0

Para el caso del cono, la ecuaciéon anterior nos proporciona la conocida formula Vegne =
TR%h/3.

Podemos emplear la estrategia anterior, el denominado método de los discos, en el caso
general de una RVS A = {(z,y) € R? 1 a <z < b,g(z) <y < f(x)} que gire alrededor del
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eje de abscisas. El resultado obtenido anteriormente para el cono podria asi generalizarse
a:

b

Vavs = [ alfa) - @ (@)do.
a

Es importante que identifique en esta expresion una diferencia de volumenes: el volumen

generado por la rotacién alrededor del eje de abscisas de la regién subtendida por f(z), y

el generado por la regién subtendida por g(x).

La argumentacién empleada para el caso RVS puede aplicarse al caso de re-
giones horizontalmente simples girando alrededor del eje de ordenadas. Asi, es
posible determinar el volumen resultante de la revolucion de la RHS B =
{(:c, y)eERZ:c<y<dn(y)<z< m(y)}, alrededor del eje Y, como:

d
VrRHS = / m[m?(y) — n?(y)]dy.

Hasta el momento, hemos considerado sélo rotaciones alrededor de los ejes coordenados.
En el caso de rotaciones alrededor del eje de abscisas, hemos rotado regiones RVS; y, en
el caso del eje de ordenadas, rotdbamos regiones RHS. ; Qué ocurre si los ejes de rotacién
no coinciden con los ejes coordenados, sino que son paralelos a estos? En la Figura 2.7
ilustramos este caso.

Ya
Rext(x) g(z)
/ Bint () i
; : —,

Figura 2.7: Volumen de un objeto de revolucién. Eje desplazado.

Considere la RVS genérica tratada previamente: A =
{(a:, y)ERZ:a <2 <bg(r)<y< f(x)} Suponga que esta regién gira alrededor
del eje y = ¢, donde f(x),g(z) > ¢,Vz € [a,b]. Es sencillo demostrar (hdgalo) que en este
caso el volumen del objeto engendrado por la revolucién de A es:

b
Viys = / TR (@) — R (2)]dr,
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donde Rexi(x) = f(z) — ¢y Rint(z) = g(x) — c. Es posible obtener un resultado dual a
este para rotaciones de regiones RHS alrededor de ejes paralelos al eje Y. Intente, como
ejercicio, obtener dicha expresién para la RHS genérica B vista anteriormente.

El método de los cilindros

El concepto de la suma de Riemann es tan rico como elemento de modelizacién de
soluciones a problemas, que puede ser empleado de muy diversas y creativas maneras. En
este capitulo vamos a ver varias en diversos contextos geométricos. Precisamente, el método
de los cilindros es una de estas maneras. Resulta de una aproximacién, radicalmente
distinta al método de los discos, para el cdlculo de volimenes de revolucién.

Para ilustrar el método, volvamos a nuestro problema de calcular el volumen de
un cono de radio de la base R y altura h. Consideremos ahora que tal cono es
el resultado de la revolucién de una RHS alrededor del eje Y. Esta region seria:
{(:L‘, Y eER2:0<y<h0<z< Ry/h}, totalmente dual de la empleada en el apartado
anterior (véase la Figura 2.8). Como hemos visto, podriamos calcular este volumen usando
el método de los discos. Sin embargo, vamos a proceder de una manera alternativa.

Yap

Yy =R~

=y

AN
“+

!
|
|
|
|
|
|
|
|
! |
! !
! !
! |
! |
|
| !
i) R T

Figura 2.8: Volumen de un objeto de revolucién. El volumen de un cono mediante el
método de los cilindros.

Considere un punto z¢ € [0, R], y sea también el punto zo + Az. Si Az es muy pe-
queno, los dos puntos anteriores delimitan una RHS aproximadamente rectangular dada
por {(a:, y) € RZ2:0< y < hxo/R,xg < x < xo + Aac}. La revoluciéon de esta regiéon rec-
tangular alrededor del eje Y genera un cilindro hueco de radio zg, espesor Ax y altura
h — hxo/R (véase la Figura 2.9).

Calculemos ahora el volumen de material de ese cilindro. Podemos abordar este cédlculo
calculando el volumen de la lamina de espesor Az que, enrollada, determina el cilindro.
El volumen de dicha ldmina es AV (z¢) = 2mzoAz. Observe que, si recorremos todos los
puntos o del intervalo [0, R] agregando rectangulos de espesor Az que rotan alrededor
del eje Y, podemos obtener el volumen total del cono como:

R
Veono = / 2nx(h — ha/R)dx = nR*h/3.
0

Tal y como la hemos introducido, esta técnica permite calcular voliimenes de revolucién
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Yrn

A

Figura 2.9: El volumen de un cono mediante el método de los cilindros.

generados por regiones RVS girando alrededor del eje Y. Para una RVS genérica del tipo
A={(z,y) eR?*:a <z <bg(x) <y< f(x)} este volumen vendria dado por:

b
Viws = [ 2alf() — gl))da.

Si el eje de rotacién fuera una recta paralela al eje Y, la expresién anterior se convierte
en:

b
Viys = / 2 (z) [f () — g()]de,

donde r(x) es la distancia de la pared del cilindro de referencia al eje (véase la Figura
2.10).

Ya

Figura 2.10: Cilindro de referencia en el método de los cilindros.
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No es dificil obtener resultados duales a los anteriores para el caso de regiones RHS
girando alrededor del eje X o alrededor de ejes paralelos a éste. Se invita al alumno a
obtener dichos resultados.

Finalmente, el método de los cilindros también suele denominarse el método de las capas
o de los anillos, pues el volumen se compone mediante la agregacién de capas concéntricas
de material, de manera similar a los anillos de una cebolla.

2.4. Calculo de longitudes de curvas planas

Vamos a considerar dos casos: En el primero la curva estd dada en coordenadas carte-
sianas; en el segundo en coordenadas polares.

2.4.1. Longitud de una curva en coordenadas cartesianas

Considere una curva plana dada por su forma explicita y = f(x). Estamos interesados
en calcular la longitud de un tramo de esta curva, el comprendido entre x = a y z = b.
Una forma de abordar este calculo consiste en realizar una particién del intervalo [a, b],
y aproximar la longitud de la curva mediante la suma de las longitudes de los segmentos
determinados por las imédgenes de los puntos de la particién (véase la Figura 2.11).

Ya

Figura 2.11: Célculo de la longitud de una curva plana.

Sean dos puntos adyacentes de la particién, x y x + Az, y sean sus imagenes f(z) y
f(z + Az). La longitud del segmento determinado por estos dos puntos es:

l($)=\/(Ax)2+[f(m+Ax)—f(a:)]2:Ax\/1+[f(HAAmx) fo)]”

Si, como siempre, empleando el concepto de suma de Riemann, sumamos todas las longi-
tudes elementales de los segmentos en el intervalo [a,b] cuando Az — 0, obtenemos:

b
z:/ 1+ [f(@)Pd.
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2.4.2. Longitud de una curva en coordenadas polares

En caso de que el segmento de curva venga dado en coordenadas polares, r(6),V0 €
[01, 62], podemos usar un argumento similar al que acabamos de realizar: realizamos una
particién del intervalo, de paso Af, en la variable angular 6 (véase la Figura 2.12).

, 0,

v

x(0 4+ AD) x(6)

Figura 2.12: Célculo de la longitud de una curva plana.

Para dos valores angulares adyacentes de la particién, 0 y 8+ A6, llamemos z(6), y(6) y
x(04+ A0),y(0+ Af) a sus respectivas coordenadas cartesianas. A partir de ellas es sencillo
obtener la longitud del segmento entre ambos puntos:

z(0) —x(6 + A)} 2 N [y(g) — g0+ A)} 2.

1) = V[2(0) —2(0+ D)2+ [y(0) —y(0 + D) = M\/[ N A6

Si, como en el caso cartesiano, empleamos el concepto de suma de Riemann, y agregamos
todas las longitudes elementales de los segmentos en el intervalo [0, 03] cuando A6 — 0,

obtenemos:
- [T T

En esta expresién podemos usar el hecho de que z(0) = r(0) cos e y(6) = r(0) sen §. Tras
operar, obtenemos la siguiente expresién:

[

2.5. Calculo de areas de objetos de revolucién

2
] de.

Pretendemos ahora calcular el area lateral de un objeto de revolucién. Considere el
objeto generado por la revolucién de la RVS {(x, Y ER?:a<2<bh0<y< f(a:)} alre-
dedor del eje X. Si, como hemos hecho en anteriores ocasiones, discretizamos el intervalo
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[a, b] en pasos de anchura Az, vemos que podemos calcular el drea lateral del objeto como
la suma de las dreas laterales de troncos de cono de radios f(z) y f(x + Az). Aunque
algo tedioso, no es complicado comprobar que la superficie lateral de uno de estos troncos
viene dada por s(z) = w[f(z) + f(x + Az)]i(z). Obsérvese que, al igual que ocurria en
la Subseccién 2.4.1, I(z) = \/[f(z + Az) — f(x)]2 + (Ax)2. Tras operar y sumar todas las
contribuciones de area, obtenemos:

b
A:27T/ f(@)\/1+ [f(2)])?dz.

2.6. Integrales impropias

Como vimos en la Seccién 1.6, al recordar el concepto de integral definida de una
funcién en un intervalo, para que sea posible su adecuada definicién es necesario que
(1) f(z) sea continua en el intervalo, y (2) que el intervalo de integracién sea finito. En
determinadas aplicaciones de la integral definida no es infrecuente encontramos con que
alguna de estas dos condiciones, o las dos, no se cumplen. Considere los siguientes ejemplos:

2
1./ ldnlf.
o X
2./ exp(—z)dz.
0

Cuando esto ocurre, las integrales definidas se dicen impropias, en el sentido de que, en
propiedad, no cabe hablar de una integral bien definida. ;Cémo afrontar este tipo de
calculos?

La idea de limite puede ayudarnos. Veamoslo sobre los ejemplos anteriores.

2
1. / —dz. Esta integral definida es impropia porque la funcién 1/x no es continua en
o T

un punto del intervalo de integracién: x = 0. Podemos evitar esta discontinuidad de
la siguiente forma:

2 2
1 1
/ —dx = lim —dzx.
0oz €0 Jo4e T

Logicamente, al tratarse de un limite, la integral asi planteada podra ser o no con-
vergente. En este caso, la integral no converge.

o
2. exp(—x)dx. Esta integral definida es impropia porque el intervalo de integracién

0
no es finito. De nuevo, la idea de de limite nos es de ayuda:

/ exp(—z)dxr = lim [ exp(—z)dx = 1.
0

€—00 0
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2.7. Ejercicios propuestos

[E-2.1] Hallar, en cada caso, las areas de las figuras limitadas por las curvas dadas:

ar =y?, ay = x>

y=a? x+y=2.

y=2x—2% x+y=0.

y=(z+1)? x=senmy, y=0,0<y<1)
r = acos#f.

r = acos? .

r=asend.

r = asen 2.

r? = a? cos(20).

r = a(l+ cos®).

11. r = asen (30)

© 0 N oA W N

,_.
©

[E-2.2] Sean r1 =2+ 4cosf y ro = 2. Calcule:

1. El area interior a r1 y exterior a rs.
2. El area exterior a r1 e interior a 7.

3. El area interior a 71 e interior a rs.

[E-2.3] Calcule los volimenes especificados:

1. La revolucién de y = b(z/a)?/3, 0 <z < a, en torno al eje X.
2. La revolucién de y = 22 — 22, y =0 (1), en torno al eje X, (2) en torno al eje
Y.

[E-2.4] Un sélido apoyado sobre el plano XY, y centrado en el origen de coordenadas,
posee una base eliptica de eje mayor 10 y eje menor 8. Calcule su volumen sabiendo
que su seccién transversal al eje mayor es siempre un tridngulo isdsceles de altura 6.

[E-2.5] Un sélido posee una base circular de radio 4 centrada en el origen de coordenadas.
Su seccién perpendicular al eje X es siempre un tridngulo equildtero. Calcule el
volumen de dicho sélido.

[E-2.6] Calcule las longitudes de los siguientes arcos de curva:

1l.y=¢e* 0<z<xp.
2

2. y=aln 0<z<b<a.
a

T2
3.r=60% 0<60<m.
4. r =exp(ab), —-w<60<m.
5. r=ab, 0<6<2m.
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6. 72 = cos 26 (longitud total).

[E-2.7] Calcule la superficie del cuerpo engendrado por la revolucién de las siguientes
curvas:

1. y=2xy/x/a, 0<z <aen torno al eje X.
2. y:acos(g—Z), z < b en torno al eje X.

3. y=tgx, 0<az<m/4en torno al eje X.

[E-2.8] Calcule las siguientes integrales impropias:
) /1 da
V1=
o0
d
2. / &
O
o0
1
g
o (IL+a?)?

n /°° dx
0 1+.7}3

2.8. Problemas propuestos

[P-2.1] Calcule el drea de cada una de las dos regiones en las que la curva y? = 4z divide
el circulo de circunferencia 22 + y? = 8.

[P-2.2] Obtenga el valor de A para el que la curva y = A cosz divide en dos areas iguales
la regién limitada por la curva y = senz y el eje de abscisas (0 < x < 7/2).

22 2 22 2
[P-2.3] Calcule el drea de la regién comiin al interior de las elipses — + i 1, =l +=5 =
a a
1. Suponga a > b.

[P-2.4] Calcule el volumen del sélido engendrado al girar el circulo de centro (0, 0) y radio
3 alrededor de la recta x = 6.

[P-2.5] Calcule el area de la regién interior a r = 6 cosf y exterior a r = 2 + 2 cos 6.

[P-2.6] Calcule el volumen del cono circular recto truncado de altura h, radio de la base
R, y radio de la cara superior 7.

[P-2.7] Calcule el volumen del sélido resultante de girar el tridngulo de vértices (1,1),
(1,2), (2,1) alrededor de la recta = 10/3. Repita el cdlculo cuando el tridngulo
gira alrededor de la recta y = 1.

[P-2.8] Calcule razonadamente el drea de la regién dada por los (z,y) € R? : |z| < 1, |y| <

z2.
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[P-2.9] Calcule razonadamente el volumen del sélido engendrado al girar, alrededor del
eje Y, la regién limitada por las curvas 4y = 22,y +3 =22 y 2 = 0.

[P-2.10] Calcule razonadamente el volumen del sélido engendrado al girar, alrededor del
eje Y, la region limitada por el primer 16bulo de la curva y = x sen x.

[P-2.11] Calcule el drea de la regién limitada por las curvas f(z) = 1/(z? + 3), g(x) =
(x —1)/(8x) y los semiejes positivos.

[P-2.12] Calcule el drea contenida por la curva r(6) = /| sen¥)|.

[P-2.13] ;Qué volumen de material se le retira a una esfera de radio 2r cuando es tala-
drada axialmente por su centro mediante una broca de radio r?

[P-2.14] Sea la regiéon R = {(z,y) € R? : 0 < x < 2,2%/4 < y < 1}. Calcule el volumen
del sélido resultante de girar R alrededor de:

1. El eje X.
2. Eleje Y.
3. La recta z = 2.
4. La recta y = 1.

[P-2.15] Calcule el volumen de un cono truncado, de altura h, cuyas bases inferior y
superior son elipses de semiejes respectivos A, B y a, b.

[P-2.16] Considere la regién limitada por las curvas y = zv/x +1 e y = 0. Obtenga
razonadamente:

1. El area de la regién.
2. El volumen del sdlido generado al revolucionar la region considerada:

a) Alrededor del eje X.
b) Alrededor del eje Y.

[P-2.17] Calcule el 4rea contenida por la curva: r = 1 — sen.

[P-2.18] Considere la circunferencia de radio uno centrada en el origen, y la circunferencia
de radio p centrada en x = p,y = 0. El area exterior a la primera circunferencia e
interior a la segunda ha de ser igual a zy-yo, donde (xg, yo) es el punto de interseccién
de ambas circunferencias en el primer cuadrante. Responda razonadamente: ; Cuanto
vale p?

[P-2.19] Calcule el volumen del sélido de revolucién engendrado por la regién acotada
por y =6 — 2z — 22 y y = x + 6 al girar alrededor de la recta y = 3.

[P-2.20] Calcule el volumen del sélido de revolucién generado al girar la regién acotada
pory=a3+2+1,y=1,y x =1 alrededor de la recta = = 2.

[P-2.21] Calcule el 4rea de la regién encerrada por la funcién y = |22 — 4z + 3| entre
r=0yz=4.
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[P-2.22] Calcule el drea interior a la circunferencia de radio uno centrada en el origen, y
exterior a la curva dada por r = cos? 6.

[P-2.23] Calcule la longitud de la curva r = exp(#), 0 € (—o0,0].

[P-2.24] Calcule el volumen del sélido que se genera cuando el interior de la curva dada
por y? = 2%(z + 5) gira alrededor de:

1. el eje X.
2. el eje Y.
3. la recta x = —5.

[P-2.25] Sean las curvas Cy, Cy y C3, dadas, respectivamente, por y = In(cosz), y = 2/x,
y 22 + 4% = 5. Obtenga razonadamente:

1. La longitud del tramo de Cy comprendido entre x =0y = = 7/4.

2. El valor a que haga que el drea comprendida entre C y las rectas y = 0, x = 1,
vy r =« sea 1.

3. El volumen de revoluciéon obtenido al rotar, con respecto al eje X, el area
comprendida entre las curvas Co y C3 en el primer cuadrante.

[P-2.26] Calcule el volumen del sélido engendrado por la revolucién alrededor del eje Y
de la regién plana dada por f(z) = senz +cosz, 0 <z <m, y=—1.

[P-2.27] Calcule el drea contenida por la curva: r = 2(1 — cos6).

[P-2.28] Calcule el volumen del sélido engendrado por la revolucién alrededor del eje Y
de la regién plana dada por f(z) =1/(1+ vz —2),y=0,2 =2,z =6.

[P-2.29] Calcule el drea contenida por la curva: r = 15/(3 — 2 cos 9).

[P-2.30] Dada la curva y = 422, se pide:

1. Calcule el drea de la regién comprendida entre la curva y la tangente a la misma
que es paralela a la recta y = 2x en el primer cuadrante.

2. Calcule el volumen engendrado por dicha regiéon al girar alrededor del eje X.
[P-2.31] Dadas las curvas y = 1+ senx e y = 1 — senx, se pide:

1. Calcule el drea de la regién que limitan estas dos curvas y las rectas © = w/4 y
x =3m/2.

2. Considere ahora la region que limitan las dos curvas anteriores y las rectas ¢ = 0
y x = 7. Obtenga ahora el volumen que genera esta regién al girar alrededor
del eje Y.

[P-2.32] Calcule razonadamente, mediante integrales definidas:

1. el volumen de un cono de altura h y radio de la base R.
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2. el area de la superficie de dicho cono.

[P-2.33] Calcule el drea contenida por la curva r(0) = sen ?(46).

[P-2.34] Sea la regién plana R limitada por las curvas y = —22 +5 e y = |z —1|. Obtenga
razonadamente el volumen resultante de revolucionar R:

1. Alrededor del eje X.
2. Alrededor del eje Y.

[P-2.35] Calcule razonadamente el drea de la regién plana limitada por las curvas y = x,
y=2x,y=a’ey=a2/2

[P-2.36] Un servilletero se construye atravesando una esfera de radio 2r con un taladro
de radio r. ;Qué volumen de material se le retira a la esfera mediante este procedi-
miento?

[P-2.37] Calcule el volumen resultante de girar la seccién comprendida entre las curvas
f(z) = senz y g(x) = cosz para 0 <z < 7/4

1. alrededor del eje X.
2. alrededor del eje Y.
3. alrededor de = = 7/4.

[P-2.38] Calcule el drea contenida por la curva plana cerrada (22 + y?)? = |22 — ¢?|.

[P-2.39] Calcule razonadamente el drea de la regién limitada por y = exp(—x)|sen x|,
y=0 (x>0).
1

[P-2.40] Calcule el drea de la curva cerrada r = 11080056

[P-2.41] Calcule razonadamente el volumen del sélido engendrado al girar, alrededor del
eje X, la regién limitada por 22 + (y — b)?2 = a?, 0 < a < b.

[P-2.42] Sea A la regién del primer cuadrante acotada por la funcién y = z/2, el eje X y
la curva C' dada por 22/9 +3? = 1. Sea B el 4rea del primer cuadrante acotada por
la recta y = ma (m > 0), el eje Y y la curva C. Obtenga razonadamente el valor de
m que hace que A = B.

[P-2.43] Sea R la regién del primer cuadrante acotada por y = exp(x), y = |senz|, z = 0,
y © = 2m. Obtenga razonadamente:

1. El 4rea de R.

2. El volumen engendrado por R al girar alrededor del eje X.

[P-2.44] Calcule razonadamente el volumen del sélido obtenido al girar alrededor de y = 1
la regién de primer cuadrante acotada por x =y — y5.
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[P-2.45] Considere la regién plana A dada por los (z,y) tales que 7/4 < x < 3n/4d y
cosx < y < senzx. Calcule razonadamente su area.

[P-2.46] Sea la region A del ejercicio anterior, y sea ahora la regién B resultado de
imponer a la regién A la restricciéon anadida y > 0. Calcule razonadamente:

1. El volumen engendrado por B al girar alrededor del eje X.

2. El volumen engendrado por B al girar alrededor del eje Y.

[P-2.47] Sea la regién R limitada por y = 1/2? y las rectas = 1 y x = 4. Se desea dividir
R en dos regiones verticalmente simples de igual area. ;Qué recta x = d realiza esta
divisién?

[P-2.48] Las funciones y = 2%/2, y = 2+ 1, e y = 3 — x determinan entre sf tres regiones
cerradas en el plano. Calcule el drea de cada una de estas regiones.

[P-2.49] Una nina juega en la playa con un cubo que puede modelarse como un cono
truncado de radio menor r, radio mayor R y altura H. Si llena el cubo de arena
hasta una altura h, y, a continuacién, voltea el cubo para construir un torreén con
la arena que ha introducido en el cubo, jqué altura tendréd dicho torreén?

[P-2.50] Calcule razonadamente el volumen de un obelisco de altura h cuyas bases inferior
y superior son, respectivamente, rectangulos de lados Ay B,y a y b.

[P-2.51] Un depésito de combustible estéd formado por un cuerpo cilindrico, de radio r
y longitud H, y dos casquetes esféricos soldados a los extremos del cilindro. Estos
casquetes se obtienen a partir de una esfera de radio R. Calcule razonadamente la
superficie del depésito.

[P-2.52] Calcule razonadamente el area delimitada por las curvas y? =z y 2y? = 3 — .

[P-2.53] Calcule razonadamente el volumen del objeto de revolucién engendrado por la
2
x
region y = ———-—, = € [0, 1] al girar ésta alrededor del eje X.
22 —2rx+5
[P-2.54] Un camidn transporta gasolina en una cisterna en forma de cilindro eliptico. La
longitud de la cisterna es L, y los semiejes de su seccién eliptica son a y b. Para
medir el volumen de gasolina en la cisterna, se sumerge en ésta una vara desde su
parte superior hasta el fondo. Si, al extraer la vara, la porcién mojada por la gasolina
tiene longitud h, jqué volumen de gasolina hay en el depésito?

[P-2.55] Sea D la regién acotada por f(x) =z — 22 y el eje X.

1. Encuentre la pendiente de la recta que, pasando por el origen, divide D en dos
regiones de igual area.

2. Sea Dy la region acotada por f(z) y la recta obtenida en el apartado anterior.
Calcule el volumen del s6lido generado por la revolucion de D; alrededor del
eje Y.
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[P-2.56] Obtenga razonadamente, mediante una integral definida, el volumen de una
pirdmide de base rectangular, de lados a y b, y altura h.

[P-2.57] Calcule razonadamente el drea interior que tienen en comun las curvas r1(6) =
4senf y ro(0) = /8 cos(20).

[P-2.58] Sea la regién R dada por 22 +y? = 16, y = —22 + 4, x,y > 0. Calcule razona-
damente:

1. El 4rea de R.
2. El volumen engendrado por R al girar ésta alrededor del eje X.

3. El volumen engendrado por R al girar ésta alrededor del eje Y.

[P-2.59] Un sélido tiene una base limitada por y = exp(x), y = exp(—=x), y la recta
x = 1. Si todas las secciones planas perpendiculares al eje X son cuadrados, obtenga
razonadamente el volumen de dicho sélido.

[P-2.60] Obtenga razonadamente el drea delimitada por las curvas y = 2 + 3, y = 2% —

2$+3,y=—2$+7,y:1‘—2,y:O,ey:—Qac

[P-2.61] Sea la curva r(f) = 7/0, 7w < 6 < 27. Obtenga razonadamente el area com-
prendida entre esta curva y la porcién correspondiente de r = 1.

[P-2.62] Sea la regién R delimitada por las curvas y = exp(z), y = ex? y 2 = 0. Se
pide: (a) Calcule el volumen generado por la rotacién de R alrededor del eje X. (b)
Calcule el volumen generado por la rotacién de R alrededor de y = 5. (¢) Calcule el
volumen del sélido que tiene como base R y cuyas secciones transversales al eje X
son semicirculos.

[P-2.63] Considere la curva C, descrita paramétricamente mediante x = t2 —2, y = ¢3 —¢.
Se pide: (a) Calcule dy/dz. (b) Calcule la ecuacién de la recta tangente a C' en el
punto (2,6). (¢) Calcule el drea contenida por C.

[P-2.64] Sea la curva plana dada por () = 1/2 + cos(30). Se pide: (a) Represente
graficamente la curva para 0 < 6 < 27. (b) Calcule al drea contenida por los 16bulos
menores de la curva.

[P-2.65] Sea la regién R limitada por y = In(—z), 2 = 0, y = —1 e y = —4. Se pide:
(a) Calcule el drea de R. (b) Calcule el volumen engendrado por la rotacién de R
alrededor de x = —2.

[P-2.66] Calcule el volumen resultante de girar alrededor del eje X la regién dada por
3r=(y2+22)%%,0<x<1.

P-2.67] Calcule el area de la region plana limitada por las curvas y = M + 1,
*(z)
cos?(x
sen 2(z) . . -
= W, y el eje Y. (No es necesario que resuelva las integrales que plantee.)
oS

[P-2.68] Calcule el drea de la regién delimitada por la curva r(6) = /1 + cos?(46).
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[P-2.69] Calcule el volumen del sélido resultante de girar alrededor del eje y = 1 la regién
dadapory=In|z|,y=—-4dey=—1.

[P-2.70] Seala curvay = 1+a—ax? a > 0. Se pide: (a) Obtenga el area limitada por esta
curva y los ejes de cordenadas en el primer cuadrante. (b) Determine a de manera
que el area obtenida en el apartado anterior sea maxima.

[P-2.71] Un depdsito semiesférico de radio R metros se utiliza para almacenar agua. ;A
qué porcentaje de su capacidad se halla si la altura del agua almacenada es de R/3
metros?

[P-2.72] Un rectdngulo tiene un vértice en el origen, el vértice diagonalmente opuesto
en la curva y = bx", con x = a, y los lados paralelos a los ejes de coordenadas
(a,b,n > 0). Demuestre que el cociente entre el area de la parte del rectangulo que
estd debajo de la curva, y el area total del rectangulo depende sélo de n (no depende

de a yb).
3
[P-2.73] Sealaregion R limitada por y = 3 y =0,y x = —2. Calcule razonadamente
T —
el drea de R.
241
[P-2.74] Sea la regién R limitada por y = Y= —5. Calcule el volumen de
:I: —_—
revolucién resultante de girar R alrededor de los ejes: (a) y =0, (b) x =0, (¢) y = 2,

y (d) z =2.

[P-2.75] Calcule, para cada par de curvas dado, el drea de la regiéon comprendida entre
el interior de r1 y el exterior de ro: (a) 11 = 2, ro = 4senf; (b) r1 = 2sen6,
r9g =2 — 2senb.

[P-2.76] La base de un sélido estd formada por la regién limitada por z = 0, y = 0,
x =m7/2, e y = senxz. Ademads, se sabe que cada seccién del sélido perpendicular al
eje X es un triangulo equildtero. Obtenga razonadamente el volumen del sélido.

[P-2.77] Sean las curvas planas dadas por 7% () = a? sen (20) y 73 () = a? cos(26). Calcule
el area comun al interior de ambas curvas.

[P-2.78] Sea la regién R limitada por y = (z +2)%, y =2+ 2,y 2 = a,a > 0. Se pide:
(a) Calcule el drea de R; (b) calcule el volumen engendrado por la rotacién de R
alrededor de x = a.

[P-2.79] Sea la regién limitada por la funcién f(z) = 23/(2? — 1) y las rectas y = 2 y
x = 0. Obtenga el volumen resultante de girar dicha region alrededor del eje x = 2.
[P-2.80] Obtenga razonadamente el drea de la regién limitada por las curvas: 22 +y? = a?,
(r—a)’+(y—a)P=ad% 22+ (y—a)? =d% (r—a)’+y*=a?, 0<z,y < a(a>0).
[P-2.81] Obtenga el drea interior comin a las curvas r1(6) = 1 —cos(#) y r2(0) = cos(6).

x3

[P-2.82] Proponga cémo calcular al 4rea limitada por y?> = ,x = 2a,a > 0.

a—x
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[P-2.83] Proponga cémo calcular el volumen generado por la revolucién de la regién del
ejercicio anterior (con a = 2) alrededor del eje z = 4.

1
1 — cos(6)
Represente aproximadamente esta region; (b) calcule razonadamente su area.

[P-2.84] Sea la regién plana dada por r(0) = ,0 =7/4,0 = 7/2. Se pide: (a)

[P-2.85] Sea la regién R delimitada por las curvas y = 2%/2 e y = 2% /4 — 22 /2. Obtenga
razonadamente el volumen engendrado por la rotaciéon de R alrededor de x = 3.

[P-2.86] Sean las curvas r1(6) = 3 y r2(0) = 6 cos(26). Determine razonadamente el drea
de la region interior a ambas curvas.

[P-2.87] Obtenga razonadamente el volumen del objeto delimitado por (z/3)% + (y/2)% +
22 =1, ylos planos y = V3 ey = 1.

[P-2.88] Considere la regién R delimitada por las curvas y = /z, y = V2z, y = 22/3, e
y = 22 /4. Calcule razonadamente: (a) el drea de R; (b) el volumen engendrado por
R al girar alrededor del eje z = —1.

[P-2.89] Considere las regiones R; y Ro delimitadas, respectivamente, por las curvas
r1(0) = 3senf y ra2(f) = 3cos(26). Obtenga razonadamente el drea de la regién
R=R1NRsy.

[P-2.90] Considere la regién R delimitada por las rectas © = w/4, x = 7, y las funciones
f(z) = sen (3z) + 2 y g(x) = cos(2z). Determine razonadamente: (a) El drea de R;
y (b) el volumen resultante de rotar R alrededor del eje z = —.

[P-2.91] Determine el drea limitada por 2% + y* = 22 + 2.

[P-2.92] Calcule razonadamente el drea delimitada por f(z) = |z| + |z — 1|, x = —1,
x=2yel egje X.

[P-2.93] Sea la curva C dada por (z — 4a)y? = ax(x — 3a), con a > 0. Obtenga razo-
nadamente: (a) una representaciéon aproximada de C; y (b) el volumen del cuerpo
engendrado al girar alrededor del eje X el interior de C.

[P-2.94] Obtenga de manera razonada el drea contenida por la curva z? + 32 —x =

V2 + 2.

[P-2.95] Determine razonadamente \ para que las curvas y = A\x? e y = Inx sean tan-
gentes. Calcule el darea comprendida entre las dos curvas y el eje X.

[P-2.96] Sean las funciones f(z) = 2sen(wz/4) y g(x) = sen(mz/2). Determine razo-
nadamente: (1) el drea de la regién limitada por f(z), g(x) y las rectas = 0 y
x = 6; (2) el volumen resultante de la revolucién de la regién anterior alrededor del
eje x = 8.

[P-2.97] Obtenga razonadamente el drea de la regiéon de R? que es interior a las curvas
2 +y? =4z, 22 + y? = 4y, y exterior a las curvas 22 + y? = 2z, 22 + % = 2.
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[P-2.98] Sea la curva dada por y = 22 — 3|z| + 2. Calcule razonadamente: (1) el 4rea
limitada por dicha curva y las rectas y = 0, z = —1 y = 2; y (2) el volumen
generado por la revolucién, alrededor del eje x = 4, de la region del apartado anterior.

[P-2.99] Calcule razonadamente el drea de la regién polar plana que es exterior a ri(0) =
2sen (30) e interior a r2(#) = 4sen (0).

[P-2.100] Calcule razonadamente el area comprendida entre las curvas (z/a)?+(y/b)? = 1
v (22 +12)% = a2a? + b2y2.

[P-2.101] Considere la regién limitada por la curva y? = 4ax y la recta x = a. Obtenga
razonadamente el volumen resultante de la revolucién de dicha region alrededor de
la propia recta x = a.

[P-2.102] Obtenga razonadamente: (a) el drea encerrada por la curva o —ax?®+b%y? = 0,
con a,b > 0; (b) el volumen engendrado por dicha regién al girar alrededor del eje

X.

[P-2.103] Obtenga razonadamente el drea de la regién limitada por las curvas 2% —3? = 14
y 22 + 9% = 34.

[P-2.104] Considere la regién R limitada por la curva y = exp(—2z) y las rectas y =
exp(—2) y « = 0. Determine razonadamente: (a) el volumen del objeto que tiene
como base R y sus secciones transversales al eje X son cuadrados; (b) el volumen
resultante de la revolucién de R alrededor de la recta y = —1; y (c) el volumen
resultante de la revolucion de R alrededor la recta x = —1.

[P-2.105] Determine razonadamente el area contenida por la curva r(0) = 2 sen #+3 cos 6.

[P-2.106] Considere la regién plana R limitada por las curvas:

(722) ()= (57) < () =n mmasemo

Determine razonadamente: (a) El drea de R. (b) El volumen resultante de rotar R
alrededor del eje = —1. (No es necesario, en el apartado (b), realizar las integrales.)

[P-2.107] Sea la curva r(f) = 1—2sen (30). Obtenga razonadamente el cociente entre las
areas de sus l6bulos menores y mayores.

[P-2.108] Obtenga razonadamente el drea de la regién limitada por la curva y = (22 —

1)/(z% + 1) y su asintota.

[P-2.109] Considere la regién R limitada por las curvas y = 22/(2a), y = Va2 —a? e
y = 0 (z > 0). Dertermine razonadamente el volumen engendrado por la rotacién
de R alrededor de la recta x = 3a.

[P-2.110] Sea la regién limitada por la funcién f(x) = 1/(1 —z)'/3 y la recta y = 0 en el
intervalo [0, 1). Calcule razonadamente: (a) El volumen resultante de rotar la regién
alrededor del eje X. (b) El volumen resultante de rotar la regién alrededor del eje
=1
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[P-2.111] Un vaso cilindrico de cristal de radio R rota alrededor de su eje con una veloci-

dad angular w. En su interior hay un fluido que, si se observa frontalmente, presenta
un perfil del tipo z(r) = zg + w?r?/(2g), donde r es la distancia al eje, g es la gra-
vedad, y zp > 0. Determine razonadamente la altura del fluido en el vaso antes de
iniciarse la rotacion.

[P-2.112] Considere la regién plana R limitada por las curvas:

() () =n (557) () = e

Determine razonadamente: (a) El drea de R. (b) El volumen resultante de rotar R
alrededor del eje x = —1. (No es necesario, en el apartado (b), realizar las integrales.)

[P-2.113] Sea la curva r(f) = 1 —2sen (30). Obtenga razonadamente el cociente entre las

areas de sus 1ébulos menores y mayores.

2

[P-2.114] Obtenga razonadamente el area de la regién limitada por la curva y = (x* —

1)/(x? + 1) y su asintota.

[P-2.115] Considere la regién R limitada por las curvas y = 22/(2a), y = V22 —a? e

y = 0 (z > 0). Dertermine razonadamente el volumen engendrado por la rotacién
de R alrededor de la recta z = 3a.



Capitulo 3

Series infinitas

Antes de adentrarnos, en el siguiente capitulo, en el calculo de varias variables, vamos
a resumir en este capitulo unos resultados minimos de andlisis de series infinitas que
todo estudiante de ingenieria debe conocer. Centraremos nuestra exposicion en el estudio
de la convergencia de estas series. Terminaremos con el desarrollo en serie de Taylor de
una funcién, un resultado que nos permite aproximar cualquier funciéon, sea algebraica o
trascendente, mediante un polinomio, siempre que dispongamos de informacién sobre las
derivadas de la funcién en un determinado punto de su dominio.

3.1. Conceptos basicos

Para un estudiante de Ingenieria de Telecomunicacién, las series infinitas son unos
objetos matematicos de uso frecuente, tanto en el Electromagnetismo Aplicado como en la
Teoria de la Senal. Una serie infinita es una suma de un ntimero infinito de términos que,
en nuestro caso, seran siempre nimeros reales. De manera compacta, una serie infinita se
puede escribir de la forma:

E an,
n

en donde n es un indice entero, y a,, es el denominado término general de la serie. La serie
puede ser bilateral, si n va de —oco a 0o, o unilaterial, si n va de 0 a co o de —oo a 0.

Conocer el valor de una serie, el resultado de la suma infinita representada por la
ecuacién anterior, es, en general, muy complicado. Una serie para la que se conoce el valor
de su suma es la serie geométrica. Tiene esta forma general:

o
Z ar”,
n=0

en donde a # 0 y r es la denominada razon de la serie. El resultado que se tiene es el
siguiente: Si |r| > 1, la serie diverge; por el contrario, si 0 < |r| < 1, entonces la serie
converge a a/(1 —r).

En muchas ocasiones nos conformaremos con poder dictaminar si una serie es o no
convergente, sin preocuparnos realmente por su valor concreto de convergencia. En la

35
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seccién siguiente vamos a proporcionar un conjunto minimo de criterios con los que poder
determinar si una serie es o no convergente.

3.2. Criterios de convergencia

Existen distintas técnicas, dentro del Analisis Real, que permiten estudiar la conver-
gencia de las series infinitas. Nosotros vamos a limitarnos en esta seccién a enumerar, sin
justificacién de ninguna clase, las de aplicacién mas directa.

3.2.1. Criterio del término general

Es un criterio de muy sencilla aplicacion. Basta con calcular el limite lim,, o0 @y. Si
este limite diverge, la serie también diverge. Veamos un par de ejemplos de uso.

n!

L Ejemplo 1: Z'rc;,ozl m

verge.

Como el limite del término general es 1/2, la serie di-

1
» Ejemplo 2: Y 7, —. Como el limite del término general es 0, no podemos concluir,

con este criterio, nada sobre la convergencia de esta serie.

3.2.2. Ciriterio de la integral

Este criterio permite analizar la convergencia de series con términos positivos.
Sea f(x) una funcién positiva, continua y decreciente Vax > 1, y sea a,, = f(n). Se tiene
oo

entonces que y >~ a, converge o diverge si la integral impropia f(z)dz converge o
1
diverge.

n
» Ejemplo1: ) 7, 1 En este caso la integral impropia correspondiente diverge,
n
por lo que la serie, de igual manera, divergera.
. o0 1
» Ejemplo 2: ) 7 | —

n*+1
lo que la serie convergerd. Ojo: No estamos probando que converja a /4, sino que

converge. No sabemos a qué.

. En este caso el valor de la integral impropia es /4, por

3.2.3. Criterio del cociente

An+1 .
"t Qe tiene

Sea una serie infinita con términos no nulos, y sea el cociente @, =
n

que:

m Silim, o @, < 1, la serie es convergente.
s Silim, o @, > 1, la serie es divergente.

» Silim, , @, = 1, el criterio no es concluyente.
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n

2
» Ejemplo 1: > °

- En este caso el limite del cociente es 0, por lo que la serie es
n!

convergente.

nTL
» Ejemplo 2: > s Ahora el limite del cociente es e, con lo que la serie diverge.

n
» Ejemplo 3: Z;L’O:l(—l)”\fl. En esta ocasion limite del cociente es 1, con lo que

no podemos determinar, con este criterio, si la serie es o no convergente.

3.2.4. Criterio de la raiz

1/n

Sea una serie infinita, y sea P,(x) = |a,|"/™. Se tiene que:

= Silim,_,o P, < 1, la serie es convergente.
= Silimy, o Py > 1, la serie es divergente.

s Silim,_,- P, = 1, el criterio no es concluyente.

2
» Ejemplo 1: ) >, exp(2n)

es convergente.

. En este caso el limite de P, se anula, por lo que la serie

» Ejemplo 2: Y exp(—n). Ahora el limite del cociente es 1/e, con lo que la serie
converge.

3.3. Desarrollo en serie de Taylor
Sean una funcién f(x) con derivadas de cualquier orden en el punto x = c. Se llama

desarrollo en serie de Taylor de f(z) alrededor de x = ¢ a la siguiente serie de potencias
de la variable independiente desplazada x — c:

o0
Z an(z — )",
n=0

donde los coeficientes a,, vienen dados por:

_ f(e)

n!

Gn )

con ag = f(c). Si ¢ = 0 el desarrollo recibe el nombre de desarrollo en serie de Maclaurin.

Los desarrollos anteriores permiten aproximar funciones mediante polinomios. Asi,
suele denominarse polinomio de Taylor de grado n al polinomio resultante de truncar el
desarrollo de Taylor hasta la inclusién del término de grado n:

n

pn(x) = Z a;(z — c)i.

1=0
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En general p,(z) es una buena aproximacién de f(x) en el entorno del punto x = c.
Esta aproximacion es tanto mejor cuanto mayor sea n.

El desarrollo en serie de Taylor es una herramienta muy 1til en el cdlculo de funciones
trascendentes, y en la representacién sencilla (polindmica) de funciones cuya manipulacién
pueda resultar muy compleja.

3.4. Ejercicios propuestos

[E-3.1] Estudie la convergencia de las siguientes series:

> 3(3/2)" Zlnzﬂ Z\/ﬁ Do Dt

n=0 nfl n= n=0 n=1 n=1

2 n(n+1) 2 n(n +2) 2 (06" > n+1 2. 3n+5
n=1 n=1 n=0 n=1 n=1

> =1 =1 = Inn
Znexp(—n/Q) 273 Z 13 Z 3
n n n
n=1 n=1 n=1 n=2
[E-3.2] Estudie la convergencia de las siguientes series mediante el criterio del cociente:

n n24n

i z:: 2n+1)!

n=0

Lr L

[E-3.3] Estudie la convergencia de las siguientes series mediante el criterio de la raiz:

> n\" = 4n+3\" /1 1\" X n
;(271—1—1) ;(271—1) nZ:Oexp(—n) Z(n_nQ> Z(lnn)”
3.5. Problemas propuestos

oo
[P-3.1] Estudie la convergencia de la serie Z nexp(—n?).

n=1
[P-3.2] Estudie la convergencia de las series siguientes:

n

=
M8
3\3

I

n+1\"
2n+1) °

i
L

o

i
I
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(o9}
[P-3.3] Estudie la convergencia de la serie Z n* exp(—n?).

n=1

P-3.4] Estudie | de 1
[ | Estudie la convergencia de la serie Zn2+ T

xn

(n+2)(n+ x)5"

[P-3.5] Estudie la convergencia de la serie Z

[P-3.6] Estudie la convergencia de las series siguientes:
n24n

o
L Z (2n +1)!

n=

()

[P-3.7] Estudie la convergencia de las siguientes series:
n29n+1
37'L

n=0

o
exp(2n)
2. ) —
n=1

[P-3.8] Estudie la convergencia de la serie infinita Z

n In n’
oo
[P-3.9] Estudie la convergencia de la serie Z \/7%
=1
2n+3

[e.e]
[P-3.10] Estudie la convergencia de la serie ngl 1)

[oe) n
2

[P-3.11] Estudie la convergencia de la serie E (5(11)) .
n

(="

[P-3.12] Estudie la convergencia de la serie Z W
n

[P-3.13] Estudie la convergencia de las siguientes series:

parax > 5y x < 5.

39
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[P-3.14] Estudie la convergencia de estas series infinitas:
o0
-1 n24n
Ly
= (2n +1)!

5 200 =30\
'Z<2n+1> '

n=0

[P-3.15] Calcule de manera aproximada In(1.2). Emplee, para ello, tres sumandos (apro-
ximacién cuadratica) del desarrollo en serie de Taylor de la funcién In(z) alrededor
de z = 1.

[P-3.16] Considere la funcién f(z) = 2* + 1. Se desea calcular el valor de esta funcién
en z = 1.1, para lo cual se propone realizar un desarrollo en serie de Taylor de f(z)
alrededor de x = 1. Determine, incorporando en el desarrollo hasta el término de
orden cuadratico, f(1.1).



Capitulo 4

Funciones de varias variables

En los capitulos precedentes hemos tratado los fundamentos, y algunas aplicaciones,
del calculo infinitesimal con funciones de una variable. Como se ha visto, con estos co-
nocimientos se pueden modelar y resolver problemas de una complejidad limitada. Sin
embargo, en muchas disciplinas técnicas precisaremos de una mayor potencia descriptiva
en nuestros modelos, la que facilita la consideracién de més de una variable independiente.
En la asignatura Ampliacién de Matemaéticas veremos con cierta profundidad el Anélisis
Vectorial, la teoria que permite la manipulaciéon de campos, que pueden verse como funcio-
nes generales, escalares o vectoriales, de varias variables independientes. En este capitulo
y en el siguiente nuestro objetivo serd més modesto: Pretendemos hacer una transicion
relativamente suave del cdlculo de funciones de una variable al calculo multivariable. Para
ello, y con el objetivo de mantener la discusiéon simple, consideraremos, casi de manera
exclusiva, funciones de dos variables, si bien dejaremos claro que muchas de las ideas
introducidas son generalizables al caso de mas variables independientes.

4.1. Funciones de varias variables

La funcién de varias variables mas sencilla es la funcién de dos variables. Podemos
definir una funcién de dos variables de la forma f: X — Y, en donde X es el dominio de f
e Y su imagen. En nuestro caso, X serd un subconjunto de R? e Y de R. Asi, generalizando
lo visto para la funcién de una variable (y = f(z)), diremos ahora que z = f(x,y), con
(z,5) € X y z € Y. Como ejemplo, considere la funcién z = 22 + y? (paraboloide).

La forma natural de representar una funcién de dos variables es recurriendo a R3.
Puesto que f asigna un valor z a cada punto (z,y) del dominio X, podemos representar
esta asignaciéon mediante el punto (x,y, z). Asi, la altura z del punto es el valor que toma
la funcién para el punto (z,y) del dominio (suelo). Si recorremos todo el dominio de
f, obtenemos un conjunto de puntos en R3 que podemos interpretar como una superficie.
Considere, como ejemplo, la funcién z = /1 — (22 + y?). Podemos representar esta funcién
mediante el hemisferio superior (z > 0) de la esfera de radio uno centrada en el origen.
Claramente, el dominio de esta funcién lo formarfan los puntos del circulo z2 + 3% < 1.

Es posible representar funciones de dos variables sin recurrir a R3. Esta técnica plana
recibe el nombre de representacion mediante curvas de nivel. Se trata de representar en el
plano los puntos del dominio de la funcién para los que ésta alcanza un determinado valor k.

41



42 CAPITULO 4. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Para el caso del ejemplo anterior, representarfamos los (x, y) tales que /1 — (22 + y?) =

lo que constituye, para distintos valores de k, una familia de circunferencias concéntricas
alrededor del origen de coordenadas: 2 4 y? = 1 — k2. Esta técnica es muy usada en la re-
presentacién de mapas de presién atmosférica (las lineas de igual presion, k, se denominan
isobaras) y en las representaciones cartograficas.

Todo lo dicho hasta el momento para funciones de dos variables puede generalizarse a
un numero indeterminado de variables. Asi, podriamos definir una funcién de n variables
de la forma: z = f(x1,...,x,). Ahora X seria un subconjunto de R". Evidentemente, la
manipulacion grafica de este tipo de funciones es muy complicada, particularmente si n
es grande. Observe que para describir la dindmica espacio-temporal de un campo escalar
(por ejemplo, la presién atmosférica) son necesarias cuatro variables independientes, tres
espaciales y una temporal: P = f(z,y, z,t).

4.2. Limites y continuidad

Al igual que ocurria en el caso de las funciones de una variable, también ahora la idea
de limite es esencial en el estudio de la continuidad y diferenciabilidad de funciones de
dos o més variables. El contexto, no obstante, se hace de una complejidad mayor, lo que
obliga a introducir nuevas ideas y extremar la cautela.

El limite, como vimos, es una herramienta de andlisis microscépico. En el caso de
las funciones de una variable, observamos, en el entorno de un punto z, las variaciones
correspondientes en el entorno de f(x). Ahora debemos considerar el entorno de un punto
(z,y). En el primer caso, y hablando de una manera algo grosera, un punto x tiene puntos
a su derecha y puntos a su izquierda, con lo que podremos acercarnos a €l en una misma
direccién, pero sélo en estos dos sentidos. En el caso de un punto de R? la definicién
de entorno de un punto es algo més sutil: podemos acercarnos a (x,y) desde infinitas
direcciones. Por tanto, cuando escribimos

lim x,y) =L,
(w7y)—>(xo7yo)f( v)

queremos indicar que la convergencia al valor L se produce en todas las direcciones posibles
en las que es posible aproximarse al punto (zg, yo).

Hecha esta precision, podemos ya explicitar las condiciones, muy similares a las vistas
para funciones de una sola variable, bajo las que una funcién f(z,y) es continua en (xo, yo):

1. f esta bien definida en (zo, yo).

2. lim f(z,y) existe.
(z,y)—(z0,y0)

3. lim f(xv y) = f(.’E(], yO)'
(z,y)—(z0,y0)

Logicamente, una funcién f es continua si lo es en todos los puntos de su dominio X.
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4.3. Derivadas parciales

En las funciones de una variable hemos visto que el concepto de derivada se asienta
directamente en la idea de limite. Ocurre lo mismo en el caso de funciones de dos variables,
pero con la complejidad adicional introducida en la seccién anterior. Una forma de evitar
esta complejidad, y, a la vez, obtener informacién sobre la wvariabilidad de la funcion,
consiste en emplear el concepto de derivada parcial.

Considere una funcién z = f(z,y) y un punto (xg,yo) de su dominio. Como vimos
en la Seccién 4.1, podemos visualizar esta funcién como una superficie. Si seccionamos
esta superficie mediante el plano y = yg obtenemos una curva, la funcién de una variable
z = f(x,y0). De manera andloga, si seccionamos la superficie mediante el plano x =
xo, la curva resultante serfa z = f(xo,y). Sobre estas curvas (ambas funciones de una
variable), podemos calcular sus derivadas, que nos proporcionarian el grado de variacién
de la funcién sobre los planos seccionadores. Estas derivadas se denominan parciales y se
definen respectivamente asi:

of _ i f(xo + h,90) — f(x0,%0)

- = lim ,
8$ (I07y0) h—0 h

of _ f(zo,y0 +h) — f(x0,%0)

—_— = 11m .
8y (ﬂfo,yo) h—0 h

La primera es la derivada parcial de la funcion con respecto a x, y la segunda con
respecto a y. Es posible emplear una notacién méas compacta para las dos derivadas par-
ciales anteriores: f, y fy, respectivamente. Obsérvese que el cdlculo de estas derivadas
puede realizarse empleando las reglas de derivacion convencionales de las funciones de una
variable, sin més que tratar como una constante a la otra variable.

Es posible definir derivadas parciales de orden superior. Por ejemplo, la derivada parcial
de segundo orden de f con respecto a x seria:

o (Of\ O*f
895(83:>_8952_fm'

También cabe definir derivadas parciales cruzadas:

0 (8f>_ 0% f oy
TYs

0z \dy )  Oxdy
o (ory_ s
oy \ox ) oyox Y

El Teorema de Clairaut establece que si f, fz, fy, fey, ¥ fyz estdn bien definidas y son
continuas en el entorno de un punto, entonces f;, = fyz en dicho punto.

4.4. Reglas de la cadena

Como es sabido, la regla de la cadena, para funciones de una variable, permite obtener
la derivada de una funcién compuesta. Si partimos de la funcién f(z), y x = z(t), podemos
definir w(t) = f(x(t)), en cuyo caso:
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dw dx
/
w'(t) = ——.
®) dx dt
Con funciones de dos variables es posible definir méds de una regla de la cadena, de-
pendiendo de cémo sean los términos en que se defina la composicién sobre las variables
intermedias.

Sea la funcién z = f(x,y), y supongamos, por simplicidad, que x e y dependen sélo
de una variable intermedia t: © = z(t) e y = y(t). Tendriamos, por tanto, que w(t) =

f(x(t),y(t)), con lo que:

of d of d
_ Ofdx  Ofdy

/
w(t) = . 4.1
®) Oxr dt = Oy dt (4.1)
Pero z e y podrian ser funciones de dos variables intermedias: z = x(u,v), y = y(u,v).
En este caso w(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) seria una funcién de dos variables, por lo que

podriamos, en principio, calcular sus dos derivadas parciales:

ow_owor _owdy
ou OxOu Oy ou’
ow_owor _owoy
v Oz dv Oy dv’

Es inmediato generalizar estos resultados a funciones de mas de dos variables. Estos
resultados serdn de utilidad en la asignatura Ampliacién de Mateméticas, en la parame-
trizacién de curvas y superficies, y en su interactuacion con campos.

4.5. Derivadas direccionales y gradiente

Al introducir las derivadas parciales, partiamos de una funcién de dos variables,
z = f(z,y), que interpretdbamos como una superficie a la que realizébamos secciones
transversales a los ejes X e Y. Esto daba lugar, respectivamente, a las derivadas parciales
de f con respecto a y y x. Podemos pensar en seccionar la superficie por un plano vertical,
que pase por el punto (xg,yo), pero que no sea necesariamente paralelo a los ejes X e
Y. Consideremos que ese plano esté formado por los puntos que verifican la ecuacion de
la recta en el plano OXY, y = mx + n,Vz. Como el punto (zg,yp) pertenece a la recta,
vamos a escribir la recta en su forma paramétrica x(t) = zo + ta1, y(t) = yo + taz, don-
de a = (a1, a2) serfa su vector director (y que suponemos unitario). Por tanto, la curva
interseccién de nuestra superficie z = f(z,y) y este plano sera:

z(t) = f(z(t),y(t)) = f(zo + tar, yo + taz).

Si derivamos esta ecuacién con respecto a t, y sustituimos t = 0, obtendriamos la
variacién de f en el punto (xg,yo) en la direccién dada por a. Usando la regla de la cadena
de la seccién anterior (4.1):

)+ 2Ly (t) = fuar + fya.

) - L) 01 ) 0F

dt - Oz
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Esta expresién puede ser escrita vectorialmente reconociendo un producto escalar de
dos vectores, con lo que la variacién de f buscada seria:

Df($,y)a|(x07y0) = [f$7fy]|(gj0,y0) s a.

Observe que, puesto que hemos supuesto el vector a unitario, la expresién anterior
puede interpretarse como la proyeccién del vector entre corchetes en la direccién dada por
a. Este vector de derivadas parciales se denomina el gradiente de la funcién f(z,y), y suele
representarse de forma compacta como:

vf = [frvfy] .

Asi pues, podemos concluir que el vector gradiente de una funcién contiene de alguna
forma todas las variaciones posibles de f. Si lo proyectamos en la direcciéon a, extraemos de
él la variacién correspondiente a esta direccién concreta, que es lo que llamamos derivada
direccional de f.

Por otra parte, la direccion del vector gradiente en un punto nos indica la direccion de
maxima variaciéon de f desde ese punto. En efecto, si calculamos la derivada direccional
de f en la direccion a obtenemos:

Df(x, y)a|(x07y0) = ‘Vﬂ(a:o,yo) COSQ’

donde 0 es el dngulo formado por el gradiente y el vector unitario a. Evidentemente, la
derivada direccional serd maxima cuando cos(f) = 1; es decir, cuando la direccién de a
coincida con la del gradiente.

Para terminar esta seccion vamos a demostrar un interesante resultado: el gradiente
de una funciéon en un punto es siempre perpendicular a las curvas de nivel de la funcién
en dicho punto.

Hemos visto en la Seccién 4.1 que una forma de representar funciones de dos variables
es mediante curvas de nivel: Dada una funcién z = f(z,y), sus curvas de nivel estdn
formadas por los puntos (x,y) tales que la funcién en ellos toma un valor constante k.

El alumno suele estar familiarizado con el hecho de que una recta admite una repre-
sentacién paramétrica (acabamos de usar este hecho un poco més arriba), pero no tanto
con el hecho de que cualquier curva plana admite una representacion parametrica de la
forma r(t) = [z(t),y(t)], con t € [to,t1], donde las funciones x(t) e y(t) verificardn una
cierta condicién. Considere estos dos ejemplos sencillos: (1) La curva y = 22, entre z =0 y
r = 2, puede ser representada paramétricamente como r(t) = [t,¢2], Vt € [0,2]; (2) la cir-
cunferencia 22 +y? = 1 puede ser parametrizada de manera polar como r(t) = [cost, sent],
vt € [0, 27].

Sea ahora una curva de nivel de la funcién z = f(z,y), la dada por los (z,y) que
cumplen f(z,y) = k. Supongamos que esta curva admite una representacién paramétrica
del tipo: r(t) = [x(¢),y(t)], Vt € [to,t1]. Por tanto:

f(x(t),y(t)) = k.

Si derivamos esta ecuacién con respecto a ¢, obtenemos:
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fod (t) + fy/'(t) = 0.

Esta ecuacién puede reformularse como un producto escalar de dos vectores:

Vf-r'(t) =0,Vt € [to, t1],

con r'(t) = [2/(t),y'(t)], que puede interpretarse como el vector tangente a la curva en
cada punto (convénzase de este hecho). Por tanto, la ecuacién anterior establece que el
gradiente de la funcién en un punto es siempre perpendicular al vector tangente a la curva
en ese punto, lo que equivale a decir que curva y gradiente son perpendiculares en cada
punto, que es lo que queriamos demostrar.

Por supuesto, todo lo dicho puede generalizarse a funciones de mas de dos variables,
sin mas que anadir méas componentes, tantas como variables, al vector gradiente.

4.6. Interpretacion geométrica del gradiente

En esta seccion vamos a conectar algunas de las ideas anteriores, referidas a funciones
de dos variables, con superficies.

Considere una superficie arbitraria definida implicitamente por los (z,y, z) € R? tales
que verifican una cierta condicién F(z,y,z) = 0. Considere un punto cualquiera de dicha
superficie P(xg,yo, 20). Estamos interesados en obtener la ecuacién del plano tangente a
la superficie en el punto dado.

Sean dos curvas cualesquiera, pertenecientes a la superficie, y que pasen por el punto
P(xo,Y0,20): T1(t) = [21(t),y1(2),21(1)] ¥ r2(t) = [22(t), y2(t), 22(1)], con (xo,yo,20) =
ri(t1) = ra(t2). Por pertenecer a la superficie, habran de verificar la ecuacién implicita de
éstas

Fla(t),y1(8), 210)) |0 = 0, F(z2(1), y2(t), 22(8)) |1, = 0

Si derivamos ambas ecuaciones con respecto a t, obtenemos (véase la seccién anterior):

VE 1i(t)le, = 0= VF - ry(t)|s,-

Recuerde que r)(t1) y rh(t2) son ambos vectores tangentes a la superficie en el punto
P, por lo que forman parte del plano tangente a la superficie en P. Por tanto, podemos
concluir que VF' es un vector normal a la superficie en el punto P. Vamos a ilustrar todo
esto con un ejemplo.

Considere la superficie F(z,y,2) = 22 +y?+2—9, y sea P(1,2,4). Si calculamos VF|p
obtenemos: (2,4, 1). Con lo que el plano tangente tendra la forma general: 2z+4y+z+D =
0. Como el plano ha de pasar por P, esto es posible s6lo si D = —14, con lo que el plano
buscado es 2x + 4y + z — 14 = 0.
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4.7. Extremos de funciones de varias variables

En la Seccion 4.5 hemos visto que el calculo diferencial con funciones de dos variables es
considerablemente méas complejo que el de las funciones de una variable. En este contexto
de mayor complejidad, tratamos ahora de determinar si, como ocurre en el caso de las
funciones de una variable, la diferenciacién nos permite obtener los puntos extremos de
una funcién de dos variables.

Considere una funcién cualquiera z = f(x,y). Gréficamente, sabemos que podemos
visualizar esta funcién como una superficie en R3, compuesta por aquellos puntos (z, vy, 2)
que cumplen la condicién de pertenencia F'(z,y,z) = 0, donde, en este caso, F(z,y,z) =
z — f(z,y). Esta superficie alcanzara un méximo en un punto si, en dicho punto, el plano
tangente a la superficie es paralelo al plano OXY (suelo). Tal y como hemos demostrado
en la seccién anterior, esto ocurrird cuando VF = (0,0,=£1); es decir, cuando Vf = 0.
Por tanto, disponemos de una via para obtener los puntos candidatos a ser maximos o
minimos de una funcién f(z,y): su gradiente en dichos puntos debe anularse. Esta via
serfa la equivalente a f’(x) = 0 para el caso de funciones de una variable. En el caso de
funciones de una variable, los puntos que cumplian esta condicién podian ser m&aximos,
minimos o puntos de inflexién, y eran detectados, respectivamente, por las condiciones
f(x) <0, f'(x) >0y f"(x) = 0 (véase la Seccién 1.4). Un criterio similar, pero més
complejo, puede obtenerse para las funciones de dos variables. Para ello, vamos a definir
previamente el Hessiano o discriminante de f(x,y) como el siguiente determinante:

Hww=| 7

El criterio es el siguiente: Si (x,y) es un punto critico de f (V f(x,y) = 0), el Hessiano
en dicho punto puede ser:

s Positivo: En este caso:

e Si fzz >0en (x,y), (z,y) es un minimo.

e Si fzz <O0en (2,y), (z,y) es un maximo.

» Negativo: (z,y) es un punto de silla; es decir, un punto que puede verse como un

méximo o minimo en funcién de la direccién en la que se observel.

» Nulo: El criterio no es concluyente sobre el cardcter de (x,y).

Para practicar el uso de este criterio, se propone demostrar que la funcién f(z,y) =
3y? — 2y3 — 322 + 62y posee un punto de silla en el punto (0,0), y un méximo en el punto
(2,2).

Al igual que ocurria con las funciones de una variable, son muchos los problemas de
optimizacion que pueden ser atacados con este criterio. Como ejemplo sencillo considere el
siguiente problema: Una empresa de transporte sélo admite cajas rectangulares tales que

La denominacién hace referencia al lugar de la silla de montar en la que sitiia el jinete: Si se observa
este punto en la direccién que va de la cabeza a la cola del caballo, serd un minimo; por el contrario, si
dicho punto se observa en la direccién transversal, de un estribo al otro, serd un maximo.
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la suma de su longitud y su perimetro transversal no supere los 270cm. ; Qué dimensiones
de caja conviene emplear para que el volumen de la caja sea maximo? Solucién: Altura
45cm, longitud 90cm, anchura 45cm.

4.8. El método de los multiplicadores de Lagrange

Existe una familia de problemas de optimizacién muy frecuentes en la préctica; son
aquellos en los que hemos de optimizar una funcién objetivo f(x,y), pero la solucién, (z,y),
estd ademads sujeta a una restriccion, que expresamos de manera general como g(z,y) =0
(el problema con el que cerrabamos la seccién anterior puede interpretarse de esta manera).
Esta familia de problemas se denominan problemas de optimizacion restringida, y pueden
ser atacados mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Veamos en qué consiste
este método.

Vamos a partir de la restriccién g(x,y) = 0. Podemos interpretar esta restriccion
como la condicién a verificar por los puntos pertenecientes a una curva plana. Si pa-
rametrizamos esta curva de la forma r(t) = [z(¢),y(t)], la restriccién puede ser escrita

como g(x(t),y(t)) = 0. La solucién que buscamos ha de ser un punto de esta curva, y,
a la vez, debe optimizar la funcién objetivo; es decir, f(z(t),y(t)) ha de ser éptimo. Sea
w(t) = f(x(t),y(t)). Para que esta funcién de una variable (¢) sea éptima:

W (t) = fur (8) + 1/ (8) = V- ¥'(£) = 0.

Si derivamos con respecto a t la ecuacién de la restriccién, obtenemos una expresién similar:

952’ (t) + 9,4/ (1) = Vg -¥'(t) = 0.

Las dos ecuaciones anteriores obligan a que Vf y Vg sean paralelos: Vf = AVg, con A
una constante que se denomina multiplicador de Lagrange.

En conclusién, podemos resumir el método de los multiplicadores de Lagrange asi:

1. Determine, a partir del problema, la funcién objetivo, f(z,y), y la restriccion,
9(x,y)=0.
2. Obtenga los puntos (z,y) que cumplen simultdneamente las dos ecuaciones siguien-

tes:

Vf=AVg, g¢g=0.

Dada la estructura vectorial del método, éste puede extenderse a funciones de varias
variables, sin més que incluirlas en el calculo de los gradientes de f y g. Ademads, puede
generalizarse al caso de mas de una restriccién: si tenemos, por ejemplo, dos restricciones
g1 =0y g2 =0, el método se modifica de la siguiente forma:

Vf=MVgi+XVg, ¢g1=0, g2=0.
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4.9. Ejercicios propuestos

[E-4.1] Verifique que las funciones z = sen (z — ct) y z = sen (wct) sen (wz) cumplen la
ecuacién de onda unidimensional:

0%z 5 0%z
— =Cc'=—.
ot? 0z

[E-4.2] Calcule la derivada de f(z,y,2) = 2> + y?> + 22 en el punto (1,2, —1) y en la
direccién (1,—2,3).

[E-4.3] Calcule el gradiente de w = 322y — 5yz + 2% en (1,1, —2).
[E-4.4] Calcule un vector unitario normal a la curva zexp(y) —y =5 en (5,0).

[E-4.5] Calcule el plano tangente a la superficie z = y/z en el punto (1,2,2).

[E-4.6] Estudie los extremos de la funcién f(z,y) = v/(x — 1)2 + (y + 2)2.

[E-4.7] Calcule las dimensiones de la caja rectangular de volumen mdaximo inscrita en
una esfera de radio 7.

[E-4.8] Maximice la funcién f(z,y,2) = zy + yz sujeta a las restricciones = + 2y = 6 y
z—3z=0.

4.10. Problemas propuestos

[P-4.1] Sea C la curva dada por la interseccién en el primer octante de las superficies
2z = 16 — (2 + y?) y o + y = 4. Calcule razonadamente las distancias maximas y
minimas de C al origen de coordenadas. ; En qué puntos se alcanzan dichos valores?

[P-4.2] La temperatura (en grados) de una placa vitroceramica en un punto cualquiera
(z,y) viene dada por la funcién T(z,y) = 25 + 422 — 4zy + y2. Una alarma térmica,
situada sobre los puntos de la circunferencia 22 4 y? = 25, se dispara a temperatu-
ras superiores a 180 grados o inferiores a 20 grados. Conteste razonadamente: ;se
disparara la alarma?

[P-4.3] Sea la elipse (z/a)? + (y/b)?> = 1. Obtenga razonadamente las coordenadas del
tridngulo isésceles de area méaxima inscrito en dicha elipse, que tiene su vértice en
el punto (0,b), y base paralela al eje X.

[P-4.4] Se desea disefiar una cdmara frigorffica de 1000 m?® de volumen. Ha de tener forma
de caja rectangular. Se sabe que la pérdida de frio por unidad de area del techo es
cinco veces mayor que la correspondiente al suelo, y la del suelo es tres veces mayor
que la de las paredes. ;Qué dimensiones de la cdmara minimizan su pérdida de frio?

[P-4.5] Considere la superficie circular, de radio 20cm, de una placa vitrocerdamica. Se
sabe que la temperatura de cada punto (z, y) de la superficie viene dada por T'(z,y) =
222 + y? — y + 10 (grados C), en donde x e y son, respectivamente, las coordenadas
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del punto con respecto al centro de la superficie y los ejes coordenados. Obtenga
razonadamente:

1. Los puntos de mayor y menor temperatura de la superficie circular.

2. Los puntos de mayor y menor temperatura del borde de la superficie circular.

[P-4.6] Determine las dimensiones del rectdngulo de mayor area con perimetro p.

[P-4.7] La funcién de produccién para un fabricante de software estd dada por f(z,y) =

10023/4y1/4 en donde z son las horas trabajadas e y el ntimero de unidades de capital
invertidas. Si el coste de cada hora trabajada es 150 FEuros, la unidad de capital son
250 Euros, y el coste total de trabajo y capital no puede exceder de 50.000 Euros,
calcule el nivel méaximo de produccién de este fabricante.

[P-4.8] Obtenga las dimensiones del rectangulo de perimetro 2p que, al girar alrededor

de uno de sus lados, forma un sélido de volumen méximo.

[P-4.9] Las superficies * +y + 2z = 2 y 2z = 22 + y? se cortan en una curva C. Ob-

tenga razonadamente los puntos de C' mas préximos y mas alejados del origen de
coordenadas.

[P-4.10] Obtenga los puntos de la superficie 22 + 32 + 22 = 4 que se hallen més lejos y

[P-4.11] Obtenga razonadamente los puntos del cono z

maés cerca del punto (3,1, —1).

2 = 22 + 42 més cercanos al punto

(4,2,0).

[P-4.12] Sea la curva dada por la interseccién de las superficies 22 + % — 22 = 0 y

x + 2z = 4. Obtenga razonadamente el punto de esta curva que tiene menor altura
con respecto al plano z = 0.

[P-4.13] Sea el tridngulo de vértices (0,0), (a,0) y (b,c), con a,b,c > 0. Conteste ra-

zonadamente: ;Como obtendria las dimensiones de este tridngulo para que, con un
perimetro P, tenga area maxima?

[P-4.14] La altitud de una montana puede ser descrita mediante la funcién f(z,y) =

¢ — ax® — by?, donde z e y son, respectivamente, la longitud y la latitud, y a,b,c
son unas constantes conocidas. Si en el lugar de coordenadas (1,1) se deja rodar una
pelota, jen qué direccion iniciard su descenso?

[P-4.15] Se desea disenar una caja de cartén rectangular de capacidad maxima. Para

ello, se dispone de una plancha de cartén de Sm?. Calcule las dimensiones de la caja
sabiendo que su base debe construirse con una pieza de (S/4)m?.

[P-4.16] Se desea calcular el plano tangente a la superficie S en el punto P(2,1,3). La-

mentablemente, no se dispone de la ecuacién de S, pero si se sabe que las curvas
ri(t) =[2+3t,1 133 — 4t + 2] y ro(t) = [L +2,2t3 — 1,2t + 1] estdn ambas en S.
., Coémo calcularia el plano tangente a S en P?
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[P-4.17] Encuentre el plano tangente a la superficie 2% + 2y? + 222 = 5 en el punto
(1,1,-1). {Qué angulo forma este plano con el plano XY?

[P-4.18] Se disena un depésito cilindrico para que tenga una capacidad de 47 metros
cubicos. El coste, por metro cuadrado, del material con que se elaboran las tapas del
deposito es el doble del coste del metro cuadrado del material con el que se construye
la superficie lateral. ;Qué dimensiones ha de tener el depdsito para que resulte lo
mas barato posible?

[P-4.19] Una esfera hinchable de 2v/3m de radio se fabrica de un material pldstico que
es capaz, antes de desgarrarse, de soportar una presién maxima de 15N/m?2. Si la
presién en cada punto de la esfera viene dada por la funcién P(z,y, z) = zyzN/m?,
determine razonadamente si la esfera se desgarrara o no.

[P-4.20] Sea la curva dada como interseccién de las superficies z = x+y y 22 +2y% +222 =
8. Determine los puntos de la curva mas alejados y méas cercanos al plano ZY.

[P-4.21] Obtenga la distancia del origen de coordenadas al plano = + 2y + 2z = 3.

[P-4.22] Dada la funcién f(z,y) = 3zexp(y) — 23 — exp(3y), se pide: (a) Encontrar y
clasificar sus puntos criticos; (b) obtener el plano tangente a la superficie dada por
z = f(x,y) en el punto (0,0, 1); (c) calcular la distancia minima del punto (1,0, 1)
al plano tangente obtenido en el apartado (b).

[P-4.23] La 6rbita de la luna alrededor de la tierra puede aproximarse bastante bien por
la curva 22 + y? = (a — by)?, en donde a y b son dos constantes reales positivas
(a > b). Conteste razonadamente: (a) ;Cudl es la minima distancia entre ambos
astros? (b) (Y la maxima?

[P-4.24] Un misil puede modelarse mediante un cilindro circular recto abierto por su
base, y terminado en un cono circular recto. Si la superficie exterior del misil ha de
ser Sm?, determine las dimensiones del misil para que su volumen sea maximo.

[P-4.25] En un mapa de un valle, las variables z e y representan, respectivamente, la lati-
tud y longitud de un punto. Si, en dicho valle, el cauce del rio sigue aproximadamente
la funcién y = 22, y la carretera la funcién x —y — 2 = 0, determine razonadamente:
(a) el punto de la carretera con mayor riesgo de inundacién (més cercano al rio); (b)
la distancia al rio del punto anteriormente calculado.

[P-4.26] Sean z,y, z tres nimeros reales positivos tales que su suma es S. Conteste razo-
nadamente: ;Qué relacién debe existir entre estos tres nimeros para que su producto
sea maximo?

[P-4.27] Un pentagono se construye colocando un tridngulo isésceles sobre un recténgulo.
Determine las longitudes de los lados del pentagono resultante para que su area sea
maxima y su perimetro sea P.

[P-4.28] Un autobus escolar recorre una carretera que, en una cierta regién, podemos
aproximar por la funcién f(x) = 3z — 1. Se pretende colocar una parada del autobus
que dé servicio a tres familias situadas en los puntos A(1,2), B(0.5,0.5), y C(3,3).
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Determine razonadamente qué familia se verd més favorecida por la posicién de la
parada si se desea que la distancia total que tengan que caminar los nifios de las tres
familias cada dia sea minima.

[P-4.29] Dada una esfera de radio R, determine las dimensiones de un cilindro macizo
que, inscrito en la esfera, posea una superficie total maxima.

[P-4.30] Hallar la derivada de la funcién z = f(z,y) = 22 — 2y — 2y? en el punto P(1,2)
y en la direccion que forma con el eje X un dngulo de 60 grados.

[P-4.31] Considere una caja ctbica de dimensiones 0 < z,y,z < 1. Dentro de ella se
coloca una lamina metdlica que cabe aproximar mediante el plano x +y+ 2 = 1. La
distribucién de temperatura, en grados, en el interior de la caja sigue la expresién
T(z,y,2) =4 — 222 — y?> — 22. Determine razonadamente el punto de la ldmina més
caliente.

[P-4.32] Un editor de libros dispone de 60.000 Euros para la produccién y promocién de
una obra. Se ha estimado que, si se invierten z Euros en produccién e y Euros en
desarrollo, se venden de un libro aproximadamente 202%/2y ejemplares. ;Cémo debe
distribuir sus fondos el editor para maximizar las ventas del libro?

[P-4.33] En un cierto medio, la temperatura en grados de cada punto, T, viene dada
por T(x,y,z) = xy + xz + yz. Determine razonadamente para el punto P(1,1,1):
(a) la direccién en la que la variacién de la temperatura por unidad de distancia es
méxima; y (b) la variacién de temperatura con la distancia en la direccién del vector

(3,0,—4).

[P-4.34] Se desea expresar el nimero positivo A como el producto de cuatro nimeros
positivos. Obtenga razondamente el valor de dichos nimeros si, ademds, se desea
que su suma sea minima.

[P-4.35] Un padre decide que va a repartir el premio obtenido en un sorteo (3000 Euros)
entre sus tres hijos. Quiere hacerlo de manera que la felicidad percibida colectiva-
mente por los tres (la suma de las felicidades respectivas) sea méxima. Para ello,
estima que la felicidad percibida por los tres hijos va a seguir una ley logaritimica
natural: el menor segin el logaritmo de la cantidad recibida, el mayor segtn el loga-
ritmo del cubo de la cantidad recibida, y el mediano segun el logaritmo del cuadrado
de la cantidad recibida. ;Cémo debera distribuir el padre el premio?

[P-4.36] A una determinada profundidad, se sabe que la presién en las paredes de un
batiscafo? esférico sigue la expresion P(z,y,2) = xyzN/m?, en donde (z,y,2) son
las coordenadas del punto de la pared con respecto al centro del batiscafo. Si el
radio del batiscafo es 2v/3m, determine razonadamente los puntos de su superficie
de menor y mayor presion, y el valor de la presién en dichos puntos.

[P-4.37] El campo de temperatura, en una regién de R?, viene dado, en grados, por
f(z,y) = 22 + 2. En dicha regién se halla un alambre metélico que cabe describir

2Especie de embarcacién sumergible preparada para resistir grandes presiones y destinada a explorar
las profundidades del mar.
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mediante la curva r(t) = [cost, 2sent], V¢t € [0, 27]. Determine los puntos del alambre
a mayor y menor temperatura, y los valores de temperatura en dichos puntos.

[P-4.38] Una empresa textil emplea, en la fabricacién de sus prendas, lana y algodén. La
cantidad de prendas producidas viene determinada por la funcién f(z,y) = xy —
x —y+1, en donde x e y son, respectivamente, los kg de lana y algodén empleados
(x,y > 1). Si el precio de la lana es p Euros/kg, el del algodén ¢ Euros/kg, y la
empresa puede gastarse un total de B Euros en la compra de material, jen qué
proporciones debe adquirir el material para producir con él el mayor niimero posible
de prendas?






Capitulo 5

Integracion maultiple

En este capitulo vamos a generalizar algunas de las ideas fundamentales del célculo
integral de una variable. Nuestra intencién con ello es poder abordar problemas maés so-
fisticados que los vistos en el Capitulo 2. En el fondo de esta generalizacién estd, una vez
mas, la idea de la suma de Riemann, que ahora emplearemos en dominios bidimensionales
(integral doble) y tridimensionales (integral triple).

5.1. La idea de integracion iterada

Considere la siguiente integral definida:

x 2:[:2
/ (72 + 2y)dy.
1 Y

Si calculamos esta integral obtenemos:
) 2
/ (% + 2y)dy = 32% — 2z — 1.
1Y

Observe que hemos obtenido este resultado tratando a x como una constante, pues la inte-
gracion se realiza sobre la variable y. Como el resultado depende de x, vamos a escribirlo
como una funcién de una variable, f(x) = 322 — 2z — 1.

Considere ahora esta otra integral definida:

/12f(:n)d:v = 3.

Segun acabamos de ver, podemos escribir esta integral de la forma anidada o iterada

siguiente:
2 T 9 2
/ [/ (x2+2y)dy] dz = 3.
1 1Y

En la préactica, no suelen escribirse los corchetes, pues el orden de los diferenciales identifica
el orden de la integracién sobre cada una de las variables:

55
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2 x 9 2
/ / (= + 2y)dyda = 3.
1 J1 0 Y

La expresién anterior es un ejemplo de integracion iterada. De hecho, es posible consi-
derar este ejemplo como un caso particular del siguiente caso més general:

b rh(z)
/ / fz,y)dydx. (5.1)
a Jg(z)

Es operacionalmente posible la integracién iterada en orden inverso; es decir, primero
integrar en la variable x y posteriormente en la y:

d rm(y)
/ / f(z,y)dudy. (5.2)
c JIn(y)

5.2. La integral doble

Las expresiones (5.1) y (5.2) admiten una interpretacion geométrica muy interesante.
En el caso de (5.1), esta expresién nos indica que, para cada punto de la RVS dada por
{(z,y) eR?*:a <z < b,g(z) <y < h(z)}, construimos el siguiente producto elemental:
f(x,y)dydx; es decir, multiplicamos el valor de la funcién f(x,y) en el punto de la RVS
por el producto de diferenciales dydx, que puede interpretarse como un diferencial de drea
cuadrada en el plano OXY'. Si, como hemos visto en el capitulo anterior, visualizamos la
funcién f(z,y) como una superficie z = f(x,y), el producto elemental anterior podria verse
como el volumen elemental subtendido por esta superficie sobre una baldosa elemental,
de dimensiones dx y dy, situada sobre el plano OXY. Puesto que la suma de Riemann
implicita a la integracién es ahora bidimensional, y, por consiguiente, esta extendida a
todos los puntos de la RVS, el resultado agregado es que estariamos asi calculando el
volumen subtendido por la superficie z = f(z,y) sobre el suelo determinado por toda la
RVS. Cabe una interpretacién analoga de la expresién (5.2), pero ahora para la RHS dada
por {(z,y) e R?: c <y <d,n(y) <z <m(y)}.

A la vista de estas interpretaciones, podemos concluir que la integral doble de una
funcién de dos variables sobre un cierto dominio D € R? (RVS o RHS) puede verse, de
manera natural, como el volumen subtendido por la superficie asociada a la funcién techo,
f(x,y), sobre el dominio D especificado del suelo:

//Df(a;y)dA, (5.3)

donde dA sera dydx en el caso RVS, y dxdy en el caso RHS. Véase la Figura 5.1 para el
caso de un suelo D rectangular.

Antes de seguir, considere el siguiente ejemplo: Sea el objeto delimitado por el plano
z = 2—x—2y y los planos del primer octante. Intentemos calcular su volumen. Claramente,
el objeto tiene un techo, determinado por la funcién f(z,y) = 2 — 2 — 2y, y un suelo
determinado por el tridngulo de vértices (0,0,0), (0,1,0) y (0,0, 2). Este suelo puede verse
como una RVS o una RHS. Las integrales dobles que permiten calcular el volumen en cada
€aso son:
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Figura 5.1: La integral doble como el volumen subtendido por una superficie.

2 p(2-)/2
1. RVS: / / (2 — z — 2y)dydz.
0o Jo

1 f2-2y
2. RHS: / / (2 —x — 2y)dxdy.
0 JO

Légicamente, no siempre seran posibles ambas vias, pues no siempre el suelo podra
verse simultaneamente como una RVS o una RHS. De hecho, en contextos més sofistica-
dos sera necesario subdividir el suelo, que serd una regién compuesta, en varias regiones
simples, bien sean verticales u horizontales, como haciamos en la Seccién 2.1.

Una ultima, pero importante observacion: Si en la ecuacién (5.3) hacemos f(x,y) = 1,
la integral resultante permite calcular de manera directa el area del dominio D:

AD://DdA.

En el caso en que D sea una RVS, obtenemos:

AD:/ab/g::) dydx:/ab (h(z) — g(x)) da.

Observe la conexién entre esta ecuacion y lo que vimos en la Seccién 2.1 para el cdlculo
de areas planas.

5.2.1. La integral doble en coordenadas polares

En la Seccién 2.2 vimos un tipo de regién adicional a las RVS y RHS. Era la RAS, o
Regién Angularmente Simple. Matematicamente, una RAS puede describirse mediante el
conjunto de puntos {(r(0),0) € R* : 61 < 6 < 6y,71(0) < r(0) <ry(6)}. Es posible exten-
der la idea de integral doble como volumen, ecuacién (5.3), a este tipo de dominios:
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0o ra2(6)
/ / f(r,0)rdrdd,
0 r1(0)

donde f(r,0) es la funcién techo expresada en coordenadas polares, y hemos usado el
hecho de que el diferencial de area en coordenadas polares es rdrdf (véase la Figura 5.2;
dA puede verse como la diferencia del drea de dos sectores circulares).

A

dr
dA

de

“+

Figura 5.2: Diferencial de area en coordenadas polares.

Considere el siguiente ejemplo: Sea la funcién z = f(x,y) = h (1 — %\/ z? + y2> V2 >
0. Esta funcién define un cono de radio R y altura A situado sobre el plano OXY . Podemos
calcular su volumen de la forma:

2T R
Veono = / / h(1 —r/R)rdrdf = mR*h/3.
0 0

Observe que es el mismo resultado que obtuvimos en el Capitulo 2, en donde abordamos
este mismo célculo, pero como un volumen de revolucion.

5.2.2. La integral doble en coordenadas arbitrarias: El Jacobiano

Una de las técnicas de integracién mencionadas en el Capitulo 1 es la del cambio
de variable. Como es sabido, se trata de realizar un cambio de variable de integracién
favorable, en el sentido de que, en la nueva variable, sea més sencillo obtener la primitiva,
de la funcién. Logicamente, este técnica puede emplearse también en el calculo de integrales
definidas de funciones de una variable:

b v
[ t@ido= [ sawyg e an (54)

en donde se ha empleado el cambio x = ¢(t), y, en consecuencia, a = g(a’) y b = g(V).
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Considere este ejemplo clasico: fo V1 — 22dz, correspondiente al cdlculo del 4rea de
un cuarto de circunferencia de radio uno. Si hacemos el cambio x = sent, la integral de
partida se transforma en una inmediata:

1 7T/2 7T/2 1 2%
/ V1 —22dz = / cos® tdt = / LS()dt =T
0 0 0

2 4

Esta valiosa técnica puede trasladarse a la integracion de funciones de varias variables.
Por simplicidad, vamos a ilustrar el proceso con la integracién doble de funciones de dos
variables, si bien se podria extender a la integracién triple, que veremos un poco mas
adelante.

Sea la integral doble:

/] Ha)da,

en donde D es un dominio de R? (en el plano OXY) recorrido por las variables = e y. Si
se realiza el cambio de variables
z=g(u,v), y=h(u,v),

la integral original, de forma similar a como ocurria en el caso de una variable, se trans-
forma en:

// gt v), hlw, v)) [ (v, v)| dudv.
Observe que:

s El dominio de integracién D se transforma en el dominio D', que se recorre ahora
en las nuevas variables u, v.

» El cambio de variables se hace efectivo directamente sobre f(x,y).

= En el integrando aparece un factor adicional, el valor absoluto del Jacobiano del
cambio de variables, que se obtiene como:

J(%v):' Gu G

Este factor serfa el equivalente a ¢'(¢) en la ecuacién (5.4).

Vamos a ilustrar esta técnica con un ejemplo. Considere el calculo del volumen del
objeto compuesto por un cono z = /x2 + y2 sobre el que, en z = 1, se sitiia una semiesfera
de radio uno x2+y?+(2z—1)? = 1 (puede visualizar el objeto como un helado de cucurucho
con media bola de helado). Dada la simetria del problema, podemos plantear el calculo de
este volumen como la siguiente integral doble:

1 pV1-22
Vpedido = 4/ / |:1 + \/1 - (332 + y2) - \/5(12 + yz} dydl‘
0 JO
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Observe que D es, en este caso, una RVS: la porcién de un circulo de radio 1 situada
en el primer cuadrante del plano OXY'; y que obtenemos el volumen pedido restando al
volumen subtendido por la semiesfera el volumen subtendido por el cono. No parece un
calculo muy sencillo. Sin embargo, un analisis de la expresién anterior nos permite detectar
dos regularidades que quizas podamos explotar en un cambio de variables:

1. El dominio de integracién es una RAS, por lo que podriamos pensar en un cambio
a coordenadas polares.

2. En el integrando aparece repetido el término 22 + y? que resulta ser el radio polar
al cuadrado.

Animados por estas dos regularidades, proponemos un cambio de coordenadas de na-
turaleza polar (son las llamadas coordenadas cilindricas):

T =UuUcosv, Yy = usenv.

El Jacobiano asociado a este cambio es J(u,v) = u, con lo que, tras el cambio, el
célculo original se transforma en:

72 1 1
Viedido = 4/ / [1 +V1—u?— u] udvdu = 271'/ [u +uv1—u?— uz] du.
0 0 0

Como puede verse, el cdlculo es considerablemente menos complejo tras el cambio de
variables realizado: ahora la integracién es inmediata (se insta al estudiante a completar
el calculo).

Como ocurre en el caso de la integracion de funciones de una variable, la deteccién del
cambio mas favorable puede no ser sencilla, y requiere del desarrollo de la sensibilidad en
la deteccién de regularidades por la via de enfrentarse a muchos problemas. En ocasiones,
un cambio de variables simplificard considerablemente la forma de recorrer el dominio
de la integral (suelo), pero puede que dicho cambio no simplifique significativamente el
integrando (techo) o viceversa. El ejemplo que acabamos de ver simplifica tanto uno como
otro. Es la situacién ideal.

5.3. Area de una superficie

Al igual que ocurria con la integral definida de funciones de una variable, cuya inter-
pretacién natural es un area plana, pero que nos permite también calcular, entre otras
cosas, volumenes de revolucién y longitudes de curvas planas, la integral doble, ademas de
permitirnos calcular volimenes subtendidos por superficies, posibilita otros célculos. Co-
mo ejemplo de ello, vamos a mostrar en esta seccién cémo calcular el area de una superficie
arbitraria.

Sea la superficie dada por z = f(z,y), Y(z,y) € D,z > 0. Suponga que realizamos
una particién bidimensional de D de pasos respectivos Az y Ay en x e y. Esto divide
D, nuestro suelo, en un conjunto de baldosas de area Az - Ay. Considere una de estas
baldosas elementales (véase la Figura 5.3). Sus vértices estdn compuestos por los puntos
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(z,y), (z+ Az,y), (x,y + Ay), (z + Az,y + Ay). Las imédgenes de estos cuatro puntos en
la superficie dan lugar a los puntos de R? O, P, @, R (R no se muestra en la figura, por
simplicidad).

Z

T+ Ax

Figura 5.3: Célculo del drea de una superficie elemental.

Considere ahora los vectores OP y O_Q. Observe que el médulo del producto vectorial
de estos dos vectores es una buena aproximacién, si Ax y Ay son pequenos, del drea
correspondiente al techo de nuestra baldosa elemental. Con lo cual, si agregamos (suma
de Riemann) todas las dreas de los techos de todas las baldosas de D, obtendremos el drea
de la superficie de partida.

Calculemos primero el area del techo de nuestra baldosa elemental. Los vectores OP
y O_Q vienen dados por:

Y f(iE—i-Aﬂ?,y)—f(.T,y)

OP = (Az,0,Ax i ), fla,y+Ay) — f(z,y)

Ay

0Q = (0,Ay, Ay ).

Si ahora realizamos su producto vectorial, cuando Ax, Ay — 0, y calculamos su maédulo,

obtenemos:
: ) 7 Ol — 2 2
Athr? OHOP x OQ|| = /1 + fz + f; dzdy,

)

con lo que el drea total de la superficie vendra dada por:

Asuperﬁcie = // 1+ f12: + f;g dA.
D
Veamos un par de ejemplos de aplicacién.

= Ejemplo 1: Obtenga el area de la superficie de la porcién del plano z =2 —z — y
que es interceptada en el primer octante por el cilindro z2 + y? < 1.
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Claramente, el suelo de esta superficie es la porcién del circulo de radio uno centrado
en el origen que se encuentra en el plano OXY. El techo sera el plano, es decir, la
funcién f(z,y) =2 — x —y. Como, en este caso, f, = f, = —1, el drea pedida seré:

Apedidaz// ﬁdA:f%.
D

» Ejemplo 2: Obtenga el drea de la porcién de la superficie dada por z =1 — 22 +y
que se encuentra sobre la regién triangular de vértices (1,0,0), (0,—1,0), y (0,1,0).
En este caso, el suelo de la superficie es el triangulo, que puede verse como una RVS:
{(z,y) eR?*:0<z<1l,z—1<y<1-z}. Como ahora f, = —2z,y f, = 1, el
area pedida puede calcularse como:

1 1-x
Apedida = / V2 + 4x2 dydzx.
0 Jz—1

Compruebe que el resultado es V6 + In(2 + \/6) —V6Inv2 + ﬂ/?)

5.4. La integral triple

Quizéas la forma mas intuitiva de introducir la integral triple sea mediante el célculo
de la masa de un cuerpo heterogéneo, de densidad p(z,vy,z), que ocupa una regién del
espacio a la que designamos como ).

Una forma de abordar este problema consiste en dividir la region () en pequenos
voliimenes prisméticos de dimensiones respectivas, segun los tres ejes, Ax, Ay, Az. Sisupo-
nemos la densidad aproximadamente constante en cada uno de estos prismas elementales,
la masa del prisma correspondiente al punto (z, y, z) serd Am(z,y, z) = p(z,y, 2) ArAyAz.
Si recorremos todos los puntos de ) y agregamos todas las masas elementales cuando las
dimensiones de los prismas se hacen pequenas (Az, Ay,Az — 0; de nuevo la suma de
Riemann), obtenemos la masa total de Q). Esto suele expresarse asi:

/// p(z,y, z)dV,
Q
con dV = dxdydz.

Introducida asf la idea de integral triple, el problema se reduce a cémo, para cada caso
concreto, recorrer (). Vamos a considerar distintos escenarios.

= Escenario 1: Supongamos que () es un objeto como los que hemos visto en el
tratamiento de las integrales dobles: un sélido tendido por una superficie z = f(x,y)
(techo) sobre el plano OXY (suelo). En este caso, la integral triple puede escribirse

CcCOomo:
flzy)
// / pla,y, ) dzdA,
D JO
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donde D seria la proyeccién del techo sobre el suelo, que podra ser una RVS, una
RHS o una RAS, y que recorreriamos como hemos visto en el caso de las integrales
dobles. Como ejemplo, considere recorrer el sélido limitado por z = 1 — (22 + ¢?) y
22 +y? <1

= Escenario 2: Considere ahora una variante de la situacién anterior, en la que el
objeto no esta apoyado en el plano OXY', sino que puede verse como limitado por
dos superficies, una que actiia como techo “superior” (z = f(z,y)) y otra como techo
“inferior” (z = g(x,y)), que se intersecan en una curva que posee una proyecciéon
sobre el plano OXY cuyo interior podemos interpretar como un suelo D (RVS, RHS,

RAS):
f(z.y)
/// p(x,y, z) dzdA.
D Jyg(z,y)

Para fijar mejor la idea, considere el s6lido limitado superiormente por z = 1 — (2 +
y?) e inferiormente por el hemisferio z = —/1 — (22 + y?). En este caso podriamos
asignar a D la seccién comin 22 + 3% < 1.

= Escenario 3: Finalmente, podemos vernos en un caso en el que no sea posible iden-
tificar un suelo claro, transversal al eje Z (simetria cilindrica). Cuando esto ocurre, y
especialmente si el objeto posee algin tipo de simetria esférica, es muy conveniente
usar el sistema de coordenadas esféricas. Este sistema permite representar un punto
(z,y, z), especificado en coordenadas cartesianas, mediante tres coordenadas (r, ¢, 6)
(véase la Figura 5.4).

Za

~

Figura 5.4: Sistema de coordenadas esféricas.

Es sencillo obtener la relacion entre ambos sistemas de coordenadas:

r=rsenfcos¢p, y=rsenfsen¢, 2z =rcosb.
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La forma de usar estas coordenadas en el contexto de la integracién triple es la
siguiente:

¢2 02 rf(9,0)
[ sy,
o1 JO1 Jg(9,0)

donde dV = r?senfdrdfde¢. La eleccién de los limites de integracién depende mu-
cho de la geometria de . Es imposible dar unas pautas generales, por lo que serd
necesario analizar cada caso concreto y aprender, sobre la practica, a tomar estas
decisiones.

5.5. Ejercicios propuestos

[E-5.1] Calcule los volimenes de las regiones especificadas:

A

© »®» N>

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

z=y/2, 0<zx<4, 0<y<2

20 +3y+ 4z =12, =x,y,2 > 0.

z=1—-oy, y=2, y=1, =z,y,2>0.

z=exp(—(z+9)/2), 0<zxr<oo, 0<y<oo.

z=a34y% 2>0,r=—a, x =a, y=—a, y = a. Estudie los siguientes casos:

(Ha=1,(2)a>1,y(3) a<1.

2=9—-222=0,2=0,y =2z, y=6.

z2=9—22—y’yz=0.

z=1-y,e=1-9y%2>0,y>0,2>0.

Interior a 22 + 42 + 22 = a? y (v — a/2)? + y? = (a/2)°.

Interior a 2% 4+ y? 4+ 22 = 4 y sobre la hoja superior de 2% = 22 + 3.
Comprendido entre 22 + y? 4+ 22 = a? y 22 + y? + 22 = b* (b > a), e interior a
22 = 2% + 92

En el primer octante, acotado por los planos coordenados y z =4 — x — y.
Interior a 2 + y? + 22 = 80 y sobre z = (22 + 32)/2.

2+ 22 =a’yr=acosf.

Acotado inferiormente por z = 2 y superiormente por 2 4 y? + 22 = 8.
z=a2+y?yz=2m.

?+y’=azyz=2a— /22 +y? (a >0).

[E-5.2] Calcule el area de la superficie de:

1.
2.
3.

La porcién del paraboloide z = 16 — 22 — 42 en el primer octante.
La porcién de la esfera 22 + y? + 22 = 25 en el interior del cilindro z2 4 32 = 9.
La porcién del cono z = 24/22 + 32 en el interior del cilindro z2? + y? = 4.
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[E-5.3] Halle el area de la superficie del sélido resultante de la interseccién de los cilindros
P2+ =1y > +22=1.

[E-5.4] Calcule la masa de la esfera z2 + 3 + 2% = a? con:
1. Una densidad en cada punto proporcional a su distancia al origen.

2. Una densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje Z.

3. Una densidad en cada punto proporcional a su distancia al plano z = 0.

[E-5.5] Calcule la integral

//R4(l‘ +y) exp(z — y)dA,

en donde R es el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (—1,1).

[E-5.6] Calcule el area de la regién plana limitada por las curvas 2 —2xy+y?+z+y =0
vez+y+4=0.

5.6. Problemas propuestos

[P-5.1] Calcule razonadamente el volumen que ocupa en el primer octante el sélido com-
prendido entre z =0, z = x 4+ y + 2, y es interior a 2 4+ y? = 16.

[P-5.2] Calcule razonadamente la masa del sélido @, dado por Q = {(z,y,2) € R®: 0 <
2z <9—x—2y 2%+ y? < 4}, si su densidad es p(z,y, 2) = ky/22 + y?

[P-5.3] Un tumor puede ser descrito en coordenadas esféricas como 0 < r < 3 +
sen (5¢) sen (40), con ¢ € [0,27] y 6 € [0, 7]. Proponga razonadamente una estrategia
para calcular el volumen de dicho tumor.

[P-5.4] Calcule el volumen limitado por y = 4 — 22, z =4 — 22, 2,9,z > 0.

[P-5.5] Sea el sélido limitado por 22 + y? = 9 y los planos z = 0, z = y/3, z = 0 en
el primer octante. Si tiene una funcién de densidad dada por f(z,y,2) = 22 + 3>
(Kg/u?), calcule razonadamente su masa en Kg.

[P-5.6] Halle el volumen de la regién sélida sélida acotada superiormente por z = 1 —

z2 — y? e inferiormente por z =1 — v.

2 2
[P-5.7] Obtenga razonadamente el volumen limitado por la superficie (g) + (Q) +

G-

[P-5.8] Calcule el volumen del sélido bajo z = 22 + 42, sobre el plano XY, e interior a
z? + 9% = 2z.

[P-5.9] Calcule el volumen del tetraedro acotado por los planos x + 2y + z = 2, = = 2y,
r=0,yz=0.
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[P-5.10] Sea la region A = {(z,9,2) € R?: 1 <22 +9?> < 22,0 < 2 < 1/\/4— 22— y?}.
Calcule el volumen de la regién A.

[P-5.11] Calcule el volumen limitado por —z? — y? 4+ 22 = 1 y el plano z = 2.

[P-5.12] Calcule la masa del objeto limitado por = 1 — ¢ — 22 y el plano x = 0, si la
densidad del material que lo compone es p(x,y,2) = y*>2? Kg/m?.

[P-5.13] Calcule el volumen limitado por z = 1/(1 +42), z =0,z = 2, > 0.

[P-5.14] Sea el sélido limitado por y? + 22 = 9 y los planos z = 0, y = 3z, z = 0 en
el primer octante. Si tiene una funcién de densidad dada por f(z,y,2) = z2 + y?,
calcule razonadamente su masa.

[P-5.15] Las superficies 22 +y?+22 = R? y 22+ 9?4+ 22— 2Rz = 0 (R > 0) determinan un
volumen que es interior a ambas y tangente al plano OXY . Calcule razonadamente
dicho volumen.

[P-5.16] Sea el s6lido limitado por las superficies 22 +y% = 2y, z = 0, e y +2z = 3. Calcule
razonadamente el drea de la superficie que constituye el “tejado” de dicho sélido.

[P-5.17] Calcule el volumen de la regién del primer octante acotada superiormente por
22 + 9% + 22 = a? e inferiormente por z?sen?a = (22 + y?) cos? a, donde a es un

parametro que puede tomar cualquier valor entre 0 y 7.
[P-5.18] Obtenga el drea de la superficie z = 22 + ¢, 2 <9.

[P-5.19] Calcule razonadamente el volumen del sélido limitado por las superficies = +y +
z=a,22+y?> = R%,x =0,y z = 0 sabiendo que a > RvV?2.

[P-5.20] Calcule razonadamente la masa del sélido @, dado por 4z? + 4y + 22 = 16,
z > 0, sabiendo que la densidad en cada uno de sus puntos es proporcional a la
distancia del punto al plano XY

[P-5.21] Calcule razonadamente el volumen del sélido limitado superiormente por z =
2?2 + (y — 2)?, inferiormente por z = 0, y lateralmente por z2 + (y — 2)% + 22 = 6.

[P-5.22] Calcule razonadamente el volumen del sélido que, en el primer octante, estd
limitado por las superficies: x =y, y =22, 2 =0,y x +y + 2 = 2.

[P-5.23] Calcule el volumen del casquete esférico de altura h obtenido de una esfera de
radio R.

[P-5.24] Obtenga el volumen del sélido acotado por las superficies z = 2% + 2y y 2 =
4 — 22

[P-5.25] Un sélido puede aproximarse por un cono circular recto de radio de la base R y
altura h. Calcule su masa si se sabe que su densidad en cada punto es proporcional
a su distancia al eje del sélido.

[P-5.26] Sea S la porcién de z + 1 = 22 + y? situada por debajo de z = 1. Obtenga
razonadamente el volumen de S.
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[P-5.27] Obtenga razonadamente el volumen del sélido interior a (22 + y?)? = 9(2? — y?)

yaz=+9—a2—1y2

[P-5.28] Obtenga la masa del cuerpo delimitado por las superficies z = /2(z2 + y?),
z2=+\/x24+y?%, =0,y =0, 2 =4 sabiendo que su densidad es p(z,vy,z) = zyz.

[P-5.29] Considere el sélido dado por 2 + y* < R? Vz > 0. Dicho sélido es seccionado
por el plano = + y + z = a. Determine razonadamente el volumen de la porcién del
sélido interceptada por el plano seccionador y los planos del primer octante cuando:

1. R =+/5a.
2. R=a/V5.

[P-5.30] Calcule la masa de un tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) y (0,0, 3)
si su densidad es p(x,y,2) = 22 + y* + 22 Kg/m?3.

[P-5.31] Calcule el volumen de la regién bajo z = 9 — 22 — 32, sobre el plano XY, y que
es exterior a 22 4+ y? = 1.

[P-5.32] Calcule la masa del objeto limitado por las superficies z = 16 — 222 — 2% y
z = 222 + 232, si su densidad es p(z,y) = /22 + y2.

[P-5.33] Una esfera maciza de 1m de radio es seccionada en tres partes mediante dos
planos paralelos. Se desea que las tres partes tengan la misma masa. Si la densidad
del material que forma la esfera es p(z,y, z)Kg/ m?, con (z,y, z) las coordenadas de
cada punto de la esfera relativas a su centro, jcémo determinaria la posicién de los
dos planos cortantes? Razone su respuesta.

[P-5.34] Halle el volumen del sélido limitado superiormente por z = a — y/x? + y?, infe-
riormente por el plano XY, y lateralmente por 22 + v = az. a > 0.

[P-5.35] Calcule el volumen del sélido limitado por x =0,y =0,z =x+y,z=1—z—y.

-5. alcule el volumen del solido limitado por x“+y° = 1, x*+y° = 4, z°+y“+42° =
P-5.36] Calcule el vol del sélido limitad 21y =1, 22492 = 4, 2%+ +-422
36, y el plano XY.

[P-5.37] Un escenario de teatro al aire libre puede aproximarse por el semicirculo limitado
por y = v/50% — 22 e y = 0. Para evitar que los actores se mojen, se construye un teja-
do que puede modelarse mediante la funcién z = 25[1+exp((z%+5?)/1000) cos( (x> +
y?)/1000)]. Obtenga razonadamente el drea de dicho tejado.

P-5.38] Obtenga el volumen del sélido limitado superiormente por z2 + y? + 22 = 25 e
[ g y
inferiormente por z = 1 + /22 + 32

[P-5.39] Obtenga el volumen del objeto limitado superiormente por f(z,y) = x/(1 +
22y?), e inferiormente por z =1, x =5, y =5/ y y = 1/x.

[P-5.40] Calcule el volumen del objeto delimitado por 2+22 = a2, 2+y = +a,2—y = *a,
a > 0.
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[P-5.41] Proponga cémo calcular el volumen del objeto delimitado por (22 +y? + 22)3 =
3xyz.

[P-5.42] Obtenga razonadamente el volumen del objeto delimitado por: az = a? — 22 —y?,

z=a—x—y,x=0,y=0, z=0. Suponga a > 0.

[P-5.43] Considere el objeto delimitado por ax + by + ¢z = d, con a,b,c,d € R", y los
planos del primer octante. Calcule razonadamente la superficie total de este objeto.

[P-5.44] Como es sabido, los carpinteros suelen emplear lapiceros de seccién eliptica para
evitar que rueden con facilidad en sus entornos de trabajo. Se pretende afilar uno
de estos lapiceros, cuya seccién posee semiejes a y b, mediante un sacapuntas cuyo

1
interior puede modelarse mediante un cono del tipo z = h <1 — =V + y2> ,2 >0,
c

en donde h,c > 0. Calcule razonadamente el volumen de madera que se le retira al
lapicero tras su completo afilado si ¢ > a, b.

[P-5.45] Calcule razonadamente el volumen del objeto limitado por {(z,y) € R? : 22 +
y? =2y <0 U {(z,y) eR? 12?2 +y? — 22 <0}, 0 < 2 <4 — (22 +4?).

[P-5.46] Calcule razonadamente la masa del objeto limitado por z = 22442, 22 +3? = a2,

y z++/2? + y? = 0 si la densidad en cada punto del objeto, p(z,y, 2), es proporcional
a su distancia al plano z = 0.

[P-5.47] Calcule razonadamente el volumen del objeto limitado por z = 0, z = (z/a)? +
(y/b)% y (x/a)* + (y/b)* = 2z/a.

[P-5.48] Proponga razonadamente cémo calcular el volumen del objeto delimitado por la
superficie (22 + y? + 22)3 = 27a3wyz.

[P-5.49] La superficie (z/a) + (y/b) + (2/¢) =1 (a,b,c > 0), junto con los planos = = 0,
y =0, v z =0 definen, en el primer octante, un tetraedro. Calcule razonadamente:
(1) el volumen de dicho tetraedro; y (2) los valores de a, b, ¢ para que dicho volumen
sea minimo, sabiendo que, ademads, el “techo” del tetraedro debe contener al punto

(A,B,0).

[P-5.50] Calcule razonadamente el volumen comtin a las superficies (z —a)?+y?+2% = a?

y:r:2+y2—z2:0.

[P-5.51] Geométricamente, una cuna de queso de bola puede modelarse mediante el con-
junto Q = {(z,y,2) € R3 : 2% + y? + 22 < ¢, Va,y, z > 0}. Al queso se le retira una
porcién limitada por los planos coordenados y el plano x/a+1y/b=1,(0 < a,b < ¢).
Obtenga razonadamente la masa de queso retirada si la densidad del queso en cada
punto es siempre igual a la distancia de éste a la base del queso (plano OXY).

[P-5.52] Calcule razonadamente el volumen de la porcién del sélido 4(x2+32) = (2a—2)?
limitado por 2 + 4% = 2ax, t =0, 2 =0y 2z = 2a.

[P-5.53] Una bola esférica de madera de radio R flota en un estanque, de tal manera que
la parte sumergida tiene una altura h. Es posible estimar h mediante el principio
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de Arquimedes: el peso de la bola es igual al peso del agua desalojada por la bola.
Durante el dia, las densidades de la bola y el agua permanecen aproximadamente
constantes (la densidad de la madera es 0.4 veces la densidad del agua, 1kg/l). Sin
embargo, durante la noche la densidad del agua decrece, desde el valor diurno, expo-
nencialmente con la profundidad; la densidad de la madera no varia apreciablemente.
Proponga razonadamente cémo calcular h de dia y de noche.

[P-5.54] Calcule razonadamente el volumen acotado superiormente por z = 1+ zy e

inferiormente por el tridngulo de vértices (1, 1), (4,1),(3,2).

b
[P-5.55] Obtenga razonadamente la masa del sélido limitado por —v/22 + 92 < 2 < b
a

(a,b > 0), sabiendo que su densidad es p(z,y, 2) = 22 +13?+2?Kg/m3. MV: Volumen
prisméatico Demi 2.5 2212

[P-5.56] Obtenga razonadamente el volumen del sélido limitado por las superficies z =

r+y,zy=1lL,zy=2,y=xey=2x.

[P-5.57] Obtenga razonadamente el volumen del sélido limitado por las superficies 2az =

4y} + 2 —22=a% y2z=0(a>0).

[P-5.58] Calcule los volimenes de las dos regiones del espacio en las que la superficie

z? + 9% — 22 = a? divide a la esfera z? + 3% + 2% = 3a°.

[P-5.59] Sea la superficie 72 + 32 + 2% = 4z. Calcule razonadamente el volumen contenido

por esta superficie que queda por debajo de la hoja superior del cono 22 = 3x2 + 3y2.

[P-5.60] Sobre un solar con forma de un cuarto de circulo de radio 50m se construye un

auditorio. Este solar se puede modelar de la forma 22 + y? < 502, con z,y > 0. El
suelo del auditorio estd elevado segin la funcién z = (z+1vy)/5, mientras que el techo
puede describirse mediante z = 20 + xy/100. Se pide: (a) calcule razonadamente el
volumen de aire que es capaz de alojar el auditorio; (b) calcule razonadamente la
superficie del techo del auditorio.

[P-5.61] Considere el sélido acotado por z = 25 exp(—mQIyQ), 2 =0,y 22+ 9% = 16.

Este sélido es taladrado verticalmente por su centro mediante una broca cilindrica
de didmetro d. ;Cudnto ha de valer d para que la broca retire al sélido la décima
parte de su volumen?






Capitulo 6

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) son ecuaciones que, de manera sim-
plificada, permiten modelar la dindmica de muchos procesos. La simplificacién consiste
en reducir la dependencia del proceso a una sola variable. Esto, como es 16gico, generara
ciertas limitaciones, pero también la posibilidad de obtener predicciones dinamicas de una
manera sencilla.

Este capitulo pretende ser una introduccién general a las EDOs. Comenzaremos con
las EDOs de primer orden y después veremos las de segundo orden. Especialmente estas
dltimas seran la base de numerosos modelos en las telecomunicaciones; por ejemplo, en el
analisis de circuitos, en el electromagnetismo bésico, o en la dindmica de sistemas lineales.

6.1. Conceptos basicos

Como se ha dicho, una EDO es una ecuacién, verificada por una funcién de una variable,
a la que llamaremos y(z). El adjetivo diferencial hace referencia al hecho de que en la
ecuacién aparecen también las derivadas de y(z). El orden de la mayor derivada presente
en la ecuacion determina el orden de la EDO. Asi, podemos describir de manera general
una EDO de primer orden (EDO-1) como:

F(z,y,y") =0,
donde F' es una funcién arbitraria de z,y e 3. De manera andloga, podemos describir una
EDO de segundo orden (EDO-2) de la forma:

Fz,y,y,y") = 0.

Un ejemplo de EDO-1 serfa la ecuacién 3y’ = cosz, y un ejemplo de EDO-2 3" + 9y = 0.

Como con toda ecuacion, nuestro objetivo serd casi siempre encontrar su solucién. En
el caso de las EDOs, la solucién general sera una familia de soluciones dependiente de uno
(EDO-1) o dos (EDO-2) pardmetros. Se llama solucién particular a la solucién especifica
para unos ciertos valores de estos parametros.

Es imposible dar una soluciéon general para una EDO genérica. En funcién de la es-
tructura concreta de la EDO a resolver, seleccionaremos una estrategia favorable de ob-
tencion de la solucién; es decir, la resoluciéon de EDOs requerird la identificacion previa
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de propiedades estructurales en la ecuacién que podamos explotar en nuestro beneficio.

Comenzaremos, en la seccién siguiente, por las EDOs-1, y después continuaremos con las
EDOs-2.

6.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Vamos a considerar tres propiedades estructurales posibles a reconocer en una EDO-1:
si ésta es separable, si es exacta o si es lineal. Dedicamos una subseccién a cada una de
estas propiedades.

6.2.1. Ecuaciones separables

Una EDO-1 se dice separable si puede factorizarse de la forma:

y' () = fil@)f2(y),

en donde las funciones fi y f2 son arbitrarias. Esta factorizacién permite escribir la ecua-
cién original de manera alternativa como

1
mdy = fi(x)dzx.

Observe que el miembro izquierdo sélo depende de y, mientras que el derecho sélo depende

de x, con lo que
1
| o= [ a

El problema se reduce, por tanto, a calcular las dos integrales y, si es posible, despejar
y para obtener la solucién general en su forma explicita. Considere el siguiente ejemplo:
y' = 1+ y?. Esta EDO-1 es separable, pues es posible escribirla como

1542 dy = dz.
Si integramos, obtenemos arctgy = x + C', con C un parametro arbitrario, con lo que la
solucién general de esta EDO-1 es: y(x) = tg (z + C).

Algunas EDOs-1 no son inicialmente separables, pero pueden hacerse separables me-
diante un cambio de variable. Un ejemplo de esto son las EDOs-1 del tipo 3’ = g(y/x),
donde ¢ es una funcién arbitraria del cociente y/z. En efecto, si llamamos v = y/x, la
EDO-1 original se transforma en:

du dx
glu)—u
Esta ecuacién es ahora separable en las variables u y x con lo que, una vez realizadas las

correspondientes integraciones en ambos miembros, podemos obtener la solucién general
deshaciendo el cambio de variable realizado. Veamos un ejemplo sencillo.
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Considere la EDO-1: 2zyy’ = y?>—22. Esta ecuacién no es separable. Pero, si despejamos
v, el miembro derecho puede verse como una funcién del cociente y/x:

y = W = g(y/x).

La EDO-1, por tanto, responde a la estructura que puede hacerse separable mediante el
cambio u = y/z. Compruebe que la solucién general de esta ecuacién es 22 +y% — Cz = 0.

6.2.2. Ecuaciones exactas

Acabamos de ver que si, al despejar 3’ en una EDO-1, podemos factorizar en variables
separadas el miembro de la derecha, la ecuacién es separable. Lamentablemente, la mayoria
de las EDOs-1 no son separables. Consideremos las EDOs-1 que pueden escribirse de la
forma:

’ M(x,y)

Yy = —m, (6.1)

en donde las funciones de dos variables M y N son arbitrarias. Muchas EDOs-1 pueden
escribirse de esta manera tan general. La ecuacién (6.1) puede escribirse también como:

M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0. (6.2)

Considere ahora una funcién de dos variables u(z,y). Sabemos que su diferencial total
puede obtenerse como (véase la Seccién 4.4):

du = —dx + —dy. (6.3)

Si comparamos las ecuaciones (6.2) y (6.3), vemos que du = 0 (u posee una diferencial
exacta), y que:

ou ou

Si derivamos estas dos condiciones con respecto a y y x, respectivamente, obtenemos:

oM _
oy  Oyox’
oN _ ot
or  0z0y’

Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que estamos bajo las condiciones del Teorema de
Clairaut (véase la Seccién 4.3), nuestra EDO-1, ecuacién (6.1), serd ezacta si

oM _oN
oy Oz’

Es posible mostrar que esta condicién es necesaria y suficiente.
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Hasta el momento, hemos conseguido determinar si una EDO-1 es o no exacta. La
cuestion es si esto ayuda o no a obtener su solucion. Vedmoslo. Hemos deducido que, si la
ecuacioén es exacta, M(x,y) = uz, con lo que, despejando u:

u = /M(a:, y)dx + k(y), (6.4)

donde k(y) es una funcién de y por determinar. Por otra parte, sabemos que N(z,y) = u,.
Si sustituimos en esta ecuacion el resultado (6.4), obtenemos una ecuacién de la que es
posible determinar k(y), y obtener asi la solucién implicita de la EDO-1. Vamos a ilustrar
este procedimiento con un ejemplo.

Sea la EDO-1:

; 23 + 3zy?
v 3z2y +y3

Para ver si esta EDO-1 es exacta, identificamos primero M = z3+3zy? y N = 322y+y5.
Es sencillo comprobar que M, = N, = 6zy, con lo que la EDO-1 es exacta. Por ser exacta:

u= /M(a:, y)de + k(y) = 2t /4 + 32%y2 /2 + k(y). (6.5)

Si sustituimos este resultado en u, = INV:

322y + K (y) = 32y + o,
con lo que k(y) = y*/4 + C. Reintegrando este resultado en (6.5), obtenemos la solucién
general de esta EDO-1:
w4+ 3222 )2+t /A= C.

Tal y como ilustra este ejemplo, resolver EDOS-1 exactas es sencillo. Nos preguntamos
ahora si, dada una EDO-1 de la forma general dada por (6.2), pero que no es exacta,
podemos de alguna manera convertirla en exacta. Una posibilidad es multiplicar toda la
ecuacién por un factor de integracion F(z,y):

F(z,y)M(x,y)dx + F(x,y)N(z,y)dy = 0.
Podemos ver esta ecuacién de la forma original si identificamos M(z,y) = F(z,y)M(z,y)
y N(z,y) = F(z,y)N(z,y):
M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0.
Evidentemente, esta ecuacion serd exacta si My = Nx, lo que supone elegir un F(z,y) que
verifique:
FyM + FMy = FyN + FN,.

Lamentablemente, resolver esta ecuacién (se trata de una Ecuacién de Derivadas Parciales
para F') es un problema més complejo que resolver la EDO-1 original, por lo que vamos
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a reducir los grados de libertad en la eleccién del factor de integraciéon, de manera que
s6lo dependa de una variable. Supongamos, pues, que F(z,y) = F(x). En este caso, la
ecuacion anterior se reduce a:

M, —- N, F'
N  F
Observe que el miembro de la derecha sdlo depende de x, por lo que, para existir F, el

miembro de la izquierda debera ser también sélo funcién de z. Si llamamos a éste R(x),
F' se obtiene de manera inmediata como

Flz) = exp { / R(m)dw} . (6.6)

Se puede obtener un factor de integraciéon F(y) de manera andloga:
F(y) = exp {/S(y)dy} )
donde ahora S(y) =

N, — M,
Determinado el factor de integracién que convierte la EDO-1 original en exacta, la
solucién de la ecuacién se obtiene aplicando, sobre la ecuaciéon modificada por la inclusion
del factor de integracion, el protocolo de resolucién deducido para las ecuaciones exactas.

Como ejemplo de aplicacién, obtenga, mediante la obtencién previa de un factor de
integracion, la solucién de la EDO-1 siguiente:

. 2sen (y?)
xy cos(y?)

Solucién: xsen (y?) + C = 0.

6.2.3. Ecuaciones lineales

Una EDO-1 se dice lineal si puede escribirse de la forma:

Y +plx)y = r(z), (6.7)

en donde las funciones p(x) y r(x) son arbitrarias. Cuando r(z) = 0, la ecuacién se
dice homogénea; en caso contrario, no homogénea. Observe que todas las EDOs-1 lineales
homogéneas son separables:

con lo que la solucién general es

y(z) = Cexp {— /p(x)dﬂs} .
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Tratemos de encontrar ahora una solucién general de le EDO-1 lineal no homogénea.
El hecho de que r(x) # 0 hace que la ecuacién no sea ahora separable. Intentemos ver si es
exacta. Para ello, escribamos la EDO-1 lineal genérica, ecuacién (6.7), de la forma (6.2):

(p(z)y — r(z)) dz + dy = 0.

En este caso, M (x,y) = p(z)y —r(z), y N(x,y) = 1, por lo que una EDO-1 lineal genérica
s6lo serd exacta cuando p(z) = 0, pero, en este caso, la EDO1- lineal no homogénea seria
separable, por lo que carece de sentido su consideracion. ;Cémo abordar la solucién del
caso general no homogéneo (p(z) # 0)?

En la subseccion anterior hemos visto que una ecuacién no exacta puede convertirse
en exacta mediante un factor de integracién, si bien no tenemos la seguridad de que
dicho factor exista. Intentemos esta aproximacion, y tratemos de identificar un factor de
integracién dependiente de z, F'(x). Segin vimos en (6.6),

Flz) = exp{/R(x)dx}, R(z) = w

Si sustituimos para nuestros valores de M y N, obtenemos:

F(z) = exp { / p(x)dx} = exp {h(z)}, h(z)= / p(z)dz.

Por tanto, siempre vamos a poder convertir una EDO-1 lineal en exacta, pues siempre
vamos a poder encontrar F'(x).

En principio, obtenida la ecuacién exacta, podriamos solucionarla siguiendo el proto-
colo deducido para resolver este tipo de ecuaciones; sin embargo, podemos emplear ciertas
regularidades de la ecuacion exacta resultante que lo hacen innecesario. La ecuacién exacta
a resolver es:

exp {h(z)} dy + exp {h(z)} (p(x)y — r(z)) dz = 0. (6.8)

Considere ahora el siguiente resultado:

(exp {h(z)}y) = exp{h(z)} (p(z)y + ),

en donde hemos usado el hecho de que h/(x) = p(z). Si empleamos este resultado en (6.8),
obtenemos que nuestra ecuacion exacta de partida puede escribirse como

(exp {h(z)}y) = exp {h(z)} r(z).
Si ahora integramos los dos miembros de esta ecuacion con respecto a x, obtenemos que
() = exp (~h(@)} [ exp {h(a)} (o), (6.9)

con h(z) = [ p(z)dz. Esta es la forma general de la solucién de cualquier EDO-1 lineal.
Como ejemplo de aplicacién de este resultado, se propone resolver la ecuacién iy’ —y =
exp(2x). Solucién: y(z) = Cexp(x) + exp(2x).
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Algunas EDOs-1 no lineales, aquellas EDOs-1 que no pueden expresarse de la forma
(6.7), pueden reducirse a una forma lineal, y ser resueltas mediante el método que acabamos
de ver. De entre ellas, la mas famosa es la ecuacion de Bernoulli:

Y+ plx)y = q(x)y", (6.10)

en donde p(z) y ¢(x) son dos funciones arbitrarias, y n es un entero. Observe que sélo
sin = 0,1 la ecuacién es lineal. ;Cémo reducir esta ecuacion a lineal fuera de estos dos
casos?

Si multiplicamos ambos miembros de (6.10) por (1 —n)y~", obtenemos

(1—=n)y™"y + (1 —n)p(x)y' ™" = (1 - n)q(x),

que podemos expresar como

(') + (L= n)p(z)y' ™" = (1 - n)q(x).

Si llamamos u = y'~", la ecuacién anterior se convierte en

u' = (1 =n)p(z)u = (1 —n)q(x).

Observe que esta EDO-1 es lineal para la funcién u, por lo que podemos emplear el método
de las EDOs-1 lineales para calcular u y, a partir de u = y'~", calcular la solucién general
.

Como ejemplo de aplicacion, se propone calcular la solucién general de v/ + zy = 231>,
Solucién: y = £1/4/C exp(x?) + 22 + 1.

6.2.4. La iteraciéon de Picard

Como su propio nombre indica, la iteracion de Picard es un método iterativo que per-
mite calcular soluciones aproximadas de una EDO-1. Supongamos que queremos calcular
la solucién de la EDO-1 genérica

y' = f(z,y), (6.11)

con f(x,y) una funcién arbitraria, y sabiendo que y(xg) = yo. Esta forma de plantear
la EDO-1 es lo que suele denominarse un problema de wvalor inicial: queremos estimar
valores futuros de y(z) (Vz > x0), a partir del conocimiento del valor de la funcién y en
un instante inicial zg (yp).

En principio, nada nos impide integrar ambos miembros de (6.11):

/y y i | :f(ﬂy(T))dT;

es decir:

T

y(@) = yo + / f(ry(r))dr.

0
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La integracion en el miembro derecho de esta ecuacién no puede realizarse, ya que
desconocemos y (realmente es lo que queremos encontrar); sin embargo, podemos hacer
una primera aproximacién de la solucién si suponemos que y(7) = yo, V7:

yi(z) =yo + /x f(1,90))dr.

Esta aproximacién puede refinarse si usamos y; en la integral:

Y2 () = yo + /x f(ryy(7))dr.

Este proceso de sucesivas aproximaciones puede extenderse indefinidamente:

Yn(T) = Yo + /z f(7, yn—1(7))dr.

En general, el método converge siempre que en el intervalo de andlisis la funcién f(z,y)
no posea una comportamiento “patolégico”.

6.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

Aparentemente, las EDOs-2 no deberian introducir una complejidad mucho mayor
sobre lo que hemos visto hasta ahora para las EDOs-1; sin embargo, no es asi. La incor-
poracién de derivadas de segundo orden en la EDO nos obliga a clasificar a las EDOs-2
en dos categorias: las EDOs-2 lineales y las no lineales. Estas tltimas son de muy dificil
solucién (supera el marco de un curso introductorio como este), por lo que nos limitaremos
al estudio y resolucién de EDOs-2 lineales.

Una EDO-2 lineal responde a esta estructura:

Y+ p(x)y +q(x) = r(z), (6.12)

en donde p(x),q(x) y r(z) son tres funciones arbitrarias. Observe que esta estructura es
una generalizacién de la que vimos para las EDOs-1 lineales (6.7). Al igual que haciamos
entonces, también es posible en este caso clasificar las EDOs-2 lineales en homogéneas o
no homogéneas en funcién de que r(z) sea cero o no, respectivamente.

6.3.1. Ecuaciones homogéneas

Resolver la EDO-2 lineal homogénea consiste en encontrar las funciones y(x) que ve-
rifican la ecuacion:

Y +p(x)y + q(z)y = 0. (6.13)

De cara a obtener la estructura de las soluciones de esta ecuacién, vamos a recurrir a
nuestros conocimientos de Algebra Lineal. Considere un operador en el espacio V de
las funciones reales de variable real continuas en un determinado intervalo de interés:
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T:V — V. Suponga que este operador transforma funciones segin: T(y(x)) = v"(z) +
p(x)y'(z) + q(z)y(x),Vy(z) € V. Observe que el niicleo de este operador seria:

Ker(T) = {y(z) € V : y" + p(x)y' + q(z) = 0}.

Es decir, resolver (6.13) es equivalente a calcular Ker (7).

Considere ahora dos funciones cualesquiera de Ker(T'): y;(z) e y2(z). Necesariamente
estas dos funciones verificaran:

v+ p(x)yy + q(@)yr =0, v +p(@)ys + q(z)y2 = 0.

Sea ahora la combinacién lineal s(x) = aqyi(z) + agy2(x), Yai, as € R. Es muy sencillo
demostrar que s(x) € Ker(T'). Con lo que Ker(T') = span(yi, y2). Si imponemos la indepen-
dencia lineal de y; e y2, el conjunto {y1,y2} serfa una base de Ker(7T') en la que podriamos
escribir, como combinacién lineal de sus elementos, todas las posibles soluciones de (6.13):

y(x) = a1y (z) + aoye(z), Vai,az € R

No es complicado demostrar que la condicion necesaria y suficiente para la independencia
lineal de {y1,y2} es:

Y1y — Y2yt # 0.

Esta condicién puede escribirse como un determinante empleando el Wronskiano de ;1 e
Y2:

yr Y2
Wy, = 0.
(yl 92) ‘ y/ yé #

1

Concluimos por tanto, tras este anélisis algebraico del problema, que cualquier EDO-2
homogénea queda resuelta, de manera general, una vez dispongamos de dos soluciones
que no anulen su Wronskiano. En los dos apartados siguientes vamos a mostrar como
obtener estas dos soluciones, que constituyen lo que se denomina el sistema fundamental
de soluciones de la ecuaciéon. Comenzaremos con un subconjunto de EDOs-2 en la que esto
es sencillo, las EDOS-2 con coeficientes constantes, y luego volveremos al caso general.

EDOs-2 homogéneas con coeficientes constantes

Estas EDOs-2 responden a la estructuras:

Yy +py +qu=0, (6.14)

donde p,q € R. Dada la naturaleza de esta ecuacién, buscamos una funcién que, al ser
derivada reiteradamente, no cambie su dependencia funcional. Esa funcién podria ser del
tipo y(z) = exp(Az), con A una constante a determinar. Si sustituimos esta solucién
tentativa en (6.14), obtenemos la siguiente ecuacién polinémica para la constante \:

M4 p+q=0.
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Asi pues, y(x) = exp(Az) serd solucién de la EDO-2 sélo si A verifica la ecuacién polinémica
anterior. Légicamente, los posibles valores de \ seran:

No PEVP 4
5 :

En funcién del valor tomado por el discriminante p? — 4¢, podemos considerar tres casos
posibles:

1. p*> —4q > 0: En este caso, A toma dos valores reales distintos, A1, A2, con lo que
el sistema fundamental de soluciones estard formado por {exp(Ai1z),exp(Aa2z)} (es
inmediato verificar que su Wronskiano no se anula). Por tanto, la solucién general
de la ecuacién en este caso sera:

y(x) = arexp(Mz) + agexp(Aaz), Vai,a € R.

2. p? — 4q < 0: Ahora A toma dos valores complejos conjugados': \; = —p/2 + iw y
Ao = —p/2 —iw, con w = y/4q — p?/2. La solucién general es ahora:

y(z) = exp(—px/2)[oq exp(iwz) + az exp(—iwz)], Voai,az € R.

Puesto que estamos interesados en soluciones reales, esta solucién puede expresarse,
sin pérdida de generalidad, como:

y(x) = exp(—pz/2)[a;s cos(wz) + agsen (wx)], Vai,as € R.

3. p? — 4q = 0: Esta situacién conduce a una solucién doble para A\: A\; = Ay = —p/2.
Esto supone que sélo obtenemos una solucién de la ecuacién homogénea, yi(z) =
exp(—px/2) con la que construir el sistema fundamental. ;Cémo obtenemos la otra,
y2(z)? Podemos emplear el método de reduccion del orden, basado en suponer que
Y2 = uy, donde u es una funcién a determinar imponiendo que yo verifique la EDO-2
homogénea. Es sencillo comprobar (hagalo) que u = x, con lo que la solucién general
en este caso es:

y(z) = (a1 + agzx) exp(—px/2), Vai,as € R.

EDOs-2 homogéneas sin coeficientes constantes

Encontrar, de manera general, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
(6.13) es imposible. De hecho, no hay una manera de obtener ni siquiera una solucién
de esta ecuacién de forma general. Serd preciso, para cada caso concreto de p(z) y q(z),
“buscarse la vida” para, por inspeccion, tratar de obtener una solucién. Obtenida una
solucién (llamémosle y; ), podriamos recurrir al método de la reduccién del orden, empleado
en el apartado anterior, para obtener una segunda solucién y construir asi el necesario
sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea. Asi, si suponemos que yo =

1Si no est4 familiarizado con los niimeros complejos, es muy conveniente que revise el Apéndice C.
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vy1, y sustituimos yo en (6.13), no es dificil llegar (es un buen ejercicio verificar este
resultado) a que

o(z) = / oxp {~ [ plx)de} (6.15)

yi(z)

Con la funcién v(z) asi obtenida calculamos y2, y obtenemos asi el necesario sistema
fundamental de soluciones de la homogénea. Pero recuerde que no serd posible llegar a él
si no conseguimos obtener previamente de alguna forma y;.

Como ilustracién, considere la ecuacién de Legendre: (1—x2)y” —2zy'+2y = 0. Se trata
de una EDO-2 lineal no homogénea y sin coeficientes constantes. La forma de esta ecuacién
nos permite proponer tentativamente y; = kx, k € R. Si sustituimos en la ecuacién, vemos
efectivamente que esta funcién es solucién para k = 1, con lo que y;(z) = x. Llegado
a este punto, podriamos emplear (6.15) y obtener el sistema fundamental, con el que
obtendriamos la solucién general de la ecuacién. Hagalo.

6.3.2. Ecuaciones no homogéneas

La solucién general de una EDO-2 no homogénea es de la forma:

y(x) = yn(@) + yp(2),

donde yn(x) es la solucién de la ecuaciéon homogénea correspondiente (de acuerdo con
todo lo que hemos visto en la subseccién anterior), e y,(x) es una solucién particular,
sin depender de ninguna constante, de la ecuacién no homogénea. Evidentemente, esta
superposicion de soluciones es una consecuencia de la linealidad de la EDO2 bajo analisis.

.Cémo determinar y,(x)? Si disponemos de la solucién de la homogénea, disponemos
de un sistema fundamental de soluciones, {y;,y2}, a partir del cual, mediante el método
de variacion de pardmetros (MVP)?, obtener y,:

yp() = =11 / yimjdx + Y2 %d%

con W el Wronskiano del sistema fundamental de soluciones de la homogénea. Las in-
tegraciones en la ecuacién anterior no tienen por qué ser sencillas, pero disponemos, en
cualquier caso, de un método universal para obtener la solucién particular de cualquier
EDO-2 lineal, una vez determinado el sistema fundamental.

Si la EDO-2 no homogénea es de coeficientes constantes, podemos emplear un método,
el llamado método de los coeficientes indeterminados (MCI), para calcular y,. Este método
no es universal para todas las EDOs-2 lineales no homogéneas de coeficientes constantes. Su
posible aplicacién depende de cémo sea r(x). Pero, si su aplicacién es posible, la obtencién
de y, suele ser més sencillas por esta via, dependiendo de la complejidad de r(x).

,Cémo tiene que ser r(x) para poder emplear el MCI? Es necesario que r(z) conste
de una suma de términos cada uno de los cuales tenga un numero finito de derivadas
linealmente independientes. Por ejemplo, si 7(x) = 23, sus derivadas son 322, 6z y 6; estas

2La forma de y, propuesta resulta de la aplicacién del método de la reduccién del orden, visto con
anterioridad: yp(z) = u(z)y1 (z) + v(z)y2(z).
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| r(z) | yp() |
Pn() Ao+ Az + -+ Apa”
pn(z) exp(az) (Ao + A1z + -+ -+ Apz™) exp(ax)
pn(z) exp(ax)senbz | exp(az)[(Ao + A1z + -+ - + Apa™) cosbx
6 pn(x) exp(ax) cos bz +(Bo+ Bix + - -+ + Bpa™) sen bz

Cuadro 6.1: Eleccién de y,(x) tentativa en funcién de r(x).

tres funciones son linealmente independientes. En este caso podriamos usar el MCI. Sin
embargo, si r(x) = 1/z, no podriamos usarlo ya que, aunque sus derivadas son linealmente
independientes, constituyen un conjunto infinito. Observe que si r(x) = sen(2z), sus
derivadas sucesivas son infinitas; sin embargo, sélo el conjunto compuesto por dos de ellas,
sen (2x) y cos(2x), es linealmente independiente. La inclusién en este conjunto de cualquier
otra de las derivadas de r(z) lo hace linealmente dependiente. Por tanto, si podriamos usar
el MCI en este caso.

En la préactica, se suelen usar unas tablas en las que, para determinadas formas de
r(x) vélidas, se proponen las correspondientes y,(x) dependientes de unos coeficientes a
determinar (este es el origen del nombre del método). A continuacién se muestra una de
dichas tablas para los casos de r(x) mas frecuentes en Ingenierfa.

Una vez determinada, a partir de la tabla, la y,(x) a emplear, es necesario, antes de
sustituirla en la ecuacién para obtener los coeficientes indeterminados, verificar que esta
yp(z) no es solucién de la ecuacién homogénea (cuando esto ocurre, se dice que hay una
colision). Las colisiones pueden ser simples o dobles. Una colisién es simple cuando la
yp(x) propuesta por la tabla coincide con la solucién de la homogénea de los casos 1y 2
de la pagina 80. Por su parte, una colisién es doble cuando la y,(x) propuesta por la tabla
coincide con la solucién de la homogénea del caso 3 de la pagina 80.

Detectada la colisién, es necesario actualizar la y,(z) propuesta por la tabla de acuerdo
con el siguiente esquema: Si la colisién es simple, y,(z) se convierte en zy,(z). Si la colisién
es doble, y,(x) se convierte en 2%y, (z).

Se recomienda no avanzar sin trabajar antes estos ejemplos:

» Ejemplo 1: MCI sin colisiones: y” + 4y’ + 4y = 422 + 6 exp(x).
» Ejemplo 2: MCI con colisién simple: y” — 3y’ + 2y = 222 + 3exp(2x).

= Ejemplo 3: MCI con colisién doble: y” + 4y + 4y = 3z exp(—2x).

6.4. La transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una funcién de una variable f(t) es otra funcién de
una variable F(s), algo que designamos de la manera F'(s) = L(f(t)). La transformacion
L serd lineal y biyectiva (invertible), con lo que siempre serd posible obtener f(t) de la
forma f(t) = L~'(F(s)). Existen infinidad de posibles transformadas, y el estudiante
de Ingenieria de Telecomunicacién, empleard unas cuantas a lo largo de sus estudios,
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especialmente la transformada de Fourier, que puede verse como un caso particular de la
transformada de Laplace.

.,Cual es el sentido de introducir este tipo de transformaciones funcionales? Estas trans-
formaciones permiten trasladar la informacion contenida en f(t) (en un dominio temporal)
a un formato alternativo (dominio transformado). La idea con ello es obtener ventajas en la
manipulacién de dicha informacién o en su representacién. En el contexto de este capitulo,
la pretension sera convertir una EDO en una ecuacién algebraica, mucho mas sencilla de
resolver, y, una vez resuelta ésta, deshacer la transformacién para obtener directamente la
solucién de la EDO. Esta forma de proceder es tipica del andlisis y la sintesis de circuitos,
la dindmica de sistemas continuos, y el estudio de los sistemas realimentados.

6.4.1. Definicién y propiedades

Dada una funcién f(t), definida V¢ > 0, definimos su transformada de Laplace de la
formas:

LU®) = F) = [ @) exp(=styi.

Observe que la integral que define la transformada es impropia (véase la Seccién 2.6), y
debe ser convergente. Veamos un par de ejemplos sencillos:

» Ejemplo 1: f(t) = u(t) = 1,t > 0 (funcién escalon): F(s) =1/s.
» Ejemplo 2: f(t) = exp(at),t > 0: F(s) =1/(s —a).
» Ejemplo 3: f(t) = cosh(t),t > 0:

F(s) = L(exp(at)) + L(exp(—at)) 1 (8 i - S—il_a) - i 5

2 2

Observe el uso de la linealidad de L en el Ejemplo 3.

Aparte de la linealidad, es posible emplear otras propiedades que simplifican la obten-
cién de las transformadas de Laplace?:

1. Desplazamiento en s:

Liexp(at) f()) = F(s - a).

O, alternativamente:

explat) f(t) = L™ (F(s — a)).

2. Diferenciacion:

L(f'(t)) = sF(s) — f(0).

3Se aconseja deducir estas propiedades a partir de la definicién de la transformada de Laplace.
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3. Diferenciacion de orden n:

L(f") = "F(s) = "1 (0) = 8" 2 /(0) = - = f"7D(0).

4. Integracion:

5. Desplazamiento temporal:

L(5(t — a)) = exp(—as),

en donde hemos introducido una funcién generalizada (realmente una distribucién),
muy empleada en Ingenieria, denominada delta de Dirac. Esta funcién se define
como:

0(t) =00,t=0; 0(t)=0,t#0; /005(t)dt:1.
0

6.4.2. Tabla de transformadas

En la seccién siguiente vamos a aplicar la transformada de Laplace a la resolucién de
EDOs. Como se ha dicho, la idea es convertir la EDO, definida en el dominio temporal,
en una ecuacién algebraica en el dominio transformado. Resuelta la ecuacién algebraica,
habremos de volver al dominio temporal. Para esto ltimo, las propiedades que acabamos
de ver son de gran utilidad, pero es necesario complementar esa informacién con otra
sobre transformadas inversas. En la siguiente tabla, para su referencia, reunimos toda esta
informacién.

f(#) F(s)
u(t) %

et f(t) F(s —a)
u(t — a) e;as

F(t - ayult —a) 1 F ()
5(t) 1
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" f(t)
f't)
F (@)

t
/0 f(r)g(t — 7)dr
m(n=0,1,2,...)
sen kt

cos kt

at

senh kt

cosh kt

at bt

a—>b

ae®t — bebt

a—>b

tet

+n eat

e sen kt
e cos kt

e senh kt
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¢ sSs—a
e® cosh kt m
2ks
tsen kt m
52 — k2
tcos kt m
2ks
tsenh kt m
2 2
s“+k
t cosh kt m
sen at
arctg —
t
1 efa2/4t e—a\/g
mt NG
a efa2/4t efa\/g

6.4.3. Resolucién de EDOs mediante transformada de Laplace

Resumimos el procedimiento a seguir para resolver EDOs mediante la transformada
de Laplace:

1. Aplicar L a ambos miembros de la EDO.
2. Resolver la ecuacién algebraica resultante para Y (s).

3. Emplear las propiedades de la transformada de Laplace y la tabla de transformadas
vistas, respectivamente, en las subsecciones 6.4.1 y 6.4.2, para invertir Y (s) y obtener

y(t).

Tlustraremos este procedimiento con un par de ejemplos sencillos.
Ejemplo 1: Resuelva la EDO-2 y” —y = t con las condiciones iniciales y(0) = 1 e 3/(0) = 1.
Si aplicamos L a los dos miembros de la EDO, obtenemos:

SV (s) — sy(0) — y'(0) — Y(s) = —.
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Si usamos en esta ecuacién las condiciones iniciales, y despejamos Y (s), podemos expresar
el resultado en fracciones simples de la forma:

1 1 1
Y(s)_s—1+<s2—1_32>'

Ahora ya podemos invertir esta ecuacién, sin mas que identificar, en la parte izquierda
de la tabla de transformadas, las funciones correspondientes a los tres sumandos de la
ecuacién. El resultado es:

y(t) = exp(t) + senht — t.

Puesto que la ecuacion de este ejemplo es una EDO-2 no homogénea de coeficientes cons-
tantes, se recomienda resolver la ecuacién por el MCI o por el MVP para verificar que se
obtiene el mismo resultado.

Ejemplo 2: Resuelva la EDO-2 y” 4+ 3/ — 6y = 1 con las condiciones iniciales y(0) = 0 e
y'(0)=1.

Si aplicamos L a los dos miembros de la EDO, y usamos las condiciones iniciales,
obtenemos:

(2 +5—6)Y(s) = (s —2)(s + 3).
Si despejamos Y (s) y expresamos el resultado en fracciones simples, podemos escribir:

L, 3 2
6s ' 10(s—2) 15(s+3)’

Y(s)=—

Con la ayuda de la tabla de transformadas, es sencillo invertir esta ecuacién y obtener
finalmente:

6.5. Ejercicios propuestos

[E-6.1] yy' + 252 =0
[E-6.2] 3/ + 322y =0
[E-6.3] 2/ =z +vy
[E-6.4] 23/ =% +y

J:2+y2

[E-6.5] v/ =
Y

[E-6.6] senhx cosy = coshzsenyy’
[E-6.7] —yz 2 +2 1y =0

[E-6.8] seny + cosyy’ =0
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[E-6.9] 3(y+ 1) = 2zy/

[E-6.10] 2cosy = tg2xsenyy’

[E-6.11] 2cosy = senyy’

[E-6.12] ¢/ + 4y = cosx

[E-6.13] ¢/ + 2y = 4z

[E-6.14] 2%y + 22y = senh bz

[E-6.15] v/ +y = —x/y

[E-6.16] 3/ + 2y = 3>

[E-6.17] 9y” — 30y’ + 25y =0

[E-6.18] 16y" — 72y =0

[E-6.19] v" — 2v/2y' + 2.5y =0
[E-6.20] 3" +y —12y =0

[E-6.21] 16y” — 8y’ + 5y =0

[E-6.22] " —y = 8exp(—3x)

[E-6.23] 3 + 3y + 2y = 42

[E-6.24] " — 2y’ + 5y = 523 — 622 + 6z
[E-6.25] " + 3y’ — 18y = 9senh (3x)
[E-6.26] " + 4y’ + 4y = 3z exp(—2x)
[E-6.27] v + 6y’ + 9y = 50 exp(—x) cosz
[E-6.28] y" — 3y’ + 2y = sen (exp(—x))
[E-6.29] v +y = tg(z)

[E-6.30] (1 —2%)y” — 22y +2y=0
[E-6.31] zy" +y =0

[E-6.32] 42%y” + 8xy' — 3y = Ta? — 1523
[E-6.33] xy" — ¢ = (3 + z)z? exp(x)
[E-6.34] 2% — oy +y=2, y1==x

[E-6.35] v —2y//x + 2y/2® = zlogz, y1 =1
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6.6. Problemas propuestos
[P-6.1] Obtenga razonadamente la solucién general de las siguientes EDOs:

exp(7)

Ly =2y 4+y=
2.y — 6y + 25y = 2sen (x/2) — cos(z/2)

[P-6.2] Resuelva, por el método que estime oportuno, las siguientes ecuaciones diferen-
ciales ordinarias:

1. ¢ + 422y = (422 — z) exp(—2?/2).
2. y" 4+ 4y + 5y = 2522 + 13 sen 2x.

[P-6.3] Resuelva, por el método que estime oportuno, las siguientes ecuaciones diferen-
ciales ordinarias:
2Q(t)
1. Q'(t =4
Q)+ 10 42t
2. 2" + 4z = sen?(2t).

[P-6.4] Resuelva el problema de valor inicial dado por y” + 2y + 5y = exp(0.5z) +
40 cos 10z — 190 sen 10z, y(0) = 0.16, 3/(0) = 40.08.

[P-6.5] Sea la EDO (2xy? + yexp(z))dzr + (22%y + kexp(z) — 1)dy = 0. Se pide:

1. Determine el valor de k para el que la EDO anterior es exacta.

2. Resuelva, para el valor obtenido, la EDO anterior.

[P-6.6] Resuelva la EDO y” — ¢/ — 2y = exp(2z), con las condiciones de valor inicial
y(0) =4'(0) = 0.

[P-6.7] Resuelva, por el método que estime oportuno, las siguientes ecuaciones diferen-
ciales ordinarias:
1. y/ cos’>x + 3y = 1.
2. y" 4+ 3y + 2.25y = —10exp(—1.5x).

[P-6.8] Resuelva, por el método que estime oportuno, 4’ + 4x?y = (42 — z) exp(—22/2).

[P-6.9] Resuelva, empleando el método que estime oportuno, las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias:

1. 3y + 2y = exp(—z?).
2. y" -2y +y=4cosx.
dr

[P-6.10] Resuelva, por el procedimiento que estime oportuno, 0 [r + exp(—0)] tg 0.
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[P-6.11] Obtenga razonadamente la solucién general de las siguientes EDOs:
1. y" — 2y +y = exp(z) + exp(2x).

2.y +ytgxr = sen2z.

[P-6.12] Resuelva razonadamente la siguiente ecuacién diferencial ordinaria: y’ — 322y =
3
exp(z°)

[P-6.13] Resuelva razonadamente las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

1. (xcosy —2y)y +x + seny = 0.
2. y" — 6y’ + 25y = 5023 — 3622 — 63z + 18.
[P-6.14] Resuelva para y: y?/2 + 2y exp(x) + (y + exp(z))y’ = 0.
-6. esuelva para y: y" — 4y + 4y = exp(2z)senx.
P-6.15] R 1 " — 4y 4+ 4 2

322y + 8xy?
P-6.16] Resuel Y = '
[ ] Resuelva para y: y 23 + 822y + 1242

[P-6.17] Resuelva para y: y" — 2y +y = cosx + 3exp(z) + 22 — 1.
[P-6.18] Resuelva para y: y' — cos®x + 3y = 1.

[P-6.19] Resuelva para y: vy’ — 3y’ + 2y = 2z exp(3z) + 3sen .

d 45
[P-6.20] Resuelva la siguiente EDO: dit/ + ng)t =

[P-6.21] Resuelva la siguiente EDO: 3" — 6y’ — 7y = 8 exp(—t) — 7t — 6.

80.

[P-6.22] Resuelva la siguiente EDO: (zexp(—y) — exp(z)cosy)y’ = exp(z)seny +
exp(—y).

[P-6.23] Seala EDO 2%y” —xy’ +vy = x. Se sabe que y;(x) = z es solucién de la ecuacién
homogénea. Calcule la solucién general de esta ecuacion.

[P-6.24] Resuelva la siguiente EDO: z + 3y2/x = 2yy/.
[P-6.25] Resuelva la siguiente EDO: y” + 4y = 2sen (2z).

[P-6.26] Obtenga la solucién general de la siguiente EDO: y” — 2y’ — 8y = 9z exp(z) +
10 exp(—z).

[P-6.27] Seala EDO y" —2y//x +2y/x? = zlog(z). Se sabe que y;(z) = x es solucién de
la ecuacion homogénea. Calcule la solucién general de esta ecuacién.

[P-6.28] Resuelva la siguiente EDO: 3/ = —2/y — 3y/(2z).
[P-6.29] Resuelva la siguiente EDO: y” + 4y = 22 sen (2x).

[P-6.30] Resuelva la siguiente EDO: zy’ + (z + 1)y = 6.
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[P-6.31]
[P-6.32]
[P-6.33]

[P-6.34]

Resuelva la siguiente EDO: y” + 25y = 423 sen (5z) — 2 exp(3x) cos(5x).
Resuelva la siguiente EDO:

Resuelva la siguiente EDO:

2?2 4 2zy + (yx + 222)y = 0.

y" — 4y + 4y = exp(2z)(1 + cos x).

Obtenga razonadamente la solucién general de las siguientes EDOs:

oy +3x+y=0.
Y+ 2y +y=4dexp(—x).

Obtenga la solucién general de las ecuaciones:

cxy' + (1 —2)y = exp(22).

Resuelva la siguiente EDO

Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:
Resuelva la siguiente EDO:

Resuelva la siguiente EDO:

.y +y=z(exp(r) — senx).

zyy’ + 2y? + 22y + 3 = 0.

91

y" — 3y’ — 4y = 3exp(2z) + 2senx — 8 exp(x) cos 2.

322 + y? = 2zyy

y' +2y +y =1z exp(—x)cosz
zyy’ —y* = (z +y)* exp(—y/x).
y' + 2y +y = cos® x.

(y* —2)y =y.

y" — 2y’ + 3y = exp(—x) cos .

(yexp(y) — xexp(x))y = —exp(z)(z + 1).

y"' —y=2/(1+exp(x)).
2(3y + 22)y’ = —3(y + x)*.

y" 4+ y = xexp(x)sen (2x).
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Apéndice A
Planteamiento pedagodgico

Los ingenieros, para resolver problemas de Ingenierfa (véanse las secciones A.3 y A.4),
necesitamos usar las Matemadticas. Este uso se dirige fundamentalmente en dos direcciones:
(1) describir la complejidad y poder modelarla (las Matemaéticas como lenguaje), y (2)
obtener resultados cuantitativos de nuestros modelos (las Mateméaticas como herramienta
de calculo).

En el estudio de las Matematicas, al menos en el nivel universitario, conviene no perder
de vista este hecho: No es posible usar adecuadamente las Matematicas sin comprenderlas.
Es decir, antes de usar bien hay que comprender en profundidad.

A mi juicio, sélo hay una una via para comprender las ideas matemaéticas: Ser capaz de
reconstruirlas en lugar de meramente recordarlas. Esta necesidad puede ser muy frustrante
para el estudiante que inicia sus estudios universitarios, ya que normalmente supone un
enorme cambio de expectativas con respecto a las que suele traer del Bachillerato.

A.1. Cambio de expectativas

El largo periodo de la ensenanza pre-universitaria genera, en el estudiante que emer-
ge de ella, unos habitos y unas expectativas que, en muchas ocasiones, no favorecen su
integracion en la Ensefianza Superior. Sin dnimo de ser exhaustivo:

= En general, el Bachillerato espanol actual no sitia su énfasis formativo en pensar;
mas bien prioriza la memorizacién acritica, la recuperaciéon pasiva de datos, y el
reconocimiento de patrones méas o menos sencillos. En la Universidad tiene valor
formativo s6lo aquello que nos obliga a pensar con claridad para comprender en
profundidad.

= La comprensién profunda se inicia en clase, pero muy rara vez se culmina en ésta. Es
necesario que el alumno prepare con antelacién su asistencia a clase, que desarrolle
en ella una gran atencion, sin distracciones, con una actitud activa; pero no debe
esperar que ello, por si mismo, baste para lograr la comprensién profunda que se le
va a exigir. Serd necesario un trabajo individual, perseverante y diario, fuera de la
clase. Este trabajo no deberia ser el inducido por la cercania de un examen, como
suele ocurrir en el Bachillerato.
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= En cuanto a la evaluacion, es importante que el alumno no espere que se le va a
exigir, en los procesos de evaluacion, la reproduccién mas o menos literal de lo que
ha visto en clase, o su aplicaciéon mas o menos inmediata. En la evaluacién se va a
medir precisamente si ha adquirido o no una comprensién profunda, si es capaz de
manipular correctamente ideas matematicas para usarlas en diferentes contextos, si
ha desarrollado una capacidad resolutiva (véase la Subseccion A.3).

= El profesor de Bachillerato suele ser alguien que ofrece en clase una exposicién sis-
tematica y exhaustiva de los contenidos de la asignatura. El alumno trata de trans-
cribir esta exposicién en unos apuntes, que serdn la base de su estudio. En la Uni-
versidad, el profesor debe verse mas como un agente facilitador del aprendizaje. Su
principal misién consiste en (1) guiar, proponer una estructura éptima (material de
estudio, y referencias bibliograficas de consulta) para la comprensiéon profunda de
las ideas fundamentales de la asignatura; y (2) resolver los problemas de compren-
sién que cada alumno tenga. Para esto ultimo es esencial que el alumno recurra al
profesor en sesiones personales de tutoria, en las que pueda plantear sus dificultades
y obtener la adecuada realimentacién.

A.2. Dinamica docente

La dinamica docente que se va a seguir en las asignaturas de Matematicas estd basada
en:

1. Facilitar al alumno, con caricter previo, el material de estudio de la asignatura. Se
tratard de notas generadas por el propio profesor, o de material bibliografico basico
seleccionado de una fuente preferente a la que los alumnos tengan acceso (libro de
texto).

2. Facilitar al alumno, de manera programada en el tiempo, unas pautas concretas de
trabajo autonomo sobre dicho material. Estas pautas constardn de unas lecturas
sugeridas, unos ejercicios de aplicacion complementarios, y unos problemas algo mas
ambiciosos.

3. Larealizacion de sesiones de discusion, preferiblemente presenciales, concebidas para
poner en comun y comentar las dificultades detectadas por los alumnos en su apren-
dizaje, con el fin de resolverlas colectivamente junto con el profesor. Son, por tanto,
sesiones que, bien utilizadas, consolidan el aprendizaje del alumno e incrementan su
seguridad.

4. La realizacién de tutorias personales, concebidas no como clases particulares, sino
como sesiones en las que el alumno pueda preguntar y comentar sobre su trabajo
personal en la asignatura, y validar que éste es de calidad (estd bien orientado).

Por parte del alumno, se espera que su actividad auténoma consista en:

» La lectura comprensiva y reflexiva (no memoristica) del material facilitado en los
plazos temporales fijados.
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= Kl trabajo auténomo sobre los ejercicios de aplicacién y los problemas sugeridos.

» La generacion de dudas y dificultades sobre los dos procesos anteriores, que se tras-
ladaran a las sesiones de discusién en grupo.

Como se ve, este planteamiento pedagdgico requiere la implicacion activa y disciplinada
del alumno en el proceso de aprendizaje, algo que, por ser contrario a la experiencia y
expectativas del alumno, no serd facil lograr, al menos inicialmente. Por eso es necesario
que se convenza de que este cambio, de un aprendizaje pasivo a uno activo, no es “rentable”
sblo en estas asignaturas, sino que su esfuerzo de implicacién activa es una muy buena
inversién de cara a su éxito futuro como estudiante de una Ingenieria.

A.3. Adquisicion de capacidad resolutiva

El programa de estudios es exigente, y requerira mucho trabajo del alumno, un trabajo
que, como deciamos, deberd estar supervisado y enfocado personalmente por el profesor
a través de las tutorias. Es muy importante que el alumno no se desconecte de la asig-
natura, que siga las pautas que se le ofrecen, que asista reqularmente a clase y participe,
que intente resolver por su cuenta, antes de que sean resueltos conjuntamente en clase, los
problemas que se le proponen para el diagnéstico de la adquisicién de conceptos y manejo
de modelos de referencia. Lamentablemente, esto no es suficiente para desarrollar la capa-
cidad resolutiva necesaria en Ingenieria, por lo que, si un alumno se queda en esta fase,
fracasarda. Es preciso que, superada esta necesaria fase de adquisicion de conocimientos, el
alumno ponga a prueba su madurez matemaética con problemas de exdmenes de otros anos
(los Problemas propuestos al final de cada capitulo). Poco a poco ird comprobando que su
capacidad resolutiva se incrementa, que su capacidad de andlisis mejora, que ha perdido
el miedo a los problemas, y los ve, cada vez mas, como retos con los que consolidar esta
capacidad.

Conviene no olvidar que enfrentarse a problemas es la tnica via para verificar la com-
prensién profunda de las ideas. No es infrecuente, en estos primeros pasos en la Univer-
sidad, creer haber entendido algo y descubrir, ya después del examen, que no se habia
entendido, con la consiguiente frustracion. La realizacién sistemdtica y deliberada de pro-
blemas permite verificar que uno ha entendido realmente, y consolidar buenos hdbitos de
andlisis que facilitan pensar con claridad y poder asi enfrentarse a problemas cada vez
mas sofisticados. Quizds el mejor habito de andlisis consista en, ante un problema, no
centrarse tanto en buscar la solucién a toda costa por analogia con otros problemas, como
en formularse las preguntas adecuadas, aquellas cuya respuesta nos conduzca de manera
natural a la solucién. En relacion con esto dltimo, debe evitarse repetir una y otra vez los
mismos problemas; no es un método eficaz de aprendizaje, y genera una falsa seguridad.
Siempre es mejor dedicar el tiempo a enfrentarse a problemas de naturaleza lo méas diversa
posible

Una tltima observacion: nunca se facilitan problemas resueltos, ni soluciones de los
problemas que se proponen en clase. Esto es deliberado. A diferencia de lo que suele ocurrir
en el Bachillerato, nuestro énfasis no se halla tanto en llegar a la respuesta correcta en un
conjunto de escenarios tipo, como en discutir criticamente las posibles vias que conduzcan
a dicha solucion, pues ello enriquecera nuestro conocimiento de la disciplina; todo ello sin
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perjuicio de que deba alcanzarse finalmente la solucién al problema planteado. En este
sentido, debe combatirse un habito muy pernicioso: convertirse en un lector de problemas
resueltos. No favorece la comprension profunda, y suele generar también la mencionada
falsa seguridad en los alumnos.

A.4. Metodologia de resolucién de problemas

Como acabamos de decir, uno de los principales objetivos de las asignaturas de Ma-
temdticas de primer curso es desarrollar la capacidad resolutiva de los estudiantes (véase
“Matematicas y GIST: Guia para el Estudio”). La Ingenieria tiene como foco la resolucién
de problemas. Es més, la aspiraciéon de todo ingeniero deberia ser convertir la resolucién
de problemas en algo estimulante, divertido incluso, no en algo problemdtico. Por tanto,
si el estudiante de Ingenieria no desarrolla esta capacidad, es dificil que progrese en sus
estudios.

Los estudiantes que emergen del Bachillerato espanol suelen tener bastante interiori-
zada una metodologia de resolucion de problemas que podriamos denominar de identi-
ficacion-seleccion (IS). Bésicamente, el estudiante, ante un determinado problema, debe
identificar a qué tipologia de las estudiadas pertenece éste, y seleccionar el método de
resolucién asociado a dicha tipologia. Esta metodologia puede ser 1til con problemas de
una complejidad limitada, pero resulta inviable con problemas més complejos, del tipo de
los que abordan los ingenieros.

Una metodologia alternativa, apta para la resolucién de problemas complejos, tendria
las siguientes fases:

1. Comprensién del problema
2. Reflexién mediante Modelos de Referencia adecuados

3. Generacién de una estrategia de resolucion

Expliquemos cada una de estas fases con algo de detenimiento.

A.4.1. Comprensiéon del problema

En la metodologia IS el alumno, nada més enfrentarse al problema, busca clasificarlo.
Esta clasificacion depende fuertemente de establecer relaciones de analogia entre el proble-
ma facilitado y las tipologias de problemas conocidas. En la mayoria de los casos sencillos,
es posible hacer esto sin haber comprendido bien el problema. Realmente, no hace falta.
Sin embargo, si el problema tiene una cierta complejidad, es muy probable que éste no
encaje en ninguna de las tipologias conocidas, con el consiguiente bloqueo del estudian-
te. Cuando esto ocurre, es conveniente abandonar el proceso de bisqueda de analogias e
invertir el tiempo y la energia en comprender bien el problema.

La clave para comprender un problema es determinar, sin ambigiiedad, qué se nos
pide en él. Unas veces serd obtener un resultado numérico (por ejemplo, el volumen de un
objeto), pero otras serd determinar las condiciones que hacen posible algo que se prescribe
en el enunciado (por ejemplo, bajo qué condiciones el volumen de un objeto es méximo).
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Evidentemente, no es posible saber qué hay que obtener en un problema si no se es capaz
de leer comprensivamente su enunciado. Esto puede resultar ofensivo para el estudiante
universitario, pero es un hecho que los estudiantes suspenden examenes por no hacer una
lectura comprensiva de sus enunciados.

A.4.2. Reflexion mediante Modelos de Referencia adecuados

Una vez determinado claramente el objetivo del problema, lo siguiente es pararse a
pensar. Lo primero en lo que hay que pensar es en los modelos de referencia que pudieran
estar implicados en la resolucién del problema. Un Modelo de Referencia (MR) es un
esquema tedrico, generalmente de naturaleza matematica, de una realidad compleja, que
se elabora para facilitar su comprension y el estudio de su comportamiento. Cualquier
disciplina esta constituida por un conjunto de MR interrelacionados formando una red. El
estudiante debe estar familiarizado con el uso y las limitaciones de estos MR.. Precisamente
en eso consistira el estudio de una disciplina.

A.4.3. Generacion de una estrategia de resolucion

Determinados los MR potencialmente implicados en la resolucién del problema, lo
siguiente serd combinarlos para sintetizar una estrategia tentativa de resolucién del pro-
blema. Esta estrategia inicial puede que no sea la definitiva, ni siquiera la mejor de las
posibles, pero constituye el inicio de un didlogo concreto con el problema, del que emanara
una estrategia que haga viable alcanzar la solucién. La estrategia constara de un Plan-
teamiento y un Desarrollo. En el Planteamiento se especificard la secuencia de acciones
que nos llevaran a la solucién; en el Desarrollo ejecutaremos, sobre los datos concretos
del problema, este Planteamiento. En ocasiones puede que obstaculos en el Desarrollo nos
lleven a reformular alguna porcién del Planteamiento. Resolver un problema es siempre
una actividad que involucra una gran creatividad. Debe verse como un reto.

Conocer una metodologia, por buena que sea, no basta para desarrollar la capacidad
resolutiva. Es necesario acostumbrarse a usarla bien. El profesor, en las Sesiones de Taller,
ilustrara este uso ante los estudiantes, pero la asimilacién de la metodologia sélo se consigue
con sesiones individuales de prdctica deliberada. Estas sesiones deberan ser frecuentes,
intensas y cortas. Supondran un esfuerzo cognitivo grande, especialmente al principio.
Es posible que el estudiante tenga la impresion de que le resulta mas rentable seguir
empleando la metodologia IS, pero, a la larga, la metodologia descrita le proporciona una
mayor seguridad acerca de la eficacia real de su aprendizaje.

A.5. Actitud

Como deciamos al principio de este apéndice, un principio bésico en cualquier proceso
de aprendizaje exitoso es partir de una motivacion clara. Esta motivacién se traduce en una
actitud positiva que el alumno debe sostener a lo largo del proceso. El fracaso, o la amenaza
del fracaso, suele ser el elemento que més erosiona esta deseada actitud. Podriamos decir
que, al menos en los inicios de la vida universitaria, la secuencia real de progreso en la
adquisicién de la necesaria capacidad resolutiva es la siguiente:
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1. Intentar.

2. Fracasar.

3. Reintentar.

4. Fracasar.

5. Preguntar (Tutoria).
6. Reintentar.

7. Resolver.

Este proceso de aprendizaje exige en el estudiante tres disposiciones muy concretas (las
tres “C”):

» Confianza en uno mismo: Es muy dificil trabajar sobre un problema si uno, de
partida, cree que no va a poder resolverlo. Por eso es muy recomendable ir progre-
sivamente abordando problemas cada vez més complejos, hasta perder el miedo al
fracaso. Enfrentarse tempranamente a problemas complejos (sin pasar antes por los
Ejercicios propuestos) puede ser muy frustrante y desalentador.

= Concentracién: Las matematicas exigen educar nuestra capacidad de concentracién;
lamentablemente, vivimos en un mundo en el que, de manera natural, nos rodean
numerosisimas fuentes de distraccién, de entre las cuales, por su capacidad para in-
terrumpir nuestra concentracién, destaca la mensajeria instantanea asociada a las
redes sociales. Eis muy importante acostumbrarse a usar el modo avion de nuestros
dispositivos para garantizar tramos de estudio con concentracién plena. Al princi-
pio, no sera ficil, pero poco a poco uno comprueba que incrementa su capacidad
de concentracion, con lo que el desgaste psicoldgico, inducido por las permanentes
interrupciones, desaparece. Sin este autocontrol, es dificil alcanzar los niveles de
concentracién necesarios para lograr el éxito.

= Coraje: La perseverancia, alimentada por el coraje personal para perseguir un objeti-
vo, es fundamental en todo el proceso de aprendizaje anteriormente descrito. Querer
algo es importante, pero no dejar de quererlo lo es mucho mas.

Finalmente, es importante tener una intencion general positiva ante el trabajo: cada
vez que se trabaje, es necesario acostumbrarse a querer hacerlo siempre bien, se trate de
un examen final, una prueba parcial, o un problema al que uno se enfrenta en la mesa de
la cocina de su casa. Sélo asi se consolida una mejora, por muy pequena que inicialmente
parezca, en la capacidad resolutiva.



Apéndice B
Coémo estudiar una Ingenieria

El estudiante de una Ingenieria debe anticipar que, cuando sea Ingeniero, se va a
dedicar fundamentalmente a resolver problemas, y que uno de sus mayores recursos como
profesional sera saber pensar con claridad sobre cuestiones complejas. Por tanto, la mejor
inversién que puede hacer el estudiante es: (1) acostumbrarse al aprendizaje profundo de
las disciplinas que estudia, y (2) desarrollar en ellas una alta capacidad resolutiva.

El aprendizaje profundo y la capacidad resolutiva se adquieren y desarrollan a partir
del estudio activo y la prdctica deliberada.

B.1. Estudio activo

Para estudiar bien hay que tener un buen material de estudio. Esto puede parecer una
obviedad, pero muchos estudiantes fracasan por no trabajar sobre el material adecuado.
Este material debe ser facilitado por el profesor. Estard formado por libros, presentaciones,
y apuntes, fundamentalmente.

Para estudiar bien hay que leer. Y hay que hacerlo de una determinada manera: No se
puede leer un texto técnico como se lee el “Marca” o un volumen de “Juego de tronos”.

La mejor forma de leer para estudiar es leer tratando de identificar y extraer del texto
las ideas principales y sus relaciones. Con ellas se podran ir elaborando pequetios modelos
de referencia que seran la base del estudio. De manera general, un Modelo de Referencia
(MR) es un esquema tedrico, generalmente de naturaleza matematica, de una realidad
compleja, que se elabora para facilitar su comprensién y el estudio de su comportamiento.
Cualquier disciplina estd constituida por un conjunto de MR interrelacionados formando
una red. La responsabilidad del estudiante es entender estos MR, conocer sus limitaciones,
y aprender a usarlos de manera individual mediante ejemplos sencillos; mas adelante de-
bera identificar las interrelaciones entre los distintos MR, y su posible integracién. Todas
estas acciones son activas y requieren que el estudiante piense escribiendo y dibujando
esquemas o mapas conceptuales. La visualizacion de las ideas es crucial en esta etapa.

Para estudiar bien hay que dudar en didlogo con el material de estudio: ; Tengo claras
cudles son las ideas principales? ;Seguro que no me dejo nada importante sin identificar?
;,Cudles son las ideas totalmente nuevas para mi? ;Cudles puedo relacionar con cosas que
ya sé? jEntiendo bien el significado de todos los términos empleados? ;Qué partes del
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material entiendo peor?
Si uno avanza sin hacerse estas preguntas, avanzard en falso, sobre un terreno quebra-
dizo. Es muy peligroso. Casi suicida.

B.2. Practica deliberada

Tras una familiarizacion, lo méas intensiva posible, con los principales MR de la disci-
plina, llega el momento de practicar su uso para autoevaluar el aprendizaje profundo de
los MR, y alcanzar la necesaria capacidad resolutiva. Esto debe hacerse progresivamente,
en dos fases:

= Fase I: Realizacion de ejercicios con una orientacién clara al uso de un MR concreto.
Esta fase puede darse por finalizada si el estudiante es capaz de enfrentarse con éxito
a este tipo de ejercicios para todos los MR correspondientes al bloque de estudio del
que se trate.

= Fase II: Realizacién de problemas de examen. Estos problemas son més complejos,
en el sentido de que se plantean para que el estudiante tenga que usar creativamente
varios MR de manera conjunta en contextos mas exigentes que los de los ejercicios
de la Fase I.

En ambas fases se aconseja emplear la metodologia propuesta en la Seccién A.4.

Es muy recomendable no intensificar demasiado la practica deliberada asociada a cada
bloque de materia. Aunque inicialmente no lo parezca, es mucho maés eficaz distribuir las
practicas de los distintos bloques. Asi, si una materia determinada estd compuesta por
tres bloques A, B, y C, es posible una aproximacion intensiva del tipo:

= Sesién 1: Teoria A

= Sesién 2: Préactica A
= Sesién 3: Préctica A
= Sesién 4: Préctica A
= Sesién 5: Teoria B

= Sesién 6: Practica B
= Sesién 7: Practica B
= Sesién 8: Practica B
= Sesién 9: Teoria C

= Sesién 10: Practica C
= Sesién 11: Practica C

» Sesion 12: Préactica C
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Esta forma de proceder tiende a generar, al final de cada bloque, una sensacién de
dominio en el alumno, pero conviene no perder de vista que, una vez que se da por
terminado un bloque, el trabajo realizado, aunque intenso, tiende a ser olvidado, pues no
hay previsto, quizas hasta el examen, un mecanismo de reactivacién de estos contenidos.

Como decimos, es mucho més eficaz a la larga una aproximacion distribuida del tipo:

= Sesién 1: Teoria A

= Sesién 2: Préctica A

= Sesién 3: Teoria B

= Sesion 4: Practica B

= Sesién 5: Teoria C

= Sesién 6: Practica C

= Sesién 7: Practica A,B

= Sesién 8: Practica A,B

= Sesién 9: Préctica A,B,C
= Sesién 10: Practica A,B,C
= Sesién 11: Practica A,B,C

= Sesién 12: Practica A,B,C

El estudiante que emplea esta aproximacion tiende a pensar que esta forma de proceder
es mas ineficiente, pero suele ser porque al principio, en las sesiones iniciales, quizas tenga
la sensacién de no avanzar a la suficiente velocidad. Sin embargo, esto no es lo importante.
Lo importante es el grado de consolidacién de la capacidad resolutiva al final del proceso,
tras las 12 sesiones de trabajo.

Se opte por la aproximacién intensiva o la distribuida, conviene en cualquier caso
espaciar las sesiones de trabajo en el tiempo, pues esto favorece la maduracion progresiva.
Como regla general, no deberian programarse para el mismo dia mas de dos sesiones
seguidas de trabajo. Esto obliga a organizar el estudio diario entre varias asignaturas de
la forma:

= Tramo de dos sesiones Asignatura x
= Tramo de dos sesiones Asignatura y

= Tramo de dos sesiones Asignatura z

Obsérvese que en las transiciones entre asignaturas, de x a y, o de y a z, necesitaremos
unos tiempos para la recuperacion contextual de la segunda asignatura. Esto va a suponer
un esfuerzo adicional, pero que contribuye decisivamente al aprendizaje profundo.
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B.3. El papel de la motivacién

Es triste reconocer que, alrededor de la motivacién, proliferan los cantamananas de
ocasion que logran seducir a muchos por la via de la manipulacién de las emociones
(emocionalismo), haciéndoles creer que todo es posible, por muy complicado que parezca,
sin mas que quererlo. Quizas con esta receta se pueda ganar el campeonato de paddle de
la “urba”, pero no convertirse en ingeniero.

En nuestro caso, la mayor o menor motivacién del estudiante debe dirigirse en tres
direcciones: (1) educar la concentracién, (2) educar la perseverancia, y (3) gestionar el
fracaso.

B.3.1. Educar la concentracion

El estudio de disciplinas técnicas, de naturaleza compleja, exige educar nuestra ca-
pacidad de concentracion; lamentablemente, vivimos en un mundo en el que, de manera
natural, nos rodean numerosisimas fuentes de distraccién, de entre las cuales, por su capa-
cidad para interrumpir nuestra concentracién, destaca la mensajeria instantdnea asociada
a todo tipo de redes sociales. Es muy importante acostumbrarse a usar el “modo avién”
de nuestros dispositivos para garantizar tramos de estudio con concentracién plena. Al
principio, no serd facil, pero poco a poco se comprueba un aumento de la capacidad de
concentracion, y se reduce el desgaste psicoldgico inducido por las permanentes interrup-
ciones.

B.3.2. Educar la perseverancia

Saber lo que hay que hacer para alcanzar el éxito, pero hacerlo sélo una tarde o dos,
no vale para nada. Los estudios universitarios son asimilables a una carrera de fondo.
Casi todo el mundo entiende que para correr un maratén hay que entrenar a diario y
durante mucho tiempo, pero poca gente entiende que lo mismo pasa con el Algebra Lineal
o el Célculo. Es necesario planificar el tiempo de estudio, y someterse a esa planificacién,
sabiendo que posiblemente sea necesario, en funcién de la evolucion de las circunstancias,
reevaluar dicha planificacién inicial y modificarla. El progreso académico es incompatible
con la pasividad y la inconstancia.

B.3.3. (Gestionar el fracaso

El fracaso es inevitable. Vivimos en una cultura que idolatra el éxito y oculta el fracaso.
Sin embargo, el fracaso para el estudiante es tan necesario como el dolor para el médico: el
dolor permite identificar la enfermedad; el fracaso académico permite detectar que nuestro
estudio no es el adecuado.

Ante el fracaso académico caben dos posibilidades: huir (“esto no es lo mio”, “no valgo
para esto”), o aprender de él, y gestionarlo. Si se opta por lo segundo, es preciso tener
muy presente que toda gestién de un fracaso debe arrancar de un analisis objetivo de
sus causas. Descartando la indolencia o la irresponsabilidad, urge hacerse las siguientes
preguntas y tratar de darles, con la mayor franqueza, respuesta:
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= ;Qué parte de mi preparacién en cada asignatura me ha servido y qué parte no?
= ; Qué podria haber hecho, y no he hecho, que me habria servido?

= ;Qué cosas he hecho bien, pero tarde?

= ; Qué mecanismos de ayuda ofrecidos por los profesores he usado y cudles no?

= ;Qué voy a hacer a partir de ahora para mejorar mis posibilidades de éxito?

Desde mi punto de vista, las cuatro primeras preguntas deben conducir a erradicar de
la dindamica de estudio seguida las malas actitudes y los malos habitos. Entre ellos pueden
estar, y no trato de ser exhaustivo: la falta de asistencia a clase, la falta de atencién
en clase, la mala gestiéon del tiempo, la ausencia de planificacién de las tareas, no usar
las tutorfas (trabajar sin supervisién externa), no trabajar lo suficiente con posterioridad
a las clases, no anticipar los contenidos de las clases, no seguir las recomendaciones de
los profesores, comer mal, no descansar lo suficiente, etc. Esta erradicacién exigird un
esfuerzo deliberado y sostenido, un compromiso diario que deberia, en esencia, constituir
la respuesta a la quinta pregunta.

En conclusiéon: Hay un método para estudiar eficazmente una Ingenieria. Un método
que sabemos que funciona, y cuya aplicacién requiere un esfuerzo bien dirigido. Ese método
es el que se condensa en este documento.






Apéndice C

Manipulacién de nimeros
complejos

Uno de los cuerpos més empleados es el de los niimeros complejos, que suele denominar-
se mediante la letra C. Sobre este conjunto se definen dos operaciones internas, que suelen
designarse mediante los simbolos convencionales + y -, para referirse, respectivamente, a
la suma y producto de nimeros complejos, con lo que la estructura suele escribirse asi:
(C,+,-). Analicemos, antes de ver propiamente el sentido de las operaciones, la estructura
del conjunto C.

Los elementos z € C suelen representarse de la forma z = a + ib, donde a y b son dos
nimeros reales cualesquiera, e i = /—1. A a se le llama la parte real de z, y a b la parte
imaginaria. Si reunimos a ambas en un par ordenado, (a, b), vemos que z puede verse como
un punto de R?, y, consecuentemente, ser representado en el plano como si del punto (a, b)
se tratara. Tendriamos asi que la parte real se corresponderia con la abscisa del punto,
y la parte imaginaria con la ordenada. Este marco para la representacién se denomina el
diagrama de Argand!

Recuerde que un punto (a, b) € R? puede representarse también de manera polar, (,6),
donde 7 (el llamado mddulo) es la distancia del punto al origen de coordenadas, y 0 (la
llamada fase o argumento) es el &ngulo compuesto por el punto, el origen de coordenadas
y el eje de abscisas. Obviamente, la relacion entre ambas representaciones es:

r=+va®+b% 0= arctg(b/a),

0, de manera inversa,

a=rcosf, b=rsenf.
Los nimeros complejos admiten también una representacién polar o fasorial. A partir
de lo que acabamos de ver:
z=a+1ib=rcosf +irsenf = rexp(if),

donde en la dltima igualdad hemos empleado la férmula de Euler:

'Esto es consecuencia de que R? y C son isomorfos.
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exp(if) = cosf + isend.

Como se ha dicho al principio, las dos operaciones que dotan a C de las estructura
de cuerpo son la suma y el producto de ntimeros complejos. Vamos a verlas, de manera
separada, en las dos siguientes secciones.

C.1. Suma de ntimeros complejos

Considere z1, 25 € C tales que z1 = a1 + ib1 y 29 = as + iba. Se define la suma de z1 y
z9 como 21 + z2 = (a1 + ag) + i(b; + b2). Es decir, la suma de dos niimeros complejos es
un numero complejo tal que su parte real es la suma de las partes reales de cada uno de
los niimeros complejos, y su parte imaginaria es la suma de las partes imaginarias de cada
uno de los nimeros complejos. Observe que no es facil sumar dos niimeros complejos si
éstos estan dados en su forma polar. De hecho, resulta necesario convertirlos previamente
a su forma natural (a + ib).

C.2. Producto de numeros complejos

Dados z1, 29 € C, su producto, w = z1 - z9, serd también un nimero complejo. La forma
mas directa de llegar a w consiste en partir de las representaciones polares de z1 y zo:

w = z1 - 29 =11 exp(ify) - roexp(ifa) = riraexp(i(01 + 62));

es decir, w es un nimero complejo con un modulo resultado de multiplicar los médulos de
los dos nimeros complejos, y con una fase que es la suma de las fases de los dos niimeros
complejos.

Si el producto se plantea a partir de las representaciones naturales de los dos niimeros
complejos, z1 = a1 + ib1 y 22 = ag + iba, entonces, sin mas que operar, obtenemos:

W =21+ 29 = (a1 + ibl> . (CLQ + ibz) = (a1a2 — blbg) + i(a1b2 + agbl).

A la vista de las dos aproximaciones anteriores al producto, resulta evidente, especialmente
si el producto se extiende a mas nimeros complejos, que este tipo de calculos deben
realizarse empleando las representaciones polares de los niimeros involucrados.

C.3. Conjugacion de nuimeros complejos

Dado z = a + ib € C, se llama conjugado de z, que representaremos como z*, al
nimero complejo a — ib. Si z viene dado en su forma polar (z = rexp(if)), entonces
z* = rexp(—i#). Se recomienda verificar la plena equivalencia de ambas aproximaciones.

La conjugacién de ntimeros complejos permite calcular las partes reales e imaginarias
de un nimero complejo mediante las siguientes expresiones:

z 4+ 2* z— 2z

Re{z} = 5 Im{z} 57
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Por otra parte, y aunque este es un resultado que contextualizaremos mejor mas ade-
lante en este texto, es posible calcular el médulo de un ndmero complejo z valiéndose de
la conjugacion:

2| =Vz- 2" =r=+a®+ b2



