Sistemas de control en tiempo discreto

. Conceptos generales
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1. El computador como elemento de
control

r(kT)

u(kT) p(t) c(t)
Computador DAC Proceso

v

m(kT) m(t)
ADC Sensor
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1. El computador como elemento de
control

= Ventajas:

= Se pueden realizar acciones de control mas
complejas.

*= El cambio de regulador es mas sencillo.
(Flexibilidad)

= E|l ordenador puede realizar varios procesos a
la vez. (control multivariable)

" Las operaciones son mas precisas que con
sistemas analdgicos.

= Mayor inmunidad al ruido y distorsion. Las
senales digitales se regeneran, no se
amplifican.
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1. El computador como elemento de
control

" Inconvenientes:

= Puede resultar costoso para sistemas
sencillos.

= Requiere personal cualificado para el
mantenimiento.

= PERDIDA DE INFORMACION:

= No existe control entre dos muestras
consecutivas.

" Proceso de conversidn: muestreo, retencion
y cuantificacion.
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2. Sistemas discretos y transformada z

= SISTEMA DE CONTROL DISCRETO O
MUESTREADO: Sistema de control mediante
computador, considerando Unicamente
determinados instantes de la senal continua
denominados muestras.

= PROCESO DE DATOQOS: Se almacenan los datos
para posteriormente ser analizados. No sucede
en tiempo real.

= CONTROL DIGITAL: Control de un sistema
mediante computador en tiempo real, usando
convertidores (A/D y D/A), instantes de muestreo
y algoritmos de control adecuados.
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2. Sistemas discretos y transformada z

(t 4 Muestreador r«mn #
) r(3T)
r(2T)
| — "T) r(4T)
T 2T 3T 47 T 2T 3T 4T

r(t) Bloqueador de orden p(t)
J—» cero SN
(ZOH)

re(t) = Z:zor(kT)é'(t —KkT)
" E| ZOH mantiene la muestra constante hasta el siguie
periodo.

* El periodo de muestreo y el nivel de cuantificaciéon in
en el error que se produce y en la estabilidad del sistel
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2. Sistemas discretos y transformada z

Sistema
discreto:

r(kT) Sistema c(kT)
- discreto

La entrada y la salida es una secuencia de
nimeros separados un intervalo T seg. que
Unicamente

tienen un valor determinado para k=0,1,2,3,....
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2. Sistemas discretos y transformada z

»>

r(t 4 r(KT)

r(3T
) .
r(2T
— r(T) ) r(4T
| ! )
] ! L5 ] | >
T 2T 3T 4T T 2T 3T 47

F(t) = i r(kT)O(t — kT)

* —_ —kTs
Aplicamos transformada de LaplaceL{-F (t)} - Z r(kT)e

=0

Se define z =e* .
y aplicamos transformada z - Z{r*(t)} =R(z) = Z r(kT)z™
=0

. 7 . 7 _1 = _k —_— -1 =2 —_— 1
Serie geométrica de razdn Z z X =1+z 7 +z70 4. = ——
> =0 —Z
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2. Sistemas discretos y transformada z

Ejemplo: Calcular la transformada z del escaldn
unitario r(t)=u(t)

1..k=0 k) {
“O=5 ko L

(o] _ (o0] _ _ _ 1
R(z):Zu(kT)z “ :Zz “=1+z7 4270+ =
=0 =0
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2. Sistemas discretos y transformada z

Propiedad de suma y resta

Si la senal y1(kT) tiene la transformada Yi(z) y la senal y2(kT)
tiene la transformada Y2(z), la combinacién lineal de ambas
tiene la siguiente transformada:

Zyi(kT) * y:(kT)] = Yi(2) * Yy(2)

Propiedad multiplicacion por una constante

%[aykT)] = o[ y(kT)] = a¥(2)

10
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2. Sistemas discretos y transformada z

Propiedad del desplazamiento (retraso)

z]y(0)] =Y (2)
Zly(k=n) =27Y(2)

Un sistema discreto se puede representar mediante
una ecuacion en diferencias:

c(k)+ack-1)+a,c(k-2)+..+a,c(k—n)=b,r(k)+br(k-1)+..+b _r(k —m)
C(z)+a,z"'C(z)+a,z’C(z)+...+a,z "C(z) =b,R(z) + b,z 'R(z) +...+b_z "R(z)
_C(z) _b,+bz™" +b,z? +..+b _z7"

R(z) 1+az +a,z°+..+az"

G(2)
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N

m 2. Sistemas discretos y transformada z

Propiedad del desplazamiento (adelanto)

=]

E-

E(vkT +nT)]=2" [}’(3) y(kT)z "*]

k=0

Propiedad de traslacion compleja

ff[ei—uﬂ'y{kr)] e Y{ZE:“?L)

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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2. Sistemas discretos y transformada z

Teorema del valor final

" En sistemas continuos:

hm x(t) =limsX (s)

s-0

= En sistemas
discretos:
lim x(k) = hm(l z V)X (2)

k - o0

Se aplica cuando deseamos ver la tendencia del error
en régimen permanente.

Sistemas de conctrol en tiempo discreto

13



2. Sistemas discretos y transformada z

Teorema del valor final

= Ejemplo: Determinar el valor de la salida en
regimen permanente del siguiente sistema, cuando
se le aplica a la entrada un escaldon unitario:

C(z) _ 0.58(1+2)

= ™ Z+o1s r(t) =u(t)
r(k)=1,,(k=0) - R(z) = L —
1-z
C(2) = O._518(1+ z)
(1-z )(z+0.16)
0.58(1+ z)

c(o0) = ]ZiEIll(l—Z_ ) (1=2)(2+0.16) =1
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2. Sistemas discretos y transformada z

Teorema del valor inicial

" En sistemas
discretos:

lim x(k) = lim X (2)

Z — 0

Se aplica cuando deseamos calcular el valor inicial de |la
serie discreta.

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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M 2. Sistemas discretos y transformada z

Convolucion real

1=

Yi(2)YA2) =% Lz_; VKT )y (NT — kT)] =X [ 2 YAKT )y (NT — kT}]
= ZE[yi(kT) * ykT)]

=

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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2. Sistemas discretos y transformada z

Suma y resta
Multiplicacién por una constante
Traslacion real

Traslacién compleja
Teorema del valor inicial

Teorema del valor final

Convolucién real

Sistemas de conctrol en tiempo discreto

Resumen de teoremas de la transformada Z
% [ydkT) = ykT)] = Yy(2) % YD)

% [ay(kT)] = «Z [y(kT)] = a¥(2)

Elytk — m)T] = 277Y(2) (retrasc)

(adelanto)
k=1

en donde n = entero positivo
E[e™Ty(kT)] = Y(ze**")
lim y(kT) = lim ¥(2)

k—=10
lim y(kT) = lim (1 — z )Y (2)
k—+ e =]

si (1 — z7")¥(z) no tiene polos sobre o
fuera |z| = 1.

Flyk+nT]=2z" [Y{z} - Z y(kT}z"‘]

[ a
Yi(@Y:(z) =% gu Vi(AT)yo(NT — kf)}

=%

; y2(kT)y,(NT — m]

= F [ y,(kT) * y,(kT)]

17



3. Transformada z inversa

Métodos de calculo

Se descompone la funcién en fracciones simples y se
recurre a las tablas.

X(z) = Zzliza —  x(k)= Zbiak
i=1 i =1

Se divide el numerador entre el denominador. Al polinomio
en “z” resultante se le aplica la definicién de transformada

Z.
D~33 k —
7" =Sk =m,. ((k 7:’:1))

FOrmula de inversion.

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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3. Transformada z inversa

JEjemplo: Obtener la transformada z inversa de la
siguiente ecuacién en diferencias, correspondiente a un
sistema de primer orden:

c(k) =ac(k —1)+r(k)
Si le aplicamos un impulso definido por:

1..(n=0) h {
0=0 w —  R@=L

k

c(k) =ac(k —1)+r(k)
c(k)1—-az™) =r(k)
Cz)_ 1

Gl2) = R(z) 1-az™

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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3. Transformada z inversa

Dos formas de hacerlo:

1
1. Segun tablas: C(2) = T = c(k) =a”

2. Otra forma es dividir el numerador entre el
denominador:

C(z)=1+az " +a’z” +a’z”

1,,(k =n)

+...

z " =0(k —n),, %) (k%)
c(0)=1
c(1)=a

c(2)=a’.....c(k) = a"

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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3. Transformada z inversa

Formula de inversion

|
y(kT) = E-rj 'ft;r Y(z)z*' dz

donde la trayectoria I' es un circulo de radio:

|z| =T

El valor de c es tal que contiene todos los polos y(z)z+!

La resolucidén de esta integral se realiza empleando el
teorema de los residuos de la teoria de variable
compleja.

y(kT) = Z residuosY (z).z*”

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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4. Relacion entre los planos “s” y “z”

" En sistemas continuos, la ubicacién de los polos en
el plano “s”, determina la estabilidad del sistema.

o Consideremos la siguiente funcion continua:

1
s+ a (Un polo en s=-a)

gy =e ™, (t>0) =*  GO)3

o ”n

Su transformada “z” es:

1

e—akT ] —akT —k (Ze aT )—k — —
—e Z

Serle geometrlca de (ze"T)'l
razéon

G(z)=Z2

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 22



4. Relacion entre los planos “s” y “z”

— —aT
= G(z) Tieneunpoloen Z —¢€ :

= El polo en “s”: s=-a se corresponde con el polo
en el plano zzZ ¢

— T
> Z—es

Y ”n

*= |La localizacion de los polos en el plano “z”,
dependen del periodo de muestreo T.

= Relacién entre polos del plano “s” y del plano

llZII:
s=~§0, + jo,y1-§ =0t
:eOT

z
z=¢e" =exp(oT zw,Tj) 0 ‘
z=w,T+2krr

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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4. Relacion entre los planos “s” y “z”

= Polos y ceros en s, cuyas frecuencias (wd) difieren en 2n/T son
mapeados en las mismas localizaciones en z, es decir, la
correspondencia no es unica.

= EL semiplano izquierdo de se transforma en el interior del circulo
unidad en z, siendo la circunferencia unidad la imagen del gje s = jw

Y
w
£

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 24



4. Relacion entre los planos “s” y “z”

= Cada banda de anchura ws (21/T) se mapea en el
circulo unidad. A la primera banda se le llama banda
primaria, y al resto bandas complementarias. Esto
prueba la no unicidad del mapeo s->z

fw g
Handa plano s Im plano z
Complementaria
w
mEmem e eI L = —
® | °
Y
Banda
Of— ®
— o Primaria .’ 0 a
L:: ______®__ Y
— e —— o — — j —
2
Bandsa
Complementatia
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5. Estabilidad

" En sistemas continuos, un sistema sera estable cuando sus
polos se encuentran en el semiplano izquierdo: (o0<0)

og<00 ‘z‘:e"T <1

Im[z] a

Para que el sistema discreto sea estable, todos
sus polos deberan encontrarse dentro del
circulo de radio unidad.

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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5. Estabilidad -

Criterio de Jury

Riz) =(:}—JEL__. Geiz)

k4

Gpiz)

Y1(zZ)

" Funcién de transferencia en lazo cerrado:

Y(s) _

G.(2)G,(2)

R(s)

Sistemas de conctrol en tiempo discreto

1+G,(2)G, (2)H(2)
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5. Estabilidad - Criterio de Jury

= Criterio de estabilidad de Jury para el polinomio A(z) que representa la ecuacioén caracteristica de la funcién de transferencia en lazo cerrado.

= E| criterio define el numero de raices de A(z) que se ubica dentro del circulo unitario del plano Z.

= Condiciones:

—_ n n-1 n-1
A(z)=a,z" +a;z" +..+a" z+a,

a, >0

A(Z) z=1 > O

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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= donde:

5. Estabilidad - Criterio de Jury

= El arreglo de coeficientes es el siguiente:

R a0 al a2 a3 L L an

R, bO b1 b2 L L  bn-1 0

R, cO c1 c2 L «c¢n-2 0 0
M M M M

b =a,—a,q qa. = a_n
o — dy —a,a; € :bj _b(n-l)-ja2 b a,
= a, —a,,a, Cpy =0 b

b, =a, —a,a, a, = bn_l

0

29
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5. Estabilidad - Criterio de Jury

= Ejemplo 1: Determine si A(z) tiene raices fuera del circulo unitario (igual al nimero de coeficientes calculados en la primera columna que tienen signo negativo).

= Se concluye que el polinomio A(z) no tiene raices fuera de la circunferencia unitaria y, por tanto, no tiene raices inestables.

A(z) =z* +0.5z° +0.25z+0.2

1 0.5 0.25 0.2 a=0.2

0.96 045 0.15 a =0.15

0.9375 0.3065 a =0.38
0.7911

B

N

=

w

oy

N

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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5. Estabilidad - Criterio de Jury

= Ejemplo 2: Determine las condiciones que deben satisfacer los
coeficientes a1 y a2 para que el sistema de control definido por el
polinomio caracteristico A(z) sea estable?

-2
A(z)=z" +a,z+a,

R, 1 a, a, a, =a,
a
R 1-a a(l-a a, = —2
: (1-a}) (-a) v
R, 1~q, Hl+a,)’ —a/ H
1+a,

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 31



* 12 Condicién:

= 22 Condicién:

= Conclusién:

5. Estabilidad - Criterio de Jury

(1-a;)>0
MJ<1
1—612 2 2
1+a,) —a =>0
Lo Bty -
(1+a,)* >a;
1+a, >|a,|
1+a, >a,

1+a, >—a,

Sistemas de conctrol en tiempo discreto

— > a2

a >0
a <0
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5. Estabilidad - Eleccion del periodo de

mitiestreo

[E(jo)d 4
Teorema de muestreo de Shanon: Para

poder reconstruir una senal, es /\
necesario muestrear a una fregu i
i .

v

de:

La senal debe estar limitada en banda. Para ello y que
no se produzca el fendmeno de “aliasing” o
solapamiento, se utiliza un filtro paso bajo.

(E*(jw)O 4
-, @, o 20,  ®
[E(joo) T 4

En caso de que w,<w, ﬂ(m

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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6. Respuesta temporal - Respuesta
fransitoria

= Las especificaciones de respuesta transitoria vienen dadas por los valores de tiempo de subida,
sobreoscilacidny tiempo de establecimiento, relacionados con € y wn (sistema dominante de 22
orden).

" Los valores de € y wn determinan la ubicacién de los polos del sistema en lazo cerrado en el plano z
gue satisfagan el transitorio. Es posible obtener diferentes lugares geométricos en el plano z usando:

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 34



6. Respuesta temporal - Respuesta

= Relacién entre planos sy z.

I

Lugsy o'e Fu
© st 1
5 ] Sy
O\
[}
and =0
O\’ 3
foa, O Re

plana £
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6. Respuesta temporal - Respuesta
fransitoria

= Relacién entre planos sy z.

jw & : A 2
+ jw /2
iw'l W1T
ol -
a
jw A
l g £u1'|' Fa
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6. Respuesta temporal - Respuesta
fransitoria

= Abaco con los lugares de € y wn constante (en funcién de
ws)

Im g

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 37



transitoria

6. Respuesta temporal - Respuesta

= Correspondencia entre la ubicacién de los polos en el
plano s y en el plano z, y efecto sobre la respuesta

transitoria.
1
10 8 w
— - —¥——— 2
2
] F) i 5
X X 4 X
¥ - 2 2
3 F 1 4
X X } 4 X
B 7 B &
RV VI
10 9 2

Flang §

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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6. Respuesta temporal - Respuesta
fransitoria

= Ubicacién de los polos en el plano z: efecto sobre respuesta
transit

F3
p— = gle*l

Respuesta Temn poral Localizacidn Respuesta Temparal

Ll [P 1

@

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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6. Respuesta temporal - Respuesta
fransitoria

Ubicacion de los polos en el plano z: efecto sobre respuesta
transitor

Lacalizacian Respussta Temporal Localizacion Respussta Temporal

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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6. Respuesta temporal - Respuesta
fransitoria

= Ubicacién de los polos en el plano z: efecto sobre respuesta
transit(—

fle — e T cos T

= T
= gle o Lok T
- roswl + e

Respuesta Temporal Lascalizacién Respuesta Tem poral

I!:C
(=]
7
i

p
G

._-'
® EE
- - 1
L] & :.;
1
Fd
“ &
% ] e
X -
v -
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6. Respuesta temporal - Respuesta
permanenfte

Considerando un sistema de control digital en lazo cerrado y
suponiendo el sistema estable para poder obtener valores en
réegimen permanente, se va a estudiar el valor del error en régimen
permanente e(kT) ante diferentes sefales de referencia.

(1) + {?{I) / E‘t(f} ].—E?_R H(Tj {"{f)
*

ry T 5

b(t)
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® La sefial de error

6. Respuesta temporal - Respuesta

pprmanpnfp

= Erfor en régimen permanente:

e —:’Hﬂe (r)—hme(ﬁi")—hm((l— =) E(2))

=)  G(2)
R(z) 1+GH(z)

E(z)=R(z)-B(z)=R(z)-GH(z)-E(2)

;:; = hn{(l — . GIH(:) : R(:)}

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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6. Respuesta temporal - Respuesta
permanenfte

fal de referencia Escalén: Error de posicién:

1 1 1
* 7. _ -1 ) ) I C
* Seflal de referencia Rampa: f: o {E{ |:{1 - ) 1+ GH(_-} 1— :_1:| B iﬁlﬂl 1+ GHI:_')
- v * 1
K =limGH(z)=e = -
g 7l 55 1+ Kp

S PR =t | T
ST YT I GH) (1- ) | = AT GH()

K, =lim (2 _1)'GH(:)::>E* .
z—l =T 55 K

v
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6. Respuesta temporal - Respuesta
permanenfte

EY tipo de sistema viene dado en funcién del nimero de polos N en z=1 (integradores en GH). El valor de Kp y Kv depende del tipo de sistema.

El significado fisico de las constantes de error estatico es el mismo que el visto en tiempo continuo, excepto que estas dan informacién solo en los instantes de

C G
(==D" B(2)

GH(z)=

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 45



7. Representacion del lugar de las raices

Se aplica de la misma forma que en sistemas en tiempo
continuo, salvando la diferente interpretacién de la ubicacion
de los polos en el plano z.

El parametro de interés es la ganancia K (-0 < K < + )

x (z+z, Nz+z,)(z +z, ) )

[+ -

z+p Nz+p,)(z+p )

Sistemas de conctrol en tiempo discreto
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7. Representacion del lugar de las raices

= La ganancia en lazo abierto F(z) debe cumplir las condiciones de
modulo y fase.

= Condicién de médulo: |F(z)|]=1 []F==l
n K
Flisn ]
= Condicion de fase: "

2. lzvz) = ) Lzp) = £180°(2p+1)

i=1 Je1

01

E-plane
K

o h% l,."' N",

i
C
P2
A B
/ ' 0 Uf i f?{" .
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7. Representacion del lugar de las raices

Reglas generales para el trazado (K>0)

= 1) El trazado se inicia en los n polos (K=0) y termina en los m ceros
(K=»). Un nUmero de n-m ramas terminan asintéticamente en

infinito.

= 2) Los tramos del eje real que pertenecen al lugar de las raices son
aquellos que quedan a la izquierda de un nUmero impar de

ceros+polos.
= 3) Asintotas: angulo de asintota = 180(2p+1)/(n-m), p=0,1,2,...,n-m

Centroide = (3 parte real polos finitos F(z) - > parte real ceros finitos F(z))/(n-m)

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 48



7. Representacion del lugar de las raices

Reglas generales para el trazado (K>0)

= 4) Puntos de bifurcacion (entre polos adyacentes) y confluencia
(entre ceros adyacentes) son aquellos valores de zo en los que se
cumple:

dK/dz = 0 --> d[-B(z)A(z)]/dz=0

Si el valor de K correspondiente a la raiz zo es positivo el punto es de bifurcacién o de
confluencia. Si K es negativo el punto no es ni de bifurcacién ni de confluencia.

= 5) Cortes con el eje imaginario: haciendo z=jv, 1+F(jv)=0, e
igualando a cero las partes real e imaginaria se obtienen los valores
de vy K.

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 49



7. Representacion del lugar de las raices

Reglas generales para el trazado (K>0)
= 6) Cortes con la circunferencia de radio unidad: criterio de Jury.

= 7) Determinacién del valor de K para un punto concreto del
lugar de las raices: aplicacion de las condiciones de mddulo y
fase.

Sistemas de conctrol en tiempo discreto 50



7. Representacion del lugar de las raices

Reglas generales para el trazado (K<O0)

Condicién de fase: (F(z)=0 o /[F(z)=4360°p conp=0,1,2,..

HT i

E .ft:+-:ll) Z r-f[-?"'f;'j:l' = 4360

i=1 =1

= 1) El trazado se inicia en los ceros y termina en los polos.

= 2) Los tramos del eje real que pertenecen al lugar de las raices son
aquellos que quedan a la izquierda de un niumero par de ceros+polos.

= 3) Asintotas: angulo de asintota = 180(2p)/(n-m), p=0,1,2,...,n-m

Centroide = (3 parte real polos finitos F(z) - > parte real ceros finitos F(z))/(n-m)

51
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7. Representacion del lugar de las raices

Reglas generales para el trazado (K<0)

= 4) Puntos de bifurcacion (entre polos adyacentes) y confluencia
(entre ceros adyacentes) son aquellos valores de zo en los que se
cumple:

dK/dz = 0 --> d[-B(z)A(z)]/dz=0

Si el valor de K correspondiente a la raiz zo es negativo se trata del punto buscado. Si
K es positivo el punto no es ni de bifurcaciéon ni de confluencia.

= 5) Cortes con el eje imaginario: haciendo z=jv, 1+F(jv)=0, e
igualando a cero las partes real e imaginaria se obtienen los valores
de vy K.
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7. Representacion del lugar de las raices

Ejemplo: trazado del lugar de las raices para K>0
G(s)H(s) = —— e

= Ganancia en lazo abierto para T=1s.

0.632K=

"z) = GH(z) =
Fe) = GHE) = 5 20368)

Ecuacidon caracteristica:

z' - 1.368z+ 0.368 + 0.632Kz =0
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7. Representacion del lugar de las raices

= Ceros: z1=0, z2=o Polos: p1=1, p2=0.368

= Tramos del eje real pertenecientes al lugar de las raices:
0.368<z<1 y z<O0

= Asintota: 180° Centroide: 1.368

= Puntos de bifurcacion y de confluencia:

K= - (z—1)(z-0.368) dK _ 0.6322°-0.632-0.368 _ 0

z= (0.606 ., K=0.244 7z=-0.606 , K=4.08
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7. Representacion del lugar de las raices

Cortes con el eje imaginario:

Z=]V
1 +GH(z) =0 ==> -v*-(1.368-0.632K)jv+0.368 =0
v=20.606 K=2.164

Cortes con circunferencia de radio unidad: Unico corte en z=-1

F(-1)=GH(-1)=-1 -> 4.32
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7. Representacion del lugar de las raices

Representacién grafica:

- 0e0g) k=il

soplame

.'.. K=I L
k=432, (K77 -
S \ K= | K=0
+—t- e .
' \ Dy'il.ﬁ' | Re :
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