PEC Curso 20/21
Procesos de Poisson y desintegracion radiactiva

1. Introduccion y objetivos

Muchos procesos de gran relevancia en distintos &mbitos de la fisica pueden ser
aproximados mediante procesos de Poisson. En esta PEC vamos a estudiar este tipo de
procesos. En las secciones 2 y 3 describiremos sus principales propiedades estadisticas.
Se recomienda leer esta parte intentando entender los conceptos principales, no es
necesario entender los resultados en profundidad. A continuacion, en la seccion 4,
presentaremos un ejemplo de proceso de Poisson, la desintegracion radiactiva de un
conjunto de radionuclidos, que seré el tema central de la PEC.

El trabajo a desarrollar en esta PEC esta detalladamente explicado en las
secciones 5, 6 y 7, y consta de 3 ejercicios (uno por seccion):

1. En la seccién 5 trabajaremos con un modelo simple para simular
computacionalmente la desintegracién radiactiva de un conjunto de
radionuclidos de la misma especie (Ejercicio 1).

2. En la seccion 6 estudiaremos un modelo para simular computacionalmente una
cadena de desintegracion (Ejercicio 2).

3. Finalmente, en la seccién simularemos con un esquema de desintegracion
ramificada (Ejercicio 3).

2. Distribucion de Poisson

La distribucion de probabilidad de Poisson es observada en una gran cantidad
de procesos denominados de Poisson. Esta distribucion caracteriza una variable

aleatoria discreta X cuyos valores son enteros no negativos x={0,1,2,..} y cuya
funcién de probabilidad es la siguiente

X

f(x)=1 x!
0 en otro caso.

e’ six=012,..

siendo A un parametro dado. Se puede demostrar facilmente que ese pardmetro
proporciona el valor esperado (o valor medio) de X, y también su varianza, esto es:

E(X)=4 Var(X)=41

3. Procesos de Poisson

Las variables aleatorias con distribucion de Poisson se utilizan para representar
el nimero X de ocurrencias de un determinado suceso durante un periodo concreto de
tiempo o en una region fija del espacio. Supongamos por ejemplo, que tenemos un



conjunto de radiondclidos que se desintegran espontdneamente emitiendo radiacion
(radiactividad natural); podemos describir el numero de desintegraciones que se
observaran en un determinado intervalo de tiempo mediante una variable aleatoria X con
una distribucién de Poisson. Imaginemos ahora un haz de fotones de alta energia que
inciden perpendicularmente sobre una delgada lamina de material; el nimero de fotones
que atravesaran el material sin interaccionar con él, es decir, sin sufrir ningn proceso
de “scattering” también obedece una distribucion de Poisson. De la misma forma se
pueden describir estadisticamente procesos tan variados como el nimero de llamadas
telefonicas recibidas en una centralita telefonica durante un periodo de tiempo fijo, el
numero de maquinas o dispositivos que se estropean en un intervalo de tiempo o el
namero de errores en una pagina de un libro. Todos estos fendmenos son ejemplos de
procesos de Poisson.

Se puede demostrar que si el proceso que genera estas ocurrencias satisface tres
condiciones matematicas especificas, entonces la distribucion de la variable aleatoria
que describe estas ocurrencias debe ser de Poisson.

Condicion 1. La primera condicion es que el numero de ocurrencias en dos
intervalos cualesquiera de tiempo (0 espacio) disjuntos deben ser independientes entre
si. Por ejemplo, el hecho de que haya muchos fotones que han sufrido algin proceso de
dispersion en el primer centimetro de material no afecta para nada la probabilidad de
que un foton superviviente interaccione con el material en el préximo milimetro, la
probabilidad de interaccion por unidad de longitud es la misma a lo largo de todo el
material (siempre que el material sea perfectamente homogéneo, claro estd). Por
consiguiente, en un proceso de Poisson, el nimero medio (0 nimero esperado) de
ocurrencias por unidad de tiempo o espacio, que denotaremos mediante A, es constante
a lo largo de todo el proceso. Esta claro que en el ejemplo de la desintegracion de los
radionuclidos o en el del haz de fotones atravesando un medio, este nimero medio de
ocurrencias no serd constante ya que a medida que pasa el tiempo, o a medida que los
fotones profundizan en el material, van quedando menos nucleos inestables o fotones
sin interaccionar, respectivamente, por lo que el nimero de medio de desintegraciones o
interacciones disminuird con el tiempo/distancia. Sin embargo, la fraccion de
radionuclidos que se desintegran por unidad de tiempo y la fraccion de fotones que
interaccionan por unidad de longitud si que sera constante.

Condicion 2. La segunda condicion es que la probabilidad de que tenga lugar
una ocurrencia durante cualquier intervalo de tiempo o espacio muy pequefio debe ser
aproximadamente proporcional a la longitud de ese intervalo, siendo A la constante de
proporcionalidad. Mé&s formalmente, para cualquier intervalo de tiempo de longitud &t
(si se tratase de espacio seria ox), la probabilidad de que se produzca al menos una
ocurrencia en ese intervalo tiene la forma Aot+o0(ot), siendo o(St) una funcidn que
tiende a 0, cuando ot —0, mas répidamente que el propio tiempo oSt. Expresada
matematicamente, esta condicion implica que L!Lrg(o(ét)lét):o. Maés adelante

analizaremos en detalle como se deduce esto.

Condicion 3. La probabilidad de que haya dos 0 mas ocurrencias en cualquier
intervalo de tiempo muy pequefio debe ser de menor orden que la probabilidad de que
haya sélo una ocurrencia. Esta probabilidad de que haya dos o mas ocurrencias esta
dada por el término o(st) en la condicion 2. A medida que el intervalo se hace mas

pequefio, la probabilidad de dos 0 mas ocurrencias se hard despreciable en comparacion
con la probabilidad de una ocurrencia. Del mismo modo, la probabilidad de una



ocurrencia en ese intervalo seré despreciable en comparacién con la probabilidad de no
ocurrencia.

Un proceso en el que se verifican las tres condiciones anteriores se denomina

proceso de Poisson, y la constante positiva A es el nimero esperado de ocurrencias por
unidad de medida (unidad de tiempo, unidad de espacio,...).

De las condiciones anteriores se deducen las siguientes propiedades de los

procesos de Poisson:

El proceso es estacionario sobre el periodo completo de observacién. Esto quiere
decir que la probabilidad de una ocurrencia en cualquier intervalo debe ser la
misma a lo largo del periodo completo, no puede haber intervalos en los que se
sepa de antemano que las ocurrencias son mas o menos probables. Esta
probabilidad esta determinada a partir de 4, cantidad que es constante durante el
periodo completo de observacion.

Los numeros de ocurrencias en dos intervalos cualesquiera disjuntos seran
independientes.

El nimero de ocurrencias en cualquier intervalo de tiempo fijo de longitud t
tendré una distribucion de Poisson cuya media es At . Por ejemplo, supongamos
que la tasa media con la que los fotones incidentes interaccionan con el material
es de 10° fotones por umde profundidad lineal en el material. Eso significa que

el nimero de fotones que habran colisionado con los electrones del material
después de atravesar 1 mm de profundidad tendra una distribucion de Poisson

con media 10° fotones.

Los procesos de Poisson no tienen memoria. Esto quiere decir que la
probabilidad de que se produzca una ocurrencia en un intervalo de tiempo futuro
(que un determinado nucleo se desintegre, por ejemplo) es independiente de la
cantidad de tiempo que lleva sin ocurrir ese suceso. Por consiguiente, el pasado
del proceso es absolutamente irrelevante a la hora de calcular la probabilidad de
ocurrencia en el futuro. Esta propiedad de falta de memoria es una consecuencia
de la principal caracteristica de los procesos de Poisson: la probabilidad de
ocurrencia de un suceso por unidad de tiempo es constante a lo largo de todo el
proceso. Aunque esta falta de memoria no se verifica estrictamente en
numerosos procesos que han sido frecuentemente aproximados por procesos de
Poisson, como es el caso de la duracion de un dispositivo (la cantidad de tiempo
que tardara una bombilla en fundirse en el futuro dependerd, obviamente, del
tiempo que lleva encendida en el pasado), la distribucion de Poisson ha sido
utilizada con éxito para modelizar y aproximar el comportamiento de este tipo
de variables aleatorias. A los procesos que tienen esta propiedad de falta de
memoria, como los procesos de Poisson, se les denomina procesos de Markov o
procesos markovianos. En general, un proceso estocastico es markoviano
cuando la probabilidad de que se dé un estado futuro concreto en un momento
dado se puede calcular a partir de solo el estado presente, sin hacer referencia a
estados pasados.



4. Desintegracion radiactiva

En esta PEC vamos a estudiar el problema de la desintegracion radiactiva.
Consideremos una fuente compuesta de N nudcleos de una especie radiactiva que se
desintegran espontaneamente por radiactividad natural. Este fenémeno satisface las tres
condiciones matematicas enunciadas en el capitulo anterior, por lo que suele ser uno de
los ejemplos clésicos de proceso de Poisson. Definamos A como el nimero esperado de
desintegraciones por unidad de tiempo. Este valor depende, obviamente, del nimero
total de nucleos susceptibles de desintegracion, por lo que es mas conveniente utilizar el
nimero medio de desintegraciones por nicleo y por unidad de tiempo: A, =A/N. Por

lo tanto, el nimero de desintegraciones X observadas en un intervalo de tiempo muy
pequefio dt serd una variable aleatoria con una distribucion de Poisson y media (valor
esperado):

E(X) = Adt = 4, Ndt 1)

A medida que los nucleos se desintegran, el nimero de ndcleos radiactivos susceptibles
de desintegracion (nucleos activos) disminuye con el tiempo ya que sélo puede haber
una desintegracion por nucleo, por lo que N serd una funcion del tiempo, N(t). La

variacion media del nimero de nucleos activos en el intervalo dt, definida como dN(t)
, seraigual a —E(X), y tenemos
dN(t) =—E(X) (2)

Sustituyendo en esta expresion el valor esperado dado en (1) obtenemos la ley de
desintegracion de las especies radiactivas

dN(t)
- AN ©)
Obsérvese que
A dt = M 4)
N(t)

tiene la forma de una probabilidad, la probabilidad de que cada uno de los N(t) ndcleos
radiactivos se desintegre en el intervalo de tiempo (t,t+dt). Debe observarse también
que esta probabilidad es constante en el tiempo, de acuerdo con la estacionariedad del
proceso. La constante A, determina, por tanto, la probabilidad por unidad de tiempo de

que un nucleo se desintegre y tiene unidades s™, y se denomina constante de
desintegracion. Cuanto mas inestables sean los nucleos, mayor sera A4, .

La integracion de (3) resulta en la siguiente ley de decaimiento exponencial
N(t)=N,e™ (5)

siendo N, = N(t =0) el nimero inicial de nucleos. Se define la actividad de la muestra,
A, como el numero de desintegraciones radiactivas por unidad de tiempo
A(t) = 4 N(1) (6)

y se mide en Becquerels (Bq): 1 Bq =1 desintegracion/s .



El inverso de la constante de desintegracion, 4,", se denomina vida media z del

radiondclido y representa el valor esperado —o valor medio— del tiempo que tardara en
desintegrarse. Dado un conjunto grande de nucleos iguales, es facil ver que después de
un tiempo r “sobreviviran” alrededor de un 37 % de ellos (es decir, se habran
desintegrado el 63 %).

Otro tiempo relacionado y muy utilizado frecuentemente en lugar de A, para

caracterizar una especie radiactiva, es el tiempo que tardan en desintegrarse la mitad de
los nucleos. Este tiempo se denomina periodo de semidesintegracion T y se obtiene a
partir de (5) haciendo N(t)=N,/2:

;_In2 069
Ao A

0 0

()

Un ejemplo de desintegracién radiactiva natural es la que experimenta el ®Co,
emitiendo radiacion gamma que es utilizada frecuentemente en el tratamiento del
cancer. El proceso es el siguiente.

El cobalto *Co decae a ®Ni” (excitado) mediante la siguiente desintegracion
beta emitiendo un electrén y un antineutrino:

®Co— “Ni" +e +7,

Posteriormente, el ®Ni" excitado decae a su estado nuclear fundamental emitiendo dos
fotones gamma:
“Ni" — “Ni+2y
Esta relajacion es mucho mas rapida que le desintegracion beta anterior, por lo que
podemos suponer que la desintegracion total ocurre de la forma
®Co— ®Ni+e +v, +2y,

con un periodo de semidesintegracion T del ®°Co de 5,27 afios, de modo que la
constante de desintegracion sera

A = In_2 =0,13 afio™
T

0

5. Modelo y simulacion de la desintegracion radiactiva de un
conjunto de radionuclidos del mismo elemento

Existen muchas formas de simular computacionalmente la desintegracion
radiactiva de un conjunto discreto de radiondclidos. EI modelo que proponemos es el
siguiente.

Consideremos que tenemos inicialmente un conjunto N, de nucleos de una

determinada especie radiactiva con constante de desintegracion A,. Simularemos este

conjunto mediante un array en el que cada posicién o celda corresponde a un nucleo.
Puesto que los nucleos son independientes entre si, la dimensionalidad del array es
irrelevante en esta simulacion, lo Unico importante es el nimero de elementos que
contiene; es decir, es lo mismo considerar un vector (dimension 1) de longitud 1000 que



una matriz (dimension 2) con 10x100 celdas, o un array de dimensién 3 con
10x10x10 celdas. Por simplificar la exposicién supondremos una lista unidimensional
de N, elementos. El valor de cada elemento esta representado como n, (con

1=0,...,N,—1) e indica el estado del ndcleo:

0 si el nucleo que ocupa la posicion i se ha desintegrado

{l si el nacleo que ocupa la posicién i no se ha desintegrado (activo)

Cada paso de la simulacion sera identificado mediante un contador j. De este
modo n,(j) representa el estado del ndcleo en la posicion i después del paso j de

simulacion. Inicialmente ( j=0) todas las celdas del array se encuentran en estado 1:
n(0)=1 Vi.

Las reglas de evolucion de nuestro modelo son muy sencillas. En cada paso j de
la simulacion (j=1,2,...) seleccionaremos aleatoriamente un nucleo entre el conjunto
total de N, ndcleos (activos y desintegrados) y procederemos del siguiente modo, en
funcién de su estado:

1. Si el nucleo seleccionado estd en estado 0, eso significa que ya se ha
desintegrado y no se ejecuta ninguna accion. La simulacion avanza un paso y
pasamos al siguiente paso de simulacion j+1.

2. Si el estado de la celda es 1, el nucleo se desintegrara y su estado pasard a 0, y al
igual que antes la simulacion avanza un paso y pasamos al siguiente paso de
simulacion j+1.

La simulacion concluird cuando no quede ningun nucleo por desintegrarse. El nimero
total de nucleos activos N(j) (que no se han desintegrado) después de j pasos de
simulacion seré:

N() =0 ()
con N(0)=N,.

Podemos asociar a cada paso j de la simulacion un tiempo t, que representara el

tiempo de desintegracion que ha transcurrido hasta el paso j, y que inicialmente vale 0:
t(0) =0. En cada paso de la simulacion este tiempo se incrementa en una cantidad dt

denominada paso temporal:
t =t  +dt
y que en nuestro modelo vale
dt=(A4N,)"
De este modo tenemos
t,=jdt=j(AN,)"

El tiempo estard medido en unidades de 4, (que en nuestro caso seran afios). Por lo
tanto, podemos hablar indistintamente del nimero de nucleos activos en el paso de



simulacion j, dado por N(j), o por el nimero de nlcleos activos que quedan después
de un tiempo t,, dado por N(t,).

Es facil comprobar que nuestro modelo cumple con las principales propiedades de los
procesos de Poisson. Por ejemplo, en el paso j se produciran, en promedio,
N(j—1)/N, desintegraciones, ya que ésta es la probabilidad de que el nucleo
seleccionado en ese paso sea un nucleo activo. Tenemos por tanto que, en promedio,
N(j-1)

N =-NG-D=-—4

0

Si ahora sustituimos la expresion del paso temporal dt = (/IONO)'&, obtenemos

NG -NG-1=-THZ o NG -t

que coincide con el valor esperado de la distribucion de Poisson del proceso Yy esta de
acuerdo con (1) y (2).
Ademas, también podemos comprobar que en el limite N, — o recuperamos la

ley de desintegracion de las especies radiactivas dada en la Ec. (3). En efecto, como
acabamos de ver, en el paso j+1 de la simulacion el nimero medio de nucleos

decrecera en una unidad con probabilidad N(t;)/N,, que es la probabilidad de que la

celda seleccionada corresponda a un nucleo sin desintegrar. Podemos por tanto escribir
que, en promedio,

N(t, +dt) = N(t,) -

N(t;)
NO

. . - -z -7 -1
Si ahora sustituimos en esta ecuacion la relacién dt =(4,N,) ~ obtenemos

NG +d)-N(t)

que tiende a la ley de desintegracién de las especies radiactivas dada en la Ec. (3) en el
limite N, — oo ya que entonces dt —0.




Ejercicio 1 (2 puntos)

El objetivo de este ejercicio es comprobar que el resultado obtenido en la simulacion
reproduce el comportamiento predicho por la ley de desintegracion de las especies
radiactivas, es decir, que la evolucion temporal de los ndcleos activos sigue la funcion

N(t) = N,e™™ . Para ello partimos de un conjunto inicial de N, ndcleos y simulamos su

desintegracion completa utilizando nuestro modelo. Para tener una buena estadistica,
repetiremos este proceso M veces, de modo que si N, (j) es el numero de nucleos

activos que quedan después de j pasos en la simulacion k-ésima, el promedio de este
valor sobre todo el conjunto M de simulaciones sera:

(NG, =5 2N, ()

Una vez finalizada la simulacion, representaremos graficamente el valor promedio
<N(j)>M frente al tiempo de simulacion t,, pero no para todos los pasos de la
simulacion (que seran muchos), sino cada Aj pasos de simulacién, es decir, se deberan
representar los valores obtenidos en los pasos j =0, Aj, 2Aj, 3Aj, 4Aj,.... Estos puntos
deberan ser representados junto a la solucion tedrica N(t)=N,e™" . Los valores de N,
Aj 'y M, deberan ser introducidos por linea de comandos como argumentos de la
funcién main. Deberemos hacer esto para tres valores distintos de M: 1, 100 y 10000.

Valores de los parametros de la simulacion
N, =1000
4, =0,13 afio™
Aj =100
M =1, 100, 10000

Presentacion de los resultados
Se deberén presentar dos figuras.

Figura 1.1 Representacion gréfica de la evolucion temporal del niamero promedio de
nacleos activos obtenida en los tres casos (M = 1, 100, 10000), junto a la solucion
tedrica, segln este esquema de simbolos:

- Puntos negros: (N(t)), frentea t,, donde t =iAjdt con i=0,1,2,3,...
- Puntos rojos: (N(t))  frentea t, donde t =iAjdt con i=0,1,2,3,...

10

- Puntos verdes: (N(t,))  frentea t, donde t, =iAjdt con i=0,1,23,...

100
- Linea negra continua: solucion tedrica N(t) = N,e ™.
El eje X de la grafica (tiempo) debe ir desde O hasta 60 afios, y el eje Y (numero
promedio de nucleos activos) desde 0 hasta 1000.
Figura 1.2 Lo mismo que antes pero el eje X (tiempo) debe ir desde 40 hasta 60 afios,
y el eje Y numero promedio de nicleos activos) desde 0 hasta 6.
Discutir razonadamente los resultados obtenidos.




6. Modelo y simulacion de una cadena de desintegracion

Acabamos de analizar el mecanismo de desintegracion mas simple: una especie
radiactiva se desintegra en un Unico paso con constante de desintegracion A,, dando

como resultado una especie estable. Sin embargo, en muchos casos el proceso de
desintegracion sucede en varias etapas con estados radiactivos intermedios, o incluso
pueden existir diferentes rutas de desintegracion. A continuacion estudiamos ambas
posibilidades.

Una cadena de desintegracion (en inglés chain decay) es un proceso de
transformacion nuclear en el que un radionuclido decae consecutivamente a través de
una serie de radionuclidos o estados intermedios hacia un ndclido estable. EI caso mas
simple de cadena de desintegracion es el decaimiento de un radiondclido (usualmente
denominado padre P) dando un segundo radionuclido (denominado hijo H), el cual
decae a un elemento estable C:

P—Ze yH_ ¢ (estable) (8)

En cualquier momento t, la actividad del padre es A,N,(t) y la actividad del hijo es
AN, (t), donde N,(t) y N, (t) son el nimero de nlcleos de cada especie en el tiempo

t. La evolucion temporal de estas cantidades estd dada por el siguiente par de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

dN,

at - N

dN ©)
H = AN, - A,N,,

dt

con condiciones iniciales N,(0)=N,, y N,(0)=N,,,, y cuya solucion es:

N.(t)=N,e™

2 (e —e™ )+ N, e
A -7 '

(10)

N, )= NP,O

El modelo que vamos a utilizar para simular esta cadena de desintegracion es
esencialmente igual al anterior, con las siguientes modificaciones.
De nuevo consideraremos un array unidimensional de N, elementos. El valor de

cada elemento del array esta representado como n, (con i=0,..,N,—1) e indica el
estado del nucleo:

2 si es un nucleo padre
n, =41 siesun nucleo hijo
0 si es un nucleo estable (desintegrado)

Al igual que antes, en cada paso j de la simulacion (j=1,2,...) seleccionaremos
aleatoriamente uno de los N, nucleos y procederemos del siguiente modo en funcion
del estado de esa celda:



1. Si el nucleo seleccionado esta en estado 2 (ndcleo padre), entonces se desintegrara

, . - A .
dando un nucleo hijo con probabilidad p, = ——— . Para simular esto generaremos un

P H

namero aleatorio U uniformemente distribuido en el intervalo [0,1).

- Si U < p, entonces el estado de la celda pasara de 2 a 1. El nimero de nucleos
padre decrecera en una unidad, N, (j) = N, (j—1)—1, mientras que el nimero de
ndcleos hijo aumentard en una unidad N,(j)=N,(j—-1+1. Pasaremos al
siguiente paso de simulacion j+1.

- Si U > p, entonces el nicleo padre no se desintegrara y seguira en su estado
inicial 2. Pasaremos al siguiente paso de simulacion j+1.

2. Si el nacleo seleccionado estd en estado 1 (ndcleo hijo), entonces se desintegrara

, . A .
dando un nucleo estable con probabilidad p, =———. De nuevo simularemos esto

P H

generando un namero aleatorio U uniformemente distribuido en el intervalo [0,1).

- Si U < p, entonces el estado de la celda pasara de 1 a 0. EI nimero de ndcleos
hijo decrecera en una unidad N, (j)=N,(j—1)—1. Pasaremos al siguiente paso
de simulacion j+1.

- Si U=>p, entonces el nlcleo hijo no se desintegrard y seguira en su estado
inicial 1. Pasaremos al siguiente paso de simulacion j+1.

3. Si el ndcleo seleccionado esta en estado 0, entonces no ocurrird nada ya que se trata
de un ndcleo estable. Pasaremos al siguiente paso de simulacion j+1.

Al igual que en el esquema de simulacion anterior, podemos asociar a cada paso de la
simulacion un tiempo t; que se incrementa con un paso temporal dt

t =t +dt
Este paso temporal ahora vale
dt=[ (4 +4,)N, |

Evidentemente, para cada paso j y por tanto para cada tiempo t,, el nimero de ndcleos

padre N, (t,) y el namero de ndcleos hijo N, (t;) estaran dados por el nimero de celdas
del array en estado 2 y en estado 1, respectivamente.

10



Ejercicio 2 (4 puntos)

Ejercicio 2.1 (1 punto)

Demostrar matematicamente (de modo analogo a como hicimos en el modelo anterior)
que en el limite N, > la evolucion temporal de nuestro modelo estad dada por el

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado en la Ec. (9).

Ejercicio 2.2 (2 puntos)

Comprobar que el resultado obtenido en la simulacion de nuestro modelo reproduce las
soluciones dadas en la Ec. (10). Para ello utilizaremos un array de N, nucleos.
Inicialmente tendremos N_, nlcleos padre y N, , nlcleos hijo, de modo que
N.,+N,,=N,, y simulamos su desintegracion completa utilizando nuestro modelo.

De nuevo, para tener una buena estadistica repetiremos este proceso M veces y
promediaremos sobre los resultados obtenidos. Por ejemplo, si N, (]) es el nimero de

nacleos padre que quedan después de j pasos en la simulacion k-ésima, el promedio de
este valor sobre todo el conjunto M de simulaciones sera:

(N.()),, =—ZNM(J)

Lo mismo se aplica a los nucleos hijo.

Una vez finalizada la simulacion, representaremos graficamente en una misma figura
los valores promedio (N, (j)) v (N, (j)), frente al tiempo de simulacién t,, tomando
los valores obtenidos cada Aj pasos de simulacion, es decir, se deberan representar los
valores obtenidos en los pasos =0, Aj, 2Aj, 3Aj, 44j,.... Los valores de N,, N
N,o» 4. 4, A] y M, deberan ser introducidos por linea de comandos como
argumentos de la funcién main.

PO’

Valores de los parametros de la simulacion

N, =1000 N,, =1000 N,,=0
A, =0,1afi0™ A, =0,3afio™
Aj =1000 M =1000

Presentacion de los resultados

Se debera presentar una Unica figura en la que se represente graficamente la evolucién
temporal del nimero promedio de nucleos padre y del nimero promedio de nucleos
hijo, junto a las soluciones tedricas dadas en la Ec. (10), segin este esquema de
simbolos:

- Puntos negros: (N, (t)) . frentea t, donde t =iAjdt con i=0,1,23,...
- Puntos rojos: (N, (), frentea t , donde t =iAjdt con i=0,1,2,3,...
- Linea negra continua: solucion tedrica N, (t) de la Ec. (10).

- Linea roja continua: solucion tedrica N, (t) de la Ec. (10).

El eje X de la grafica (tiempo) debe ir desde O hasta 60 afios, y el eje Y (numero
promedio de nucleos) desde 0 hasta 1000.
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Ejercicio 2.3 (1 punto)

Lo mismo que en el ejercicio 2.2 pero utilizando los siguientes valores para la
simulacion:

Valores de los parametros de la simulacion

N, =1000 N,, =600 N,, , =400
4, =0,3 afio™ A, =0,05 afio™
Aj =1000 M =1000

7. Modelo y simulacion de un esquema de desintegracion
ramificada

Otra forma compleja de decaimiento radiactivo es la que contempla la
posibilidad de que existan diferentes rutas de desintegracion para la misma especie
radiactiva. Es lo que se denomina desintegracion ramificada (del inglés branching
decay). En el siguiente esquema se muestra la desintegracion ramificada méas simple:

(estable) A< 4 P % >B (estable) (11)

La constante de la desintegracion de P dando A es A,, mientras que la constante de

desintegracion de la ruta alternativa (P dando B) es A, . La constante de desintegracion
total de la especie radiactiva P es la suma de las constantes parciales de desintegracion:

Ao =2y + Ay (12)

ya que, por definicién, la vida media de una sustancia esta relacionada con su tasa total
de desaparicion, independientemente del mecanismo (o los mecanismos) en cuestion.

La evolucion temporal del nimero de los diferentes nuclidos esta descrita por el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

dN
E=—(4,+4,)N

dt ( A B) P

dé\ltA ~ LN, (13)

N,

dt

y su solucion cuando N,, =N, , =0 (es decir, cuando todos los ndcleos iniciales son P)

es:

B.,0

N . (t) — N Pyoef(ﬂ.ﬂ+ﬂ.a )t

A e
N, () =N, 2 (1-e ") (14)

A B

_ A ~(An+ )t
Ng () = Nyo = (1-e )

A B
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Un ejemplo de desintegracion ramificada es la que experimenta el “°K, el cual sufre el
89% de las veces una desintegracién 4 dando “°Ca, mientras que en el 11% restante se
transforma a “’Ar mediante la captura de un electrén:

ﬂ"“Ar

+/140Ar)

140
089=——"5=—, 01l1=
(/LwCa

(A‘”Ca + /I”Ar ) ,

A continuacion presentamos el modelo que vamos a utilizar para simular el esquema de
desintegracion ramificada, que de nuevo es muy parecido a los anteriores.

Consideraremos un array unidimensional de N, elementos. El valor de cada
elemento del array esta representado como n, (con i=0,...,N,—1) e indica el estado
del nucleo:

2 siesunndcleo P
n =41 siesun nucleo A (estable)
0 si es un nucleo B (estable)

Como antes, en cada paso j de la simulacion (j=12,...) seleccionaremos
aleatoriamente uno de los N, nucleos y procederemos del siguiente modo en funcion
del estado de esa celda:

1. Si el ndcleo seleccionado esta en estado 2 (nucleo P), entonces se desintegrara

generando un ndcleo A con probabilidad p, = P ﬂA/I , 0 se desintegrara dando B con
+

A B
A . : .
2. Obsérvese que p,+p,=1, es decir, siempre se

A+ A,

desintegrara. Para simular esto generaremos un numero aleatorio U uniformemente
distribuido en el intervalo [0,1).

probabilidad p, =

- Si U < p, entonces el estado de la celda pasara de 2 a 1. El nimero de ndcleos P
decrecera en una unidad, N,(j)=N,(j—1)—1, mientras que el nimero de
nicleos A aumentara en una unidad, N,(j)=N,(j-1)+1. Pasaremos al
siguiente paso de simulacién j-+1.

- Si U 2> p, entonces el estado de la celda pasara de 2 a 0. El nimero de ndcleos P
decrecera en una unidad, N,(j)=N,(j—1) -1, mientras que el numero de
nicleos B aumentard en una unidad, N_(j)=N,(j-1)+1. Pasaremos al
siguiente paso de simulacién j+1.

2. Si el nucleo seleccionado esté en estado 1 (nucleo A) o estado 0 (nacleo B), entonces
no ocurrird nada ya que se tratan de un nucleos estables. Pasaremos al siguiente paso de
simulacion j+1.

Después de cada paso de simulacion el tiempo t, se incrementa una cantidad dt que
vale

dt=[(2,+4)N, |
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Ejercicio 3 (4 puntos)

Ejercicio 3.1 (1 punto)

Demostrar matematicamente que en el limite N, — o« la evolucion temporal de nuestro
modelo estad dada por el sistema de ecuaciones (13).

Ejercicio 3.2 (2 puntos)

Comprobar que el resultado obtenido en la simulacion de nuestro modelo reproduce las
soluciones dadas en la Ec. (14). Para ello utilizaremos un array de N, nucleos.
Inicialmente todos los ndcleos son de tipo P, N,, =N, y simulamos su desintegracion

completa utilizando nuestro modelo. De nuevo, para tener una buena estadistica
repetiremos este proceso M veces y promediaremos sobre los resultados obtenidos.

Una vez finalizada la simulacion, representaremos graficamente en una misma figura
los valores promedio (N, (j)), . (N,(j)), ¥ (Ng(j)), frente al tiempo de simulacion

t,, tomando los valores obtenidos cada Aj pasos de simulacion. Los valores de N, 4,,

As,» A] 'y M, deberén ser introducidos por linea de comandos como argumentos de la
funcion main.

Valores de los pardmetros de la simulacién
N, =1000
A, =0,1afi0™
4, =0,3afio™
Aj =500
M =1000

Presentacion de los resultados

Se debera presentar una Unica figura en la que se represente graficamente la evolucién
temporal del niumero promedio de nucleos P, de nicleos A y de nucleos B, junto a las
soluciones tedricas dadas en la Ec. (14), segun este esquema de simbolos:

- Puntos negros: (N,.(t)) . frentea t, donde t =iAjdt con i=0,1,23,...
- Puntos rojos: (N, (t,)),  frentea t,, donde t, =iAjdt con i=0,1,23,...
- Puntos verdes: (N, (t)), . frentea t,, donde t, =iAjdt con i=0,12,3,...
- Linea negra continua: solucion tedrica N, (t) de la Ec. (14).

- Linea roja continua: solucion tedrica N, (t) de la Ec. (14).

- Linea verde continua: solucion tedrica N_(t) de la Ec. (14).

1000

El eje X de la grafica (tiempo) debe ir desde O hasta 40 afios, y el eje Y (numero
promedio de ndcleos) desde 0 hasta 1000.
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Ejercicio 3.3 (1 punto)
En el modelo anterior se ha considerado que inicialmente todos los ndcleos eran del tipo

P. El objetivo de este ejercicio es modificar el modelo anterior para que contemple la
posibilidad de que en el conjunto inicial de N, nucleos, haya también ndcleos estables

del tipo A'y B, es decir, que N,,#0 y N, ,#0,de modoque N, ,+N, +N_, =N,.

- Las soluciones tedricas no coincidiran con las expresadas en la Ec. (14) ya que
ese caso era valido para N, =N, =0 y N, =N,. Deducir las nuevas
soluciones tedricas para este caso.

- Mostrar gréaficamente el resultado de la siguiente simulacion siguiendo las
mismas pautas que en el ejercicio 3.2.

Valores de los parametros de la simulacion
N, =1000

N, , =500
N,, =300
N,, =200

A, =0,1afi0™
4, =0,3afio™
Aj =500

M =1000
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