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Esquemas algoritmicos

e Los esquemas algoritmicos son estrategias de resoluciéon de problemas.

o Algoritmos genéricos que se aplican en la resolucién de problemas que
presentan unas caracteristicas comunes.
e Esquemas algoritmicos mas comunes:
e Divide y vencerds,
e Método voraz,
e Programacién dindmica,
e Métodos de exploracién exhaustiva: Vuelta atrds y Ramificacién y poda.
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Fuga de la prision

Afio 3021, sistema interestelar XG23. En la carcel de alta seguridad C78 se ha
detectado la fuga de un preso del pabellén Z4.

Cada preso del pabelldén se identifica mediante una letra del alfabeto
anglosajén. Sabiendo que el primer preso de este pabelldn tiene la letra Xj y el
ultimo es el X, y que todos ellos son consecutivos, encuentra la letra del preso
fugado lo mds rdpido posible para evitar que pueda robar una nave y salir del
sistema interestelar. )

- /_;_ -
Numerarset | juNo! [PDOS! [

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 3/31



Sumario
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e Aplicaciones.
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Divide y venceras

Divide et impera - Julio César (100 a.C.-44 a.C)

o Descomponer el problema a resolver en una coleccién de subproblemas
mds pequefios, resolver estos subproblemas y combinar los resultados para
obtener la solucién del problema original.

e Los subproblemas son del mismo tipo que el problema original, y se
resuelven usando la misma técnica. Algoritmo recursivo.

e Los subproblemas han de tener un tamafo fraccién del tamafio original
(un medio, un tercio, etc.).

o Los subproblemas se generan exclusivamente a partir del problema original.

e Los casos base no son necesariamente los casos triviales.
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Esquema de divide y venceras

fun divide-y-venceras(x : problema) dev y : solucién
si pequefio(x) entonces
Y := método-directo(x)

si no
{ descomponer x en k > 1 problemas mas pequefios }
(xl,xz,...,xk> = descomponer(x)

{ resolver recursivamente los subproblemas }
para j =1 hasta k hacer
yj := divide-y-venceras (x;)
fpara
{ combinar los y; para obtener una solucién y para x }
y = combinar(yl,...,yk)
fsi
ffun
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Costes

Para el esquema general
T(n) = Qz T(n,)> +f(n) n>ng

En particular, para muchos algoritmos

0<n<b
T(n):{ ;T(n/b) +f(n) nzz<

Si f(n) € (") entonces:

a< bk T(n) € O(n*)
a="bk T(n) € O(n*logn)
a> bk T(n) € ©(n'°%9)
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Algoritmos de ordenacién

Ordenacién por mezclas (mergesort) la operacién descomponer divide el
vector en dos mitades y la operaciéon combinar mezcla las dos mitades
ordenadas en un vector final.
e b =2 Tamafio mitad de cada subvector.
e g =2 Siempre se generan dos subproblemas.
e k=1 Coste lineal de mezclar.

Coste total @(nlogn).

Ordenacién répida (quicksort) la operacién descomponer elige el pivote,
particiona el vector con respecto a él y lo divide en dos mitades. La
operacién combinar es vacia.

e b =2 Tamafio mitad de cada subvector (en el caso mejor).
e g =2 Siempre se generan dos subproblemas.
e k =1 Coste lineal de la particién.

Coste total @(nlogn).
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]
La transformada répida de Fourier (FFT)

e Un problema histéricamente famoso es la Transformada Discreta de
Fourier (DFT), que puede resolverse con el algoritmo de tipo divide y
vencerds conocido como Transformada Rapida de Fourier (FFT), de J.W.
Cooley y JW. Tukey (1965).

e La DFT convierte un conjunto de muestras de amplitud de una sefal, en
el conjunto de frecuencias que resultan del andlisis de Fourier de la misma.

e Esta transformacién y su inversa (utilizando el mismo algoritmo DFT)
tienen gran interés prictico para filtrar frecuencias indeseadas (p.e. ruido)
y mejorar la calidad de las sefiales de audio o de video.

e La DFT en esencia multiplica una matriz n X n de nimeros complejos por
un vector de longitud 7 de coeficientes reales, y produce otro vector de la
misma longitud. El algoritmo clasico tiene un coste en O(n?).

e La FFT descompone el vector original en dos vectores de tamafio n/2,
realiza la FFT de cada uno, y combina los resultados. Las dos partes no
recursivas tienen coste lineal, estando en O(nlogn) el coste total de FFT.

e Se utilizé por primera vez para analizar un temblor de tierra que tuvo lugar
en Alaska en 1964. El algoritmo clasico empled 26 minutos en analizar la
muestra, mientras que la FFT de Cooley y Tukey lo hizo en 6 segundos.
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Ordenacién por mezclas: Vector de indices

Vector de indices: la componente i-ésima indica la posicién (en el vector de
entrada) del elemento que debe ocupar el i-ésimo lugar en la ordenacién.

vector

indices

proc mergesort-indices(e V[1..n] de elem, indices[1..n] de 1..n,ec,f : nat)

casos
c>f —
Oe=f —
Oe<f —

fcasos
fproc
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nada
indices[c] = ¢

m = (c+f)div2

mergesort-indices(V, indices,c, m)
mergesort-indices(V,indices,m +1,f)
mezclar-indices(V,indices,c,m,f)
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{1<c<m<f<n ANVI[]]<...<V[Im]] A VIim+1]] <...<VI[I[f]] }
proc mezclar-indices(e V[1..n] de elemento,I[1.n] de 1..n,e c,m,f : 1..n)
var aux[l..n] de 1..n
i=c; j:i=m+1; k:=c
mientras i <m A j gf hacer
si V[I[i]] < V[I[j]] entonces
auxlk] :=1[i]; i:=i+1
si no
aux[k] == 1[j]; j:==j+1
fsi
k:=k+1
fmientras
si i > m entonces { copiar elementos del segundo subvector }
auxlk.f] = I[j..f]
sino { j > f, copiar elementos del primer subvector }
auxlk..f] = I[i..m]
fsi
I[c.f] := aux[c.f]
fproc

{vid] < ... < VI }

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 11 /31



Tornillos y tuercas

Paquita Manitas ha tenido un percance: se le han mezclado todos los tornillos y
tuercas que tenia de varios tamafos. Separar las tuercas de los tornillos ha sido
facil, pero ahora quiere emparejar cada tuerca con un tornillo del tamafio
correspondiente y a ojo no consigue distinguir los tamanos, asi que la tnica
comparacién posible es la de intentar enroscar una tuerca en un tornillo para
comprobar si es demasiado grande, demasiado pequefia, o se ajusta
perfectamente al tornillo.

proc emparejar(tornillos|l..n], tuercas[1..n] de nat", e c,f : nat)
si ¢ < f entonces
particién(tuercas, c,f, tornillos[c], i,})
particién(tornillos, c,f, tuercasli], k, 1)
{i=kAj=1}
emparejar (tornillos, tuercas, c,i — 1)
emparejar (tornillos, tuercas, j + 1,f)
fsi
fproc

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 12 /31



-
Tornillos y tuercas: Coste
Sean=f—-c+1

c n=20
T(n) = { Yg(p) +T(g)+cin n>0

conpt+g=n—1.

e Cuando se divide siempre por la mitad

¢ n=0
T(n) _{ 2T(n/2)+cin n>0

cuya solucién estd en @(nlogn) (teorema de la divisién): caso mejor.

e Cuando el pivote queda sistematicamente colocado en uno de los extremos

_J q n=0
T(n)—{ Tn—1)+cy+cin n>0

cuya solucién estd en @(n?) (teorema de la resta).

e ;Puede haber casos peores todavia con otras elecciones de p y g7
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Tornillos y tuercas: Coste en el caso peor J

T(n) € O(n?) para cualquier eleccién de p y q

Demostracidn: por induccién constructiva que Vi :n >1:T(n) < Cn?.

Caso base Para n =1 tenemos que
T(1) =T(0)+T(0) + ¢} =2c)+cy <C

Paso inductivo Supongamos que la propiedad es cierta para cualquier m < n,
entonces para n > 1:

T(n) = T(p) + T(q) + cjn <" Cp? + Cg? + c)n.
Comop+g=n—1,p*+¢*=(n—1)>—2pg < (n—1)2, por lo que
T(n) < C(n—1)% +cjn = Cn® —2Cn + C + c}n.

De aqui, Cn? —2Cn + C + cin < Cn? & C+ (f—2C)n <o0.
Segin la primera restriccién, podemos tomar C = 2¢( + ¢}, y
comprobamos que cumple también la dltima restriccién:

1
(2ch +¢}) + (c] —2(2ch +¢)))n = (2c) — 4cyn) + (¢] —cjn) "2 04+0=0

Basta tomar C = 2¢( + ¢} paraque Vn:n>1:T(n) < Cn?.
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Tornillos y tuercas: Coste en el caso medio
T(n) € O(nlogn) J

Demostracion:

pyqentre0an—1, siempre cumpliendop+¢q =mn—1, esdecir, g=n—p—1.

._\

Tnln) = L () Tuln—p =1+ (1)
1 1 n—1

= n(ZTm +2Tmn—p—l)+2(n—l))
0 p=0

S

(i T (p) + i Tm(j)> +(n—1)
p=0 j=0

n—1
= -1+ Tulp)
p=0
n—1
= -1+ T Tulp)
p=2
ya que Ty, (0) = Ty (1) = 0.
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Es una recurrencia con historia.

nTw(n) =nn—1) +2n§ Tm(p)
p=2
m=1Tun-1)=m-1)(n—-1-1) +2n§Tm(p)
p=2
y restando,
nTu(n) — (n—DTw(n—1) = 2Tu(n—1)+2(n—1)
nTm(n) = M+1)Tp(n—1)4+2(n-1)
Dividiendo por n(n+1):
Tw(n)  Tw(n—1) n 2(n—1)
n+1l n nn+1)
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0
S(n) = { S(h—1)+ 2(n—1)

como se cumple 1 > Z—j& podemos simplificar S(n),

S(n)

0 n<l
- <
Sm)—{sm—m+% n>2

<
<

<

<

2
-1 z
S(n )+n
2 2
Sn—-2)+ ——+-
(n )+n—1+n
2 2 2
S(n— Lt 4 f 4=
(n 3)—'—11—2—’—11—1—’—11
o1
Sm—i)+2 Y, =
j:nfiJrl]

La recurrencia desaparece cuandon —i=1 (i=n—1):

S(n) < S(1) +zé% < 2/1" )1—Cdx — 211 = T(n) = (n+1)S(n)€ O(nlogn)

j=
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Problema de seleccion

Dado un vector V[1..n] de elementos que se pueden ordenar, y un entero k,
1 <k <mn, encontrar el k-ésimo menor elemento.

iOrdenar el vector V' y tomar V[k]|? Coste en O(nlogn).
i Utilizar el algoritmo de particién?
i <k<j el elemento V[k] es el k-ésimo.

k <'i buscar el k-ésimo en V[c..i —1].

k > j buscamos el (k—p)-ésimo en V[j+1.f].

{ k representa una posicién absoluta, c <k <f }
proc selecciénl(V[1.n] de elem, e c,f,k : nat, k-ésimo : elem)
si ¢ = f entonces k-ésimo := V|c]
si no
particién(V,c,f, Vicl,i,j)
casos
k<i — selecciénl(V,c,i— 1,k k-ésimo)
i<k ANk<j — késimo:= V[k|
0k>j — seleccioni(V,j+1,f,k k-ésimo)

fcasos
f fsi Caso peor: (el pivote queda siempre en un extremo) @ (1?).
proc Caso medio: O(n).
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Problema de seleccion: Mediana de las medianas
i Cémo asegurar que el pivote no va a quedar en un extremo?

Tomar como pivote la mediana del subvector (el [5]-ésimo elemento).

jPero calcular la mediana es un caso particular del problema de seleccién:
k= (c+f)div2!

Nos conformamos con una aproximacién suficientemente buena de la mediana:
la mediana de las medianas, mm.

. . .
IN IN IN
. . .

. . . . . . .
IN IN IN IN IN IN IN
. . . . . . .

Dividir el vector en grupos de 5 elementos;
calcular la mediana de cada grupo;

mm es la mediana de esas n div 5 medianas.
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Problema de seleccion: Mediana de las medianas

Utilizar mm como pivote para particionar el vector V.

3(n div 5)
-z

Al menos elementos de V son menores o iguales que mm.

3"1_012 elementos de V son

menores o iguales que mm, y, por tanto, como mucho 7’11—+012 elementos son

estrictamente mayores que mm.

Como n div 5 > %1, concluimos que al menos

Lo mismo para elementos mayores o iguales y estrictamente menores.

% es cota superior del niimero de elementos para las llamadas recursivas.

—_—
V D:E_:ED
3 n 7
1 oM 3 10" n
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Problema de seleccion: Mediana de las medianas

Los pasos del algoritmo seleccién2(V, ¢, f, k, elemento) son:

@ calcular la mediana de cada grupo de 5 elementos.
Son n div 5 medianas (n = f —c+ 1), y cada una se puede calcular en
tiempo constante: ordenar los 5 elementos y escoger el tercero.

® calcular mm, con una llamada recursiva a seleccién?2 con n div 5
elementos.

@ llamar a particién(V, ¢, f, mm,i,j) utilizando como pivote mm.
O hacer una distincién de casos similar a la de selecciéni:
casos
k<i — seleccién2(v,c,i— 1,k elemento)
Ui<k<j— elemento := mm
U0k>j — seleccién2(v,j+ 1,f,k, elemento)
fcasos

e Las llamadas recursivas se realizan con 7’11—+012 elementos como mucho.

e El tiempo requerido por seleccién2 es lineal en el caso peor
(demostracién por induccién constructiva).
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Problema de seleccién: Mediana de las medianas, Implementacién
fe<k<f)
proc seleccién2(V[1..n] de elem,ec,f,k : nat, k-ésimo : elem)
t:=f—-c+1
si t < 12 entonces
ordenar(V,c,f); k-ésimo := V[K]
si no
s = tdiv5
para [ = 1 hasta s hacer
ordenar(V,c+5*(I—1),c+5%1—1)
pm :=c+5*(I—1)+5div2
intercambiar (Vic+1— 1], V[pm])
fpara
{ medianas situadas en V[c,c+s—1] }
seleccion2(V,c,c+s—1,c+ (s —1) div2,mm) { mediana de las medianas }
particién(V,c,f, mm,i,j)
casos
k<i — seleccién2(V,c,i—1,k, k-ésimo)
ODi<k ANk<j — késimo:= mm
0k>j — seleccion2(V,j+1,f,k k-ésimo)
fcasos
fsi
fproc
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Ordenacién rapida de Hoare: Mejora

iSe puede mejorar quicksort para que requiera un tiempo que esté en
O(nlogn) incluso en el caso peor? Si, pero no.

e Seleccionar como pivote la mediana (en tiempo lineal).
e Sigue siendo O(n?) en el caso peor (todos los elementos son iguales).

e Utilizar el algoritmo de particién que divide el vector en tres partes y hacer
las llamadas recursivas solo con los elementos menores y mayores.

proc quicksort-opt(V[1..N] de elem,ec,f : nat)
si ¢ < f entonces
m := mediana(V,c,f)
particién(V,c,f,m,i,j)
quicksort-opt(V,c,i—1)
quicksort-opt(V,j+1,f)
fsi
fproc

e quicksort-opt requiere un tiempo O(nlogn) incluso en el caso peor,
pero la constante multiplicativa es tan alta que en la practica seria peor

que otros algoritmos en todos los casos.
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Lo mas caro y lo mds barato

Acabas de hacer la compra en Merca-Madonna vy tienes los precios de todos los
productos que has comprado en un vector V[1..N]. Quieres saber cudl ha sido
el producto mas caro y cudl el mds barato. Suponiendo que N es una potencia
de 2 mayor que 2, tienes que averiguarlo realizando menos de 2N — 3
comparaciones entre precios.

Mdximo: N — 1 comparaciones,
Minimo: N — 2 comparaciones adicionales;

Total: 2N — 3 comparaciones entre elementos.

= max-min(V[1..N/2])

(mdxy,ming ) :
(mdxy, ming ) := max-min(V[N/2+ 1..N])
mdxq, maxy)

)
)
midx = max(
min := min(miny, miny)

El nimero total de comparaciones entre elementos seria:
2(¥)-3+2(¥)-3+1+1=2N-4.
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fun max-mini1(V[1..N] de elem,c,f : nat) dev (midix, min : elem)
si ¢ = f entonces (midx,min) := (V]c],V[c])
si no
m = (c+f)div2
(midxy,miny ) := max-minl(V,c,m)
(mdxp, ming ) = max-minl(V,m+1,f)
mdx = max(mdxy, mdx;)
min := min(miny, miny)
fsi
ffun

Sean=f—-c+1

0 n=1
T(n) = { 2T(n/2)+2 n>1

. . i .
T(n)=2'T(n/2')+ Y 2
j=1
logn )
T(n) =298"T(1)+ Y} 2 =2n-2

j=1
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fun max-min2(V[1..N] de elem,c,f : nat) dev (mdx, min : elem)
casos
c=f — (mix,min) := (Vic],V|c])
Uc+1=f — {haydos elementos }
si V[c] < VIf] entonces (mix,min) := (V|f],V[c])
si no (mdx,min) := (Vc], VI[f])

fsi
Oet+l<f —
m := (c+f)div2

)
(mdxq,miny ) := max-min2(V,c,m)
(mdxp, ming ) = max-min2(V,m+1,f)
mix = max(maxl,maxz)
min := min(ming, miny)

fcasos
ffun
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0 n=1
Tn)=«¢ 1 n=2
2T(n/2) +2 n>2

T(n) = 2'T(n/2") + izf
j=1

logn—1
T(n) = 29°8"7I7(2)+ Y 2
j=1

_ ﬁ logn __ _%_
= 2+2 2—211 2

= gn—2+1—1

3 1
< En—Z—i-En—l =2n-3
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Determinaciéon del umbral
casos
n < ng — subalgoritmo bdsico
0n>ny — dividir
Ilamadas recursivas
componer
fcasos
donde ng es el umbral.

La recursién exige mds tiempo y espacio (pila) y ademds hay que
dividir/componer (constante multiplicativa grande).
i Cuando merece la pena resolver el problema dividiendo? Determinar 7.

e El umbral depende del algoritmo divide y vencerds, del subalgoritmo bésico
y del computador/compilador concreto.

e El umbral no afecta al orden del tiempo de ejecucién, pero si a la
constante multiplicativa.

Umbral éptimo: ng tal que

n < ng es menos costoso llamar al subalgoritmo bésico que dividir;
n > ng menos costoso dividir.
Pero este umbral éptimo no siempre existe.
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Coches de colores: elemento mayoritario

Jaimito tiene una fantdstica coleccién de coches en miniatura de diferentes
colores y quiere averiguar si alguno de estos colores es mayoritario, es decir, si
hay algtin color tal que el nimero de coches de dicho color sea estrictamente
mayor que N /2, siendo N la cantidad de coches de Jaimito.

fun mayoritariol(V[1..N] de elem,c,f : nat) dev (existe : bool, mayor : elem)

si ¢ = f entonces (existe,mayor) := (cierto, V[c])
si no

m = (c+f) div2

(existey, mayory ) := mayoritariol(V,c,m)

(existey, mayor, ) := mayoritariol(V,m+1,f)
existe := falso

si existe; entonces { comprobamos el primer candidato }
(existe, mayor ) := ( comprobar(V, mayory,c,f), mayor; )

fsi

si —existe A existe, entonces { comprobamos el segundo candidato }
(existe,mayor ) := ( comprobar(V,mayor,,c,f), mayor, )

fsi

fsi
ffun
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Elemento mayoritario

fun comprobar(V[1..N] de elem,x : elem, c,f : nat) dev wvilido : bool

veces := 0
para i = c hasta f hacer
si V[i] = x entonces veces := veces + 1 fsi
fpara
vdlido := veces > (f —c+1) div 2
ffun

Coste de mayoritariol:

_J n=1
T(n) = { 2T(n/2)+cn n>1
T(n) € ©(nlogn)
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Elemento mayoritario

iSe puede hacer mejor?

Anular entre si elementos diferentes. Solo sobrevivird el candidato a mayoritario.

fun mayoritario2(V[1..N] de elem) dev (existe : bool, mayor : elem )
candidato := V(1]
contar == 1  { cudntas veces mds ha aparecido el candidato }
para i = 2 hasta N hacer
si contar = 0 entonces { elegimos nuevo candidato }
candidato := V[i]; contar := 1
si no { contar >0 }
si V[i] = candidato entonces contar := contar + 1
si no contar := contar —1
fsi
fsi
fpara
(existe, mayor ) := ( comprobar(V,candidato, 1, N), candidato )
ffun

Coste: O(N)
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