MATEMATICAS 1 Grado en Ingenieria Quimica

Hoja 5: Funciones reales de una variable real: Polinomios de Taylor. Curso 2020/2021
Integracion. Aplicaciones

1) Una funcién muy utilizada para representar el tamano de un cultivo de microbios a lo largo del
tiempo es la llamada funcion logistica:

y = f(t) b

= 1 xaet’ para t > 0 (a, k, y b son constantes positivas).
ae~
a) Representa la funcion y =

100
1+2e—t?

b) Halla el instante en que la velocidad de crecimiento es maxima.

para 0 <t < 5.

¢) ;A qué tamano tiende la poblacion?

2) En una reaccion bioquimica controlada por una enzima, la velocidad v de conversion de una
sustancia (para una cantidad fija de enzima) viene dada por

as
v=I0) =y

donde s es la concentracion del sustrato que estd siendo convertido. Esta funciéon se conoce con el

nombre de funcion de Michaelis-Menten.

a) Representa graficamente la funcion en el intervalo 0 < s < 3k.

b) Halla el limite cuando s — oo de la velocidad de conversion y calcula cuél debe ser la concentracion

del sustrato para que la velocidad de conversién sea la mitad de este valor.

para s > 0, a y k son constantes positivas,

3) Calcula el polinomio de Taylor de o6rdenes 1, 2 y 3 de la funcion f(z

(x) = In(1 4+ ) respecto del
punto zo = 0. Evalaa dichos polinomios en z = 0.01, y compara con f(0.01).

4) ;Cudl es el polinomio de Taylor de orden n de la funcion f(x) = sin(z) respecto del punto zq = 07
.Y respecto de xg = 7/27?

5) Halla el valor de a y b para que los coeficientes de los términos de grado 1 y 3 del polinomio de
Taylor de orden 3 de la funcion f(z) = x cos(ax) — be* se anulen.

6) Estudia y representa graficamente las funciones:
3
x

(a) f(x) = CESIER (b) f(z) =[mnzf,  (¢) flz) =Infz[,  (d) f(z) = |cosx],

5—a2% siz <2 5 e’, sijlr—1]<1

(e)f(x):{aj_l oo (D@ =5 (h)f(l“):{1 sifo—1] > 1.

7) La concentracion de oxigeno en un estanque contaminado con un residuo organico viene dada por
la funcion:

2 —t+1
pr— t:—

a) Haz un esbozo suficientemente detallado de la gréafica de f.
b) Halla los instantes en los que se alcanzan las concentraciones maxima y minima.
¢) ;En qué instante la velocidad de crecimiento de la concentracion de oxigeno es méaxima?

, para 0 <t < oo, (trepresenta el tiempo en semanas).

8) Sea f una funcion definida en R tal que f’ existe en todo punto y es continua. Se conoce que

f(=1)=0, f(0)=2, y f(1)=0
. Cudl(es) de las siguientes afirmaciones se verifica(n) siempre?
(i) Existe un a € [—1,1] tal que f'(a) = —2;
(ii) Existe un b € [—1,1] tal que f'(b) = —1;

(iii) Existe un ¢ € [—1,1] tal que f'(c) = —3.
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9) Las granjas de patos contaminan el agua con nitrogeno en forma de &acido trico. Se hace un
seguimiento del nivel de acido trico y de un rio, cerca de una de estas granjas, a lo largo del tiempo
(en meses). Este nivel de acido tirico se puede describir, durante un buen periodo de tiempo, mediante

y=f({t)=4In(t+1)—5In(t+2)+ 10 para t > 0.

a) {Cudl es el nivel de acido urico al comenzar el seguimiento?

b) El nivel de acido trico, jcrece o decrece en los primeros meses? ;Cuando alcanza su nivel maximo
o minimo? ;Cuél es este nivel maximo o minimo?

¢) Realiza una representacion aproximada y razonada de la evolucion del nivel de acido trico durante
el periodo [0,24] (los dos primeros anos).

10) Dos especies de paramecios (paramecium aurelia y paramecium caudata) compiten en un nicho
ecologico por los mismos recursos. El niimero N de individuos en un mililitro de paramecium caudata
en este ecosistema viene dado aproximadamente por la funcién:

N(t) = 50(6t + 1)e > (t = tiempo en dias).
a) {Cudl es el nimero de individuos de paramecium caudata al empezar el estudio?

b) Calcula el ntimero méaximo de individuos e indica justificadamente cuéando se alcanza.
¢) ;Qué ocurre con la poblacion a largo plazo?

11) Una fabrica de bolleria industrial determina, tras un estudio, que si y es el nivel de glucosa en
sangre de un adulto normal (medido en miligramos por centimetro cibico), la funcién y = f(t) =
7+4te~V describe aproximadamente la evolucion de dicho nivel de glucosa para tiempo ¢ > 0 (medido
en cuartos de hora) después de la ingesta de un bollo en el instante t = 0.

a) {Cudl era el nivel de glucosa inicial?

b) ;En qué instante el nivel de glucosa en sangre alcanzara un maximo?

¢) ;Qué valor maximo de concentracion de glucosa llegara a alcanzarse?

d) Una empresa farmacéutica estd interesada en conocer también en qué instante el ritmo al que el
organismo hace bajar el nivel de glucosa de la sangre es lo mas veloz posible. ;Cual es este instante?
e) (Qué ocurre, segin este modelo, con la concentracion de glucosa en sangre si se deja pasar una
cantidad muy grande de tiempo?

f) Dibuja del modo més preciso que te sea posible la grafica de la funcion y = f(t) = 7 + dte~VE,
definida en todo R.

12) Aplicando los polinomios de Taylor, calcula los limites

(a) lim S0L) — cos(48) (b) i 08 HD) +log(L—t) +
w0 (sin )4 ’ [y 2(1 — cost)

En (a), utilizar la siguiente propiedad: si g(x) = o(2") cuando x — 0 y k es un entero positivo,
entonces g(z*) = o(z™), z — 0.
Integraciéon de funciones reales de una variable real

13) La velocidad de variacion de una poblacion de bacterias con recursos limitados viene dada por
la ecuacion

dz

R T

o (z =5)

donde z es el “ntimero de bacterias (en millones)” y t es el “tiempo transcurrido (en horas)”. Inicial-

mente hay 1 millon de bacterias.

(a) Hallar la funcion que expresa x en funcion de ¢, resolviendo la ecuacion diferencial.
(b) {Cuantas bacterias habra al cabo de 2 horas? ;Cuantas habra a largo plazo?

14) Calcula las siguientes integrales indefinidas. Se trata de integrales inmediatas, es decir, se pueden
calcular sin mas que hacer alguna manipulaciéon o ajustar alguna constante, o con un cambio de
variables obvio.



(a) /(61:2—8)25a:dx /2x2+8 (c)/ii;ldx
(d)/zefx—1d$ /coie;is (f)/x‘l::—éldaj
(2) / A% / (i) / zsen 22 dx.

15) Calcula las integrales indefinidas siguientes por el método de integracion por partes:

(a) /x Inxdz (b) /x2 senz dz (c) /523 ds (d) /cos(2x) e dr.

16) Calcula la derivada de las funciones siguientes:

(a) F(x) = [ (sent?) In(1 + £2) dt (b) G(z) = [ (sent?) In(1 + 12) dt

17) Calcula las siguientes integrales indefinidas de funciones trigonométricas:

(a) / t2(az) da (b) / coszds (o) / _dr (d) / ta(2) dz.

sen? x cos? x

18) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

(a) /37—31—\/\{_ (b) /2xmd:v (c) /tht dt (d) /eCOStseHQtdt

(e) / arcsen x dx (f) / cosz In(sen z) dx () / sen® t dt (h) / sen(ln z) dz.

19) Calcula las siguientes integrales definidas:

@ [@) o) [ O [

() / L sens (e) /0 U enmtT— oyt () /_ Vtatsenr

_11+5L’2

20) Calcula el area delimitada por las curvas siguientes:

(a) y:senx,ng,x:g,yzo (b) y=5—2* y=3—=x
2 2
= — 72 =22 _9 L y__l.
(c) y=6x—2* y==x x (d) TRET:

21) La region (infinita) encerrada entre y = 0 y la gréfica de la funcion y = 1/2% entre x = 1 e
infinito tiene area finita. ;Cuanto vale dicha area?

Ayuda. Calcula el 4rea entre x =1y x = N y luego haz el limite cuando N — oo.

22) ;Es finita el area de la region comprendida entre y = 0 e y = 1/x de x = 1 en adelante? ;Y si
se cambia 1/x por e *7

23) Un objeto se mueve a lo largo de un eje de coordenadas con velocidad v(t) = ¢(1 — ¢) unidades
por segundo. Su posicién inicial es 2 unidades a la izquierda del origen.

(a) Halla la posicion del objeto 10 segundos mas tarde.
(b) Halla la distancia total recorrida por el objeto en esos 10 segundos.
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24) Una particula se mueve a lo largo del eje z con velocidad v(t) = At? + 1, expresada en metros
por segundo. Calcula A sabiendo que x(1) = 2(0). Halla la distancia total recorrida por la particula
durante el primer segundo.

25) El tamano N(t) de una poblacion varia a lo largo del tiempo. Su velocidad de variacion viene
dada por:
30 e—O.lt
v(t) = (14 3e0-11)2
a) Calcula la variacion de la poblacion entre t = 0y ¢ = 20.
b) Si N(0) = 25, jcuél es el tamano de la poblacion al cabo de 20 afos?

(t = tiempo en afios).

26) La densidad lineal de una varilla de 8 m de longitud es 12/v/x + 1 kg/m, donde x se mide en
metros desde un extremo de la varilla. Calcula la densidad promedio de la varilla.

27) Se observa que la velocidad de variacion del niimero de individuos de una poblacion viene dada
por:

dx 1

—=—(zx—1 200 — z).

7 100(x 00)(200 — x)

Inicialmente hay x(0) = 180 individuos.
a) Hallar la funcion z(t).
b) Calcular en qué valor tiende a estabilizarse la poblacion cuando el tiempo crece.

28) Un tanque contiene inicialmente 100 litros de agua con sal. El contenido total de sal es de 1 kg.
En un determinado momento, se comienza a sacar liquido del tanque, a razon de 3 litros por minuto
(con lo cual, cada minuto, se pierde un 3 % de sal). Para que la cantidad total de liquido se mantenga
constante, cada minuto se anaden 3 litros de otra solucion salina cuyo contenido en sal es de 250
gramos por litro (con lo cual, cada minuto, se anaden 750 g de sal).

a) Hallar la cantidad de sal en el tanque, S(t), en funcion del tiempo, a partir de la ecuacion diferencial
correspondiente.

b) Determinar el momento en que la solucion del tanque contiene 13 kg de sal.

¢) Calcular la cantidad de sal que habra a largo plazo.

29) Durante una epidemia de gripe en una poblacion, la velocidad de propagacion de la enfermedad,
es decir, la velocidad de variacion del nimero de enfermos es (aproximadamente):

v(t) = 1000 t e 5"

donde t es el nimero de dias desde el inicio de la epidemia.

(a) Calcula el nimero de individuos que se ponen enfermos durante los cuatro primeros dias.
(b) (En qué momento es maxima la velocidad de propagacion de la gripe?

30) Una piscifactoria coloca a los alevines de 1 centimetro de longitud en tanques especiales. Se

estima que la velocidad de crecimiento de un alevin desde el instante en que se instala en dicho
16t

@i

mes). ;Qué tamano tendran los peces 3 meses después de ingresar en los tanques?

tanque viene dada, en tiempo ¢ (meses) por v(t) = velocidad dada en centimetros por

31) ;Para qué valores de b el promedio de f(x) = 2 + 6z — 3z? en el intervalo [0, ] es igual a 37



