13. EXISTENCIA Y UNICIDAD

117.— Para las siguientes funciones, halla una constante de Lipschitz o prueba
que no existe.

L. f(t,z) =|z|, D=R xR.

2. f(t,x) =tz'/3, D =[-10,10] x [-1,1].

3. f(t,x) =1/(tx), D =[1,400) x [1,+00).

4. f(t,x) =axln|z|,six #0,y f(0)=0,D =R x [-1,1].

5. f(t,x,y) = wy/(I+a+y), D={(t,z,y) eR® [ 2? +y* <1/4}.

118.— Supongamos que f; y fo son funciones que satisfacen la condicion de
Lipschitz en un conjunto A con constantes respectivas L; y Lo. Si
c1,co € R probar que la funcién ¢ f + ¢ fo satisface también la condi-
cion de Lipschitz en A y hallar una constante de Lipchitz.

119.— Supongamos que f: BC R XR™ - RPy g: A C R xR* - R™ son
funciones que satisfacen la condicién de Lipschitz en sus respectivos
dominios. Estudiar si la funcién ¢: A C RxR"™ — R? definida mediante
‘composicion’ ¢: x — f(t, g(t,z)) satisface también la condicién de
Lipschitz.

120.— Resolver los siguientes problemas de valor inicial determinando el in-
tervalo maximal de existencia de la solucion:

2t
N 2) = 3
3tT 44t + 2

3. =a?—2x, z(0)=1.

121.— Sea D un abierto de R? y sean f, F': D — R funciones continuas tales

que
f(t,x) < F(t,x), Y(t,x) € D.

Sea x = 7(t) una solucién de & = f(t,z), x(ty) = xo, y sea x = ['(¢)
una solucién de & = F(t,x), z(ty) = Xo, ambas definidas en el mismo
intervalo I C R. Probar que si zq < X, entonces y(t) < I'(t) para todo
t>ty, tel
Ayuda: razonar, por reduccion al absurdo, sobre el primer tiempo en
el que las dos soluciones son iguales.

122.— Estudiar la existencia y unicidad de solucién para los siguientes pro-
blemas de valor inicial:

1. & = |z| + 2% = 3%, x(ty) = 0.
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2. 2 =g(z)+e'/(t*+ 1), z(ty) = x0, siendo
o) = {cos(ac) x>0

1 z < 0.

123.— Demostrar que si los grafos de dos soluciones de una ecuacion diferencial
& = f(t,x) (con f continua y satisfaciendo la condicién de Lipschitz
local) se cortan en algin punto, entonces dichas soluciones son iguales
en la interseccion de sus dominios. Recodar que el grafo de una funcién

f: A— Besel conjunto Gr(f) ={(a, f(a)) |a€ A}.

124.— Probar que todo problema de valor inicial para la ecuacién diferencial
i = cos(tz?) tiene una unica solucién, y que ésta esté definida en toda
la recta real.

125.—Sea f: D C R x R® — R"™ una funciéon continua en el abierto D. De-
mostrar que si existe un producto escalar ( , ) y una funcién continua
((t) tales que

para todos (¢, x), (t,y) € D, entonces todo problema de valor inicial & =
f(t,x), z(to) = o, con (ty,x0) € D, tiene solucién tnica a derechas.
Ayuda: dadas dos soluciones, z = y(t) y « = n(t), considerar la funcién

(y(t) =n(t),~ () —n(t)).

126.— Sea f: R — R la funcién definida por

—x—9 z € (—o0,—1]
fl)=Rz(9—2?) z€(-1,1)
—z+9 x € [1,+00).

Demostrar que, para todos los tg, xg € R, el problema de valor inicial
& = f(z), x(ty) = xo tiene una tunica solucién, y que esta definida en
todo R.

127.— Consideremos el problema de valor inicial

& = 3|z|
y =y
z(0) =1
y(0) =2.

Halla su solucion y comprueba que esta definida en toda la recta real.

28



128.— La solucion del problema de valor inicial
i = y?
y = sen(z)
z(0) =1
y(0) =1,

Jesta definida en todo R?

129.— Analizar si el problema de valor inicial

(1ot

tiene solucion tunica, y si estda definida en todo R.
Ayuda: considerar la funcién p(t,z) = (t + x) + |t — z|.

130.—Sea f: D C R x R” — R"™ una funciéon continua satisfaciendo la con-
dicién de Lipschitz local y sea A: D — R™™ una funcién continua.
Probar que, para cada (tg, zo,v9) € D x R", el problema de valor inicial

&= f(t,x)
0= A(t,z)v
I(to) = X9
U(to) = Vo

tiene una unica solucién. Encontrar el intervalo maximal de la solucién
de este problema en términos del intervalo maximal de la solucién del
problema & = f(t,x), z(tg) = xo.

131.— Hallar el intervalo maximal de definicién de la solucion del problema

Y +ycos(y) —Int =0

y(1) =1
y(1) =2
j(1) = 3.

132.— Sea D C R? un abierto y sea g: D — R una funcién continua, tal que
todo punto de D tiene un entorno tal que

9(t, 21, 22) — g(t, 21, 22)| < LméX{le — 1, |22 — $2\}>

para cierta constante L > 0 y para toda pareja de puntos (t,xy, ),
(t, 21, 22) en dicho entorno. Demostrar que para cada (tg, 4o, v0) € D,
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existe un unico intervalo abierto Jy, 0., C R y una tunica solucién
Y = Vig,z0.00(t) del problema de valor inicial

§=g(ty,v)
y(to) = 1Yo
y(to) = Vo,

definida en dicho intervalo, tal que si n: I — R es otra solucién de
dicho problema, entonces I C Ji yow0 ¥ 1) = Yig.wowo (f) Para todo
tel.

133.— Probar que toda solucién de la ecuaciéon diferencial de un péndulo con
rozamiento ) .
ml?0 + b0 + mgl sen(6) = 0,
(todos los pardmetros m, [, g, b son positivos) esta definida en todo R.

134.— Probar que toda solucién de la ecuacién diferencial
i+ pu(x® —1)d +x =0,

con p > 0, estd definida (al menos) en [0, +00).

Ayuda: Convertir a sistema de primer orden con las variables x; = «x,
1y = @, y considerar la derivada de D(t) = z1(t)* + z2(¢)? (i.e. de la
distancia al origen elevada al cuadrado).

30



