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TEMA 4.- SISTEMAS DE ECUACIONES

Definicion: Sea el sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas:

8y X1+ 81X, +o Ay X, = by 8y 8y - 8y | [ X b,
8y X1+ 85X, +...+8,, X, =b 8y, a8, - a X b
o Sl e e T
an1x1+an2X2+"'+anmxm :bn apy a8, - apm Xn bn
Laforma A- X =C se llama forma matricial del sistema.
A = Matriz de coeficientes.
C = Matriz de términos independientes.
B = Matriz ampliada.
ay @y o ay, 8y Qi3 By b b,
Ax 8y 8y 8y B- 8y 8y - 8y b, C= b,
S e D ; e e :
A* b b
ay ap 8y @y Qpy ot 8y D n

Nota: Si bi=0 se dice que el sistema es homogéneo (siempre son compatibles).

TODO SISTEMA HOMOGENED TIENE SOLUUGN —>s SCO - sol dnica tnvial
SCT — oo solwuones, una de ellas la triviol

Resolucion de sistemas:

1) CRAMER: Un sistema de ecuaciones A-X =C es sistema de Cramer si tiene tantas
ecuaciones como incognitas y ademas |A|#0.
A

La solucion se calcula como x; = W

Donde A, es la matriz que resulta de sustituir en la columna / la matriz columna de los
términos independientes.

Ejemplo:
X+5y+4z=3 18  4yfx 3 1 §5%-4
-X+2y+z=2}—>|-1 2 1||y|=|2 -1 2 1|=47
x-3y+5z=1 1. -8.5)\z 1 1 -3 5
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B354
20

w1 =3 5 30+5-24-8+9-50 -38
1554 47 47
=1 2.9
T 3.8
1.8 4
B

e 1195 _10+3-4-8-1+15_15
12574 47 47
.2
1 =35
16 3
= e

z=1 =3 1]_2+10+9-6+6+5_26
1 5.4 47 47
Lol :
1 35

2) GAUSS: El objetivo es triangular la matriz A mediante combinaciones lineales y aplicar
después el método del REMONTE.

Ejemplo:

X-2y+2z-t=5 D =2 2 =1 8 =2 2 =1 9
Ax+y—-z+2t=-1 _)4 it 52 —1=O 9> -9 6 -21
2x-y+3z+t=7 2. =1 8 1 # B3 =1 & =3
-X+6y-3z+t=0 16 =31 O 0o 4 -1 0 5
17=2 - 2 i 5f M1-—-2 2 -1 S
g 9 =9 6 2910 9 =9..-6 21
=100 <25 1 4100 2 1 4
0 -8 43 -25 25

-8 =l 0 e
i o o G 8

Aplicamos ahora el método del REMONTE:
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—t=—ot=-2
3

22+t=4-52z=3
9y-9z+6t=-21>y=2
X-2y+2z-t=5->x=1

‘Estudio del caracter de un sistema

1) ROUCHE-FROBENIUS

8y Xg + 83X, +.oc+ 8y X, = b, a, ap - Ay 8y 8z v+ 8 by
8y9 X1+ 8y Xy +.ot By X, =b a, a,, - a 8y 8y 't oy D

Lk ar S ha el e
84Xy +apa X, +.. +anmxm_b Ay Qpy ot Qpy ay 8, bn

e Si rango(A)—rango(B) n° de incognitas = el sistema es compatible determinado.. SCO
o Si rango(A)—rango(B)<n° de mcogmtas > el S|stema es.compatible indeterminado.. 501‘
e Sirango(A)# rango(B) 2> el sistema es mcompatlble ST

Para sistemas homogéneos:
e rango(A) < n° de incognitas = existen infinitas soluciones.

® rango(A) = n° de incégnitas = solucidn Unica = solucion frivial.

2) METODO FACTORIZACION LU } X6 B
3) METODO DE CHOLESKY.

Ejemplo de ROUCHE-FROBENIUS

Discutir el siguiente sistema segun los diferentes valores de los parametros reales “a” y “b”.
X+y+z=4

3x-ay+2z=3

4x-3y+3z=7

IX-y+5bz=-8+b

Solucién Mala:



Nicola Corradi .
Enero 2003 4

 JRNC R g ol 4
= Za g 3
As 3 a 2 B 3 a
4. =33 41538 7
TS Eh T q-5h =Bl

Vamos a triangular el sistema de ecuaciones mediante transformaciones tipo FILA. En cta_dajl
paso obtendremos un sistema equivalente al inicial. El sistema triangularizado nos permitira
conocer los valores de “a” y de “b” que modifican el caracter.

1 1 1 4
3 -a 2 3 0 -a-3 -1 -9 "
4= 3 7 —F2- a = = ONMUTAMOS|
e T 1 p
7 -1 56 -8+b F4=F4-7F1 0 -8 56-7 b-36
1 1 1 4 1 1 1 4
B 0 -7 -1 -9 0 7 1 9 -
0 -a-3 -1 -9 0 a+3 1 9
0 -8 5b-7 b-36 0 -8 5b-7 b-36
il ] 4 1o 91 1 4
0.7 1 9 0 47 +1 +9
0 O a-4 9a-36 F4=-(a—4)F4+(358—41)F3| 0 0 a-4 9a-36
0 0 35b-41 7b-180 +CUIDADO- 0 O 0 (a—4)(308b-189)

CASOS POSIBLES:

. Rango(B) = ’ x
1) Si (a-4)(308b-189) =0 Sistema Inc tible.
) Si ( X ) - {Rango(A)s } — Sis ncompatible

2) Si a=4 ICUIDADO DONDE
SUSTITUNO Q=4 !

| 0
1 '[ 14 A RIRNARA AT/
M i HeCH@ A FRORDSTTO
g0 9a-36 0 o 0, | 0
0450 DT | ,ﬁa qu Ej”?} Iwﬁ 0
5 Mﬁ '\2\ ; é% ) DeorUey
ango(
ARang0(A)= 21 = Sistema Compatible Indeterminado
DoREOE A DIFERERTTES
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18

8) 8 be—

AL HECUD 4 PROp Ac IT0
1 1|!J{t"\)‘/’/‘\i':f? }‘Uk\l;\(\ f” lu:}/ «}/’ '\\ 4 u[ 1\ 1:// (/ & pr (‘\ / 4
0 7 i T S 49 B A
o o BTN EEEHE IESPUES) =3
3.1) Sia=4 ¥ i e ST S

SMPPORAD DIEERENCTAS
gzgg@g gﬁ \j —‘Q)(s.}/ B c\: lpl%lﬂl{e - t[ii\:\ﬁ’e;‘! fﬂgé{‘& }5 J
N°Incogs = 3
Tewep NN AN NPEERPLLAT ¢
Rango(A( =2 ‘ZL,», }te ad |\ailg I?lLfl.],‘.ll’ﬁ?'\‘dJ" M RN

{ \ / il , Pl /‘ \]| flbh <

N°’”C°gs\“f\3’ ey U] LRLT by

+ CUIDADO!: El problema estd mal resuelto porque al triangular el sistema, en este
paso hemos multiplicado las filas por valores que pueden anularse, lo cual desvirtia los
resultados. Es decir, si para triangular has de multiplicar una fila por, pongamos un
ejemplo, (a-5)...como a-5 se anula cuando a=5...hay que tener cuidado al sustituir en
los diferentes casos porque tendremos que sustituir ANTES del paso en que
multiplicamos por a-5.

La forma correcta de hacer el problema es:

Solucion Buena:

j o 1 ek 1 4
e 3 =gl w2 B e 3

4 -3 3 4 -3 3 T

/=1 .5 75 =1 '8b -8+b

Vamos a triangular el sistema de ecuaciones mediante transformaciones tipo FILA. En cada
paso obtendremos un sistema equivalente al inicial. El sistema triangularizado nos permitira
conocer los valores de “a” y de “b” que modifican el caracter.
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1 1 4 1 1 1 4

3 -a 2 3 0 -a-3 -1 -9 1

Mot R e TRl ey

7 -1 5b -8+b F4=Fa-7F1 0 -8 5b-7 b-36
1 1 1 4 1 1 1 4

ot -1 -9 0" 7 1 9 =
0 -a-3 -1 -9 |F=F |0 a+3 1 9
0 -8 5b-7 b-36 0 -8 5b-7 b-36
iy i 1 4 AL 1 4

o 1 9 0 +7 #1 +9
0 0 a-4 93-36 |[FGaFammas] 0 0 a-4 9a-36
0 0 35b-41 7b-180|ZCUIDADOY |y o o (a-4)308b-189)

{ CASOS POSIBLES:

1) Si (a—4)(308b-189) %0 —» {Ra”go(B Iy 4} _ Sistema Incompatible .

Rango(A)<3
2) Sia=4
1 1 4 g 1 4
0: .07 1 9 0 +7 +1 +9
0% ke a4 9a-36| 0 0 0 B il
0 0 35b-41 7b-180] |0 0 35b-41 7b-180
T 1 4
~0  +7 +1 +9
( 0 0 35b-41 7b-180
2.1)Sib¢@
i
Rango(B)=3
21.1)Si b#— — <{Rango(A)=3; — Sist.Compatible determ.
= N°Incogs =%

21.2)Si b =;§% — 0=7b-180 — Imposible — Sist.Incompatible

Rahgo(B)=3
22)Si b= 157;—0 — {Rango(A)=3; — Sist.Compatible determ.
N°Incogs =3
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1 1 4 1 1 1 4

3 -a 2 3 0 -a-3 -1 -9 1

Mot R e TRl ey

7 -1 5b -8+b F4=Fa-7F1 0 -8 5b-7 b-36
1 1 1 4 1 1 1 4

ot -1 -9 0" 7 1 9 =
0 -a-3 -1 -9 |F=F |0 a+3 1 9
0 -8 5b-7 b-36 0 -8 5b-7 b-36
iy i 1 4 AL 1 4

o 1 9 0 +7 #1 +9
0 0 a-4 93-36 |[FGaFammas] 0 0 a-4 9a-36
0 0 35b-41 7b-180|ZCUIDADOY |y o o (a-4)308b-189)

{ CASOS POSIBLES:

1) Si (a—4)(308b-189) %0 —» {Ra”go(B Iy 4} _ Sistema Incompatible .

Rango(A)<3
2) Sia=4
1 1 4 g 1 4
0: .07 1 9 0 +7 +1 +9
0% ke a4 9a-36| 0 0 0 B il
0 0 35b-41 7b-180] |0 0 35b-41 7b-180
T 1 4
~0  +7 +1 +9
( 0 0 35b-41 7b-180
2.1)Sib¢@
i
Rango(B)=3
21.1)Si b#— — <{Rango(A)=3; — Sist.Compatible determ.
= N°Incogs =%

21.2)Si b =;§% — 0=7b-180 — Imposible — Sist.Incompatible

Rahgo(B)=3
22)Si b= 157;—0 — {Rango(A)=3; — Sist.Compatible determ.
N°Incogs =3
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3) Si b= o0
308
1 1 1 4 11 1 4
07 1 9 g e A 9
SR 9a-36|"jo o &4  9a-36
or -6013/308
0 0 35b-41 7bh-180 |0 o 9013  B4tM7 E
308 308
s 4
o 9
0 0 a-4 9a-36
e Y 9

(Rango(B) = 3)
3.1) Si a4 » {Rango(A)=3} — Sist.Compatible determ
|N°Incogs = 3| :
(Rango(B) = 3) :
3.2) Si a=4 —» {Rango(A)=3} — Sist.Compatible determ
[N°Incogs =3 '

CONCLUSION:

El método mas mecanico es triangular el sistema obteniendo un sistema equivalente en el que
es mas sencillo averiguar los valores que generan los distintos casos.

Al sustituir los casos hay que hacerlo ANTES del paso en el que hallamos multiplicado por
factores que puedan anularse. Esta es la inica TRAMPA en la que podeis meter la pata.

La practica en este tipo de problemas puede llevar a un alumno mas experimentado a resolver
el problema sin triangular, distinguiendo los distintos casos a base de hacer
determinantes...Perfecto...pero mi intencién era ayudaros a todos...no sélo a los mejores...Si
algun dia teneis ganas suficientes podeis intentar hacer el problema de esta otra manera (por
determinantes)...Al fin y al cabo ya sabeis la solucion...

En cualquier caso...Espero que haya sido til.



= AN iAal
@ Dada A matriz cuadrada, | AAl=A | Al. #4150~ 1AA)= A

PROBLEMAS DE SISTEMAS DE ECUACIONES

m Se considera el sistema de ecuaciones lineales

X+Ry+ z =0
ox+ y+ z =0
Xt y+z =4

a) El sistema es compahble determinado paré todo valor de «,B,7.
b) Si B—l es posible encontrar valores de « y 7. que hagan el sistema incompatible.
c) Si a=1y g=1 el sistema es compatible indeterminado.

Se considera el sistema de ecuaciones lineales

X-y-Bz
aX-y+ z

0
0
X+ty+ z =y

a) El sistema es compatible determinado para todo valor de «,8,7.
b) Si B=1 el sistema es incompatible.

c) Es posible encontrar valores de «,8,7 tal que el conjunto’ de soluciones sea un
subespacio vectorial de R? de dimensién uno.

@ Dado el sistema AX=0
. -a) El sstema serd compatible determinado.
b) si ’A'#O el sistemé'escompatible determinado.
c) El sistema nunca es incompatible.

lq‘ Dado el sistema AX=0
— a) Siel sistema es compatible determinado tiene el mismo nimero de ecuaciones que

de incognitas.
b) Siel ,A ;:0 el sistema es compatible indeterminado.

c) Si el rango de A es menor que el nimero de incognitas entonces es un sistema
compatible determinado.

Las soluciones del siguiente sistema forman un subespacio vectorial de dimensién 1
para b=1:
x+y+z=0 .
2x—y=z=0 :
x+4y+4z=5b-1



Sea el sistema de ecuaciones Jj
neales no homogéneo AX=C «f
cuadrada. Entonces las ternas (i, L1)(,2,3),(,3,4) é 3,4) i
dicho sistema. - e eI

ndo 4 una matriz
1o pueden ser soluciones de

El Contestar razonadamente si es verdadera o falsa la siguiente proposicién: “Sea el

sistema AX =C con deM,, tal que AX =0 es compatible indeterminado-y

AX = C es compatible V C € M_, entonces m <n”.

Sea el sistema de ecuaciones lineales AX =C tal que es compatible para cualquier

vecto1: de términos independientes C. Sacar conclusiones sobre dicho sistema de
ecuaciones. '

E] Discutir el siguiente sistema segun los valores de g yb

X+y+z =3
2x—-ay+3z=4
3x-3y+4z=7

5x—(a+b)y+7z=8+b

@ Se pide discutir el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores de A y p:

x-y+z=1
x-z=0

x-y+mz=4

r—‘ Un grupo de trescientos estudiantes planifica la visita a un centro de investigacién. Para su
{___' traslado acuden a una empresa de transporte que tiene disponibles 10 autocares entre los
que se encuentran autocares de 20, 40 y 50 plazas. ;Cudntos autocares de cada tipo tiene
que haber para que puedan trasladarse los 300 estudiantes utilizando los 10 vehiculos
disponibles y ocupando en cada autocar todas las plazas?.

1 La distribucién del trafico en una red de calles es la siguiente

A 1500 400 | B

C D
600 300

Los sentidos de la marcha son los indicados por las flechas. Las tinicas calles de doble
sentido son 4B y CD. Hallar el trfico en cada tramo en los siguientes casos: '
i) En el nudo C hay obras y se quiere que el trafico sea minimo.
ii) Esta prohibida la circulacion en el nudo £ .
iii) Esté prohibida la circulacion en el ramal AB y en el nudo D.



B

- La empresa “Michelin” que se dedica a la fabricacién de neumticos esta actualizando su
sistema informdtico. Para ello ha instalado 3 servidores: A,B y C, por cuyas conexiones circulan
cantidades de informacién en megabytes, (MB), representadas segfin la figura porx, X, y x,. El
SERVIDOR A recibird, (cuando se ponga en marcha el sistema), B megabytes de informacién por
hora del exterior, el SERVIDOR B recibird del exterior cada hora A veces la cantidad de
megabytes que el SERVIDOR B envie al SERVIDOR C y el SERVIDOR C enviar4 3000
megabytes por hora al exterior. Los tres servidores estdn conectados segin se indica en el esquema
siguiente:

3000 MB/h

Sabiendo que los megabytes se distribuyen por las lineas de conexién de tal forma que en
cada servidor la cantidad de megabytes que entra es igual a la que sale, se pide:

i) Determinar las condiciones que deben cumplir A y B para que el sistema
disefiado pueda funcionar, es decir, que el sistema de ecuaciones de incégnitas
X1, X, ¥ X; que rige el funcionamiento del esquema sea compatible.

ii) Como la empresa ha pedido expresamente que el sistema sea capaz de aguantar
en el supuesto caso de que algiin servidor quede fuera de servicio o que alguna
linea de conexién se estropee, estudiar si el sistema funcionar en los siguientes -
casos:

a) SERVIDOR A fuera de servicio.
b) La linea que une el SERVIDOR B y C est4 fuera de servicio.

E s - Dade el sisbkma oé. eaua.cumes

X+Qg -..3?_&:‘0‘
X+ 3_’"-21":-"
ﬂx-f-sy -8z =0
1- Pawea. cua‘[?w.ei volor né 4, solo lene.
coms  Solucen ; la  Tumal '
2 Bl elgdn ol da d peve el el
ho Tne  soluccoh : o b ;
' 5o Mo Endud pora Asd | mar oue saucis-
nes de lo foema (22,7 '

4~ Seuaq Comfgiélé 7 delrrunades foora
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TEMA 4 SISTEMAS DE ECUACIONES (Proslzmmz EXTRAS)

Sean A una matriz antisimétrica de orden » y B una matriz simétrica de orden 7. Sabiendo
que el sistema (B - A)X =0 tiene unicamente la solucién trivial X =0, estudiar el
car4cter del sistema (4+B)X =C. ; - /

Contéstese razonadamente si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa. “Existe al menos un
ax+by+z=c .
valor ¢ € R tal que el sistema {bx +ay+z =c* es compatible Va,b € R ”.
x+y+z=1

E Sean Auna matriz siméfrica y Buna matriz antisimétrica de orden ocho que
conmutan, es decir 4B = BA. Hallar la traza de AB.

E Sea A una matriz simétrica de orden 5 y sea B una matriz antisimétrica del mismo
orden. Sabiendo que el sistema (B~ 4)X =C es compatible determinado calctilese Ja -
dimensién del subespacio de R’ soluciones del sistema (4+B)x =0.

ax+y+z=]
X+y+z=]

-Discuﬁr segiin los valores reales de a y b el sistema:
: 3 : X+y+2bz=]

- Sea Ae M, una matriz tal que 4=-24' (4'representa a la matriz traspuesta de A4).
Estudiar el sistema AX =0,

E Sea el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo AX =C siendo 4 una matriz

‘cuadrada. Entonces las ternas (1, 1,1),(1,2,3),(1,3,4),(2,3,4) no pueden ser soluciones de
dicho sistema.

Contestar razonadamente si es verdadera o falsa la siguiente proposicién: “Sea el

sistema AX =C con AeM, tal que AX =0 es compatible indeterminado y

AX = C escompatible V C e M, entonces m<n”.

Sean los sistemas de ecuaciones AX = C y AX =0 con 4€ M,. Se pide:
i) Démosh:ar que si X, y X, son dos soluciones distintas de AX =(C
entonces X, — X, es una solucién no trivial de 4X =0.

ii) Si AX =C es compatible indeterminado estudiar, dependiendo del rango de
la matriz 4, cual es el nimero minimo necesario de soluciones de AX =C
y, qué condicién se debe cumplir, para poder determinar una base del
subespacio de las soluciones de 4AX =0.

@l a) Se considera el sistema de ecuaciones lineales AX = B. Si el sistema tiene el
mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas y es incompatible, estudiar el caracter del
sistema AX =0.



