Tema 9: Series de numeros reales

Asignatura: Célculo
Prof.: I. V. Toranzo GII

6.1. Series de numeros reales

Este tema constituye una continuacion del tema sobre sucesiones de numeros reales, cen-
trandose en el estudio del comportamiento de la suma de los infinitos términos de una suce-

sion dada, 1.e.,
(0. ¢]

soo:a1+a2+...—|—an+...:Zan (6.1)
n=1
Dado que la suma de infinitos términos no estd definida, se hace necesario introducir el
concepto de sumas parciales, denotadas s,,, definidas como la suma de n términos de la
sucesion dada,

n
sn:al—l—ag—l—...—i—an:Zak (6.2)
k=1

o

que constituyen por s mismas una sucesion, {s, }>° ;,

de sumandos finito, i.e.,

cuyos términos son sumas con numero

S1=a, Sy=a+a, Sz3=a+a+as,...,S, =a+ay+as+...+ay, ...

De forma que la suma infinita de una sucesion quedara definida en términos de sus sumas
parciales. Asi, si la suma infinita, s.,, de una sucesién podré calcularse siempre y cuando

las sumas parciales, s,,, de la misma se aproximen a un mismo valor, i.e., exista lim s,
n—oo

Nota 1:

Por supuesto, existirdn sucesiones cuya suma infinita no esté definida en caso de que

# lim s,
n—oo

La suma infinita, s.c = Y -, a;, recibe el nombre comun de serie infinita o serie.

En este sentido, conviene establecer qué se entiende por una sucesion {a,, },en cuyos térmi-
nos se pueden sumar o sucesion sumable.

6.1.1. Definicion

Dada una sucesion {a, },cn, se dice que es sumable si la sucesion de sus sumas parciales,
{sp}tnen = {a1 + a2 + ... + a, }nen, converge, i.c.,



1.d lim s, =S5

n—oo

2.5 <

Se dice entonces que

n—oo n—oo

Soo =Y @p=lims,=lim () a | =S5 (6.3)
n=1 k=1

siendo S la suma de dicha sucesion.

Una sucesion {a, },en no serd sumable cuando la sucesion de las sumas parciales, {s;, } e,
diverja, i.e., en el caso de que

lim s, =00 o 3 lim s, (6.4)
n—oo n—oo

Ejemplo 1:

Sea la sucesion {a, },cn para la que el término general de la sucesién de sumas par-

ciales viene dado por

B 3n
 Tn+9

Sn

Calcular su suma, i.e., s,

Dado que la sucesion de las sumas parciales es convergente,

I lim —o =3
ims,=1lm -——==-<
n—00 n—oo m + 9 7

se tiene que la sucesion {a, },en es sumable, i.e.,

oo

) . 3n 3
Sw:;an:%sn—%m—%

Luego la suma de la sucesién es S = 2

EN|

En general, no suele sencillo calcular el término general de la sucesion de sumas parciales
de una sucesion, salvo en ciertos casos particulares. Uno de ellos son las progresiones
geométricas, cuya serie asociada recibe el nombre de serie geométrica.

Ejemplo 2: Suma de una progresion geométrica

Sea la progresién geométrica {a, }neny = {¢ 7" }nen, con ¢y r constantes reales y donde r
se denomina razon de la progresion. Entonces, si 7 # 1 el término n-ésimo de la sucesion



de las sumas parciales {s,, },en viene dado por
n+1

- - 1—r
sn:Zak:Zcrk:cﬁ (6.5)
k=0 k=0

y la suma resulta

2 n - n c
= o= :2 = — 6.6
Sao =CHcCcr+cro+ +cr" + an, cr T (6.6)

0o
=0 n=0

n

Demostracion de (6.5)
Sir#1,

Sp=cHcr4+cri+. . +er y ros,=cr+cri4eri+. . +er™!
Restando ambas ecuaciones tenemos que

Sp—T-Sp=5,(1—r)=(cH+erdecri+...+cr")—(cr+ecridecr®+. .. +ecr"th
—c—cr" =¢(1 — "t
1_7,n—|—1

— S§,=C———
1—r

Demostracion de (6.6)
Si |r| < 1 se tiene que lim 7" = 0y la suma de la sucesién resulta

n—oo
(o]
0 1 — il 1-0 c
500:5 cr"=llmc—— =c¢ =
‘ n—oo 1 —r l—r 1-—7r
n=

Si |r| > 1 la progresion geométrica no es sumable dado que la sucesion de sumas parciales
es divergente. Especificamente:

er=1=35,=c+c—+...4+ c=nc. Entonces,

lim s, = lim nc = 4+o00

n—oo n—oo
y
O
Soo = E c= lim nc= +o0
n—oo
n=0

er=—1 —=s,=c—c+c—c+...+ (—1)"c. Entonces,

lim s, = lim (—=1)"c = 3

n—o0 n—oo
y (0.¢]
Soo = ;(—1) c= 7}1_{210(—1) c =7



1—pntl

*|r|>1(r<—-1lor>1)= lim s, = lim ¢c5— = o0, luego
n—oo n—oo
o0
1_Tn—|—1
_ no__ q; _
soo—z;cr —nh_g)loc T, +o00
n=

Ejemplo 3: Calcular la suma de la progresion geométrica

28 112 448 1792
" 572571257 6257

donde ap = ¢ = Tylarazénes r = %. Dado que r = =z < 1 la sucesion de las sumas

(S

. - (4" .
parciales {s, }pen = {7 g = )é } es convergente, siendo por tanto la suma de la pro-
5 neN

gresion
00 1— (é)n—O—l 7
Soo =Y a,= lim7 2 = =35

Ejemplo 4: Estudiar la convergencia de la serie

i 3371 71 —-n
n=0

En primer lugar determinamos el escribimos el término general de la progresion geométrica
bajo la forma cr",

3\" 3\"
gnrln —33.3n.7. 7 =33.7(2)] =189 =
7 7

de formaque ¢ = 189 y r = % Como r < 1 la sucesion de sumas parciales es convergente
y la suma de la sucesion resulta

> 3\" 189 1323
o = 189 (=) = lim 189 — - = 330.75
S Z (7) 1 1 — % 1 — 3 4

7

Ejemplo 5: Estudiar la convergencia de la serie

f: 5l
n=0
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En primer lugar determinamos el escribimos el término general de la progresion geométrica

bajo la forma cr",
6 n
56" =6-6"-5"=6 <5>

de formaquec=6yr = g. Como r > 1 la sucesion de sumas parciales es divergente y la
suma de la sucesion resulta

Nota 2:

Las series geométricas constituyen un prototipo de serie infinita de los que se derivaran
importantes resultados de sumabilidad de series infinitas arbitrarias.

Las series telescopicas constituyen otro caso particular de serie para el que resulta relativa-
mente sencillo calcular el término n-ésimo de la sucesion de las sumas parciales, pues los
términos de la suma se cancelan entre si permaneciendo solo el primero y el dltimo, i.e.,

sn= Y (are —ar) = (ag — @) + (g — 0g) + (06 —wa) + .. + (B — Gu=r) + (@nr1 — )
k=1

de forma que la serie infinita resulta
(0.8} n
Soo = Z(%H —ay) = Tim. (a1 —ax) = 1111_%10(an+l —a)
n=1 k=1
= lim a,11 — aq (6.8)
n—oo

que serd convergente si 7}1_)1]20 ap41 Y es finito.

Ejemplo 6: Estudiar la sumabilidad de la serie
S
— (n+1)!

Para determinar si la serie infinita es sumable calculamos en primer lugar el término general
de la sucesion de las sumas parciales {s,, },en, i.€.,

"L 4k
S, = Z—
— (k+1)!



Dado que (k+1) = 4(k+1) =4 (% — m) =4 (% — (kil)!> el término general s,

queda

Lk " 1 ~ (1 !

Luego se trata de una serie telescOpica y por tanto
(1 1
77,24 _—— =
’ ;<k' (k+1)!)
4 1_5/ -5+ (G-p)+
B I3 3\ 4l
1 1
—4(1—
(r_r &K &i —|—1)!>> ( (n—l—l)!>

Dado que lim s, = lim 4 <1 — %) = 4 < o0, la sucesion de las sumas parciales es
n—00 n—00 (n+1)!

convergente y la serie infinita es sumable, i.e.,

4n 1
= — lim4(1- .y
° nz:(n+1)! nhe ( (n+1)!>

Ejemplo 7: Estudiar la sumabilidad de la serie

i 0 om+1 o (omZ4oam+1
— 4 S1n —_— S1n
2(n? 4+ n)? 2(n?+n)?

n=1

Vamos a reescribir la sucesion cuya sumabilidad se quiere estudiar. Para ello haremos uso
de la siguiente relacion trigonométrica

sin(z) sin(y) = % [cos(z — y) — cos(z + y)]

de forma que

~2sin (2(2”—+1> sin <2”2 2 +21) - _72 [cos(—;) = cos(%)]

n?+n)? 2(n? +n)




esto es, se trata de una serie telescopica. Para estudiar si es sumable o no vamos a calcular
el término n-ésimo de la sucesion de sumas parciales { s, },en

_Z[COS(M)_COS(%W [ (2]
i %'__ (n 1y> - ﬂ-—ms(nil )

. T 1 _ —
como 7}1_{1(;10 Sp = nh_)n(glo {cos(l) — COS (mﬂ = cos(1) — cos(0) = cos(1) — 1 < o0, la
sucesion de sumas parciales es convergente y la serie infinita resulta

= . 2n41 N\ (24241 1
S (L () -t o)

n=1

=cos(l) — 1

+ +

i<

La serie armoénica
o0
>,
n
n=0
constituye un caso concreto de serie infinita no sumable, dado que la sucesion de las sumas
parciales resulta divergente. Una forma de demostrarlo consiste en considerar la subsuce-

sion de las sumas parciales {son }pnen = {2, 84, Ss, S16, - - - Jnen Y acotar inferiormente cada
uno de sus términos del siguiente modo,

1
82=1+§

S N I S
T AT TRy 211

_1, 2

B 2

T S T U L I S S .
T ATy TR Ty 8 211 8

43

N 2



—1+1+1+1+ + o+ +1+1+1—%1+1—%1+1—%1+1
16 2T T Ty 8 9101112 13 " 14 "15 " 16
>1+1+1+1+ + -+ +1+1—+1+1—+1+1—+1+1—+1
291" 4 8 16 16 ' 16 16 ' 16 16 ' 16 ' 16

=1+

DO | W~

Bajo el mismo patrén, se tiene que sz > 1+ 2, sg4 = 1 + 5 y, en general,

n
5271 > 1 + -
2
por lo que son — 00 y la sucesion de las sumas parciales es divergente. Por lo tanto la
n—oo
serie armonica no es sumable, i.e.,
(0. ¢]
1 :
Soo = g — = lim s, = ©
n n—00
n=0

La serie armonica pertenece a la familia de series infinitas denominada como serie p, dado
que su estructura general es de la forma

oo

1
> PER (6.9)

n=1

Se demostrard que una serie p es sumable si p > 1y no lo serd cuandop < 1.

6.2. Propiedades de las series infinitas

Sean > a,y . b, series sumables. Entonces,

> " can,=c> " a, ceR
i) 3o, i(an +bn) =300 an+ 2200 ba
i) 370 (@ — b)) = 3200 an — 32 by

Ejemplo 8: Calcular la suma de la serie

> (e )

n=1

Aplicando la propiedad iii) tenemos que

00 5 1 00 5 . |
() =Y Y S = s
= n=1 <n(n +1) 3") ; n(n+1) ; 3n O + S

Calculamos la suma de ambas series por separado.

8



(1) _ oo 5
1. sso =>4 Sy
Calculamos el término general de la sucesion de sumas parciales, {37(11)} y com-
neN

probamos si esta es convergente 0 no,

~_ 5 SR 1
(1) — _'E: _ I : .
Spn’ = Z k(k+ 1) 5 ) Kk + 1) =5 E (k: 11 1> < serie telescopica

o (\El;lg)f\(%k:)lf ' 1i )

k=n

1
mnAU:hm5<1— >z5u—ow:5

" n+1

n—oo n—oo

Luego | i6n d ial la serie s ble, siend
uego a Sucesion de sumas par(:1a €S €S Convergente y d S€r1€ Sy €S Sumable, Ssiendo

su valor N
s®:§-—i—:hm51— L =5
> n(n+1) nooo n+1

n=1

2. 5% = > 3 (;0JO! La serie comienza en 1y no en 0)

Se trata de una serie geométrica con ¢ = % y razén r = % < 1, luego la sucesion de
sumas parciales es convergente y término general viene dado por

n

11 11-(3)"
a_y L L 1215
T3y T3]

Asi, la serie geométrica es sumable y su valor es

)
—_

1
n—ood 1 —z 31—

o0 . ln .
n=1 3

Wl

Dado que cada una de las series, s&) y 3533, es sumable, la serie s, = 322 — sf}? también y
su valor es | 9
=sl) s =5__=_=45
S0 = S — Sio 5= 3

De los resultados anteriores, se extrae una condicion necesaria y suficiente de sumabilidad



de una serie infinita, so.o = Y —; a,, expresada en términos de la sucesion original {a,, } nen.

Teorema 1: Criterio de Cauchy

La sucesion {a, },en es sumable si y so6lo si la sucesion de las sumas parciales es una
sucesion de Cauchy, i.e.,

Ve>0, AN eN tq Vn,m >N = |s, — sp| <€

Nota 3:

No se pierde generalidad en la aplicacion del criterio de Cauchy si se considera n > m

Nota 4:

Por cuestiones de notacion y conveniencia, a veces el criterio de Cauchy se enuncia con-
siderando m — 1 en lugar de m, de forma que m < n y este quedaria de la forma

Ve>0, ANeNtqVn>m >N = |s, — Sp1| <€

Por otro lado, dado que s, — s,,_1 = Zzzm ay, €l criterio de Cauchy puede reescribirse

como
n

Ve>0, INEN g Vn>m>N = | a <e
k=m
o equivalentemente
Ve>0, ANeNtqVn>m >N = lim (ap+ami1+...4+a,) =0

n,Mm—00

Aunque este criterio tiene importancia tedrica, tiene escasa aplicacion practica para deter-
minar su una sucesion arbitraria es sumable. De todas formas, del mismo se deriva un re-
sultado que constituye una condicion necesaria (pero no suficiente) para que una sucesion
sea sumable.

Teorema 2: Criterio del resto

Si la sucesion {a, }ren s sumable, entonces

lim a, =0 (6.10)
n—o0

Demostracion:

Tomando m = n, si lim lim s,, = [ se tiene que

n—oo

lim a, = lim (s, — $,—1) = lim s, — lim s, 1 =01—1=0
n—o0 n—o0 n—o0 n—oo

10



Nota 5:

El reciproco del Teorema 2 no es cierto, y un ejemplo de ello es la serie arménica y -, %
donde

1 1
lim — =0 sin embargo E — =400
n—oo M, - n

De hecho, que
lim a, #0 o 3 lim a,
n—oo n—oo

(0.9]

puede utilizarse como criterio para demostrar que la serie asociada, )", a,, no es con-

vergente, esto es, que la sucesion {a,, },en no es sumable.

Ejemplo 9: Estudiar la convergencia de la serie

— —4n3 4+ 2n — 1
En este caso, a,, = %zn_l y procedemos al calculo de su limite
. . n? . T
lim a, = lim 3 = lim —= -
n—00 n—oo —4n° +2n — 1 w%aw_4%§4_2%%__ﬁg
7 7
= lim =—— =0
n%uw—44—%z—;% 4:#
Luego se concluye que la serie
—4n3 4+ 2n — 1
n=1

es divergente

Como punto de partida, se mostrardn resultados asociados a la sumabilidad de sucesiones,
{ay, }nen denominadas de términos positivos o no negativas, i.e., a,, > 0. Para este tipo de
sucesiones ocurre que la sucesion de sumas parciales {s, } ,cn €s mondtona no decreciente,
con lo que puede ocurrir que

o0 o0
Zan:s<+oo 0 Zan:Jroo
n=>0 n=0

11



6.2.1. Criterios de sumabilidad de sucesiones no negativas

Teorema 3:

Una sucesion de términos positivos {a, },en es sumable, i.e.,

e.¢]

Zan:s<+oo

n=1

si y s6lo si la sucesion de las sumas parciales {s, } ,en estd acotada superiormente.

Aunque no es muy util en la practica dado que se carece de herramientas para determinar
si {s,}nen estd acotada o no, el Teorema 3 constituye la base de los demads criterios de
sumabilidad de sucesiones no negativas.

Teorema 4: Criterio de comparacion

Sean {a, }nen Y {bn }nen dos series de términos postivos tq
0<a,<b,, VYneN

Entonces,

i) si > b, converge = >, a, converge
i) si) ~ a, =400 =3 " b, =+00
Demostracion de i)

Sean s,, y t,, los términos generales de la sucesion de sumas parciales de {a,, } nen Y {0 }ren,
respectivamente, 1.e.,

Sp,=a1+as+...4+a, y t,=b+b+...4+0,
Entonces, si 0 < a,, < b,, Vn € N se cumple que
0<s,<t,, VneN

Como >~ | b, converge, se tiene que {¢, },en s convergente y por tanto estd acotada. Por
lo tanto, de la desiguald anterior se deduce que {s, },cn estd acotada. []

Demostracion de ii)

Sean {s, }nen ¥ {tn}nen las sucesiones de las sumas parciales de {a;, }nen ¥ {bn }nen, re-
spectivamente.

Si a,, < b,, Vn € N se tiene que

Sp <t,, VnéeN

12



Por otro lado, si >~ ; a,, = +oc entonces lim s,, = 400, luego se deduce que
n—oo

o0
7}1_}12025”:%—00 — Z;bn:+oo
n=

Nota 6:

El objetivo al aplicar el criterio de comparacion, es comparar una serie dada con otra serie
que ya se conoce si es divergente o convergente. Generalmente, las sucesiones que se
utilizan para aplicar el criterio de comparacion son:

* Serie geométrica, Y~ cr"

— Convergente si |r| < 1

— Divergente si |r| > 1

* Serie p, ¢, 1

n=1 np
— Convergente sip > 1

— Divergente sip < 1

Ejemplo 10: Estudiar la convergencia de la serie

i 3+ cos®(2n + 1)
e 3n +n3

3+cos’(2n+1)
3n+n3

Primero, conviene observar que la sucesion { } es de términos positivos,
neN

siendo algunos de ellos

a; = 0.512261, a9 = 0.176579, a3 = 0.0600656, a4 = 0.0163592,
as = 0.00815217, ag = 0.00382574, a7 = 0.00108576
Luego podemos aplicar el criterio de comparacién. En este caso como 3" > n® cuando
n >> 1 la serie que escogemos para comparar es la serie geométrica >~ 3i Asi,

5
< 3+ cos’(2n + 1) < 4

0 _
— 3n+n3 — 3n

y como la serie geométrica es convergente, r = % < 1, se concluye que la serie

i 3+ cos’(2n + 1)
n=1 3"+ n’

es convergente, o en otras palabras, sumable.

13



Ejemplo 11: Estudiar la convergencia de la serie
200: 2n — 1
n?+ 3

n=1

2n—1
n2+3 J neN

a; = 0.25, as=0.428571, a3 = 0.416667, a4 = 0.368421,
a5 = 0.321429, ag = 0.282051, ar = 0.25

La sucesion { es, efectivamente, de términos positivos,

o 2
n=1n>

Cuando n >> 1 se tiene que n*> > 2n lo que nos lleva a escoger la serie arménica, >
para aplicar el criterio de comparacion. Asi,

o

Dado que la serie arménica > °° . 2 = 23 1 eg divergente, se concluye que la serie
n=1n n=1n

= on—1
Zn2—|—3

n=1

es divergente, esto es, no es sumable.

Nota 7:

Cabe mencionar que aunque en el criterio de comparacion se establece
a, <b,, VneN

en la practica s6lo es necesario que dicha desigualdad se verifique para todo n > N, para
algin N € N, puesto que la convergencia de una serie no se ve afectada por un niimero
finito de términos.

Ejemplo 12: Estudiar la convergencia de la serie

= log(n?
> 5

n=1

Ocurre que log(n?) > 1 paran > 2 de forma que

| 2 1
og(n)>_7 n >3
2n n

Como la serie arménica, > %, es divergente se concluye que la serie

= log(n?
>

n=1

14



es divergente.

El criterio de comparacion sientas las bases de otras criterios importantes para determinar
la convergencia de series de términos positivos. De entre ellos, el mas importantes es el

criterio del cociente. Sin embargo, como preludio resulta necesario se muestra el siguiente
resultado

Teorema 5: Criterio de comparacion por el limite
Sean {a, }nen Y {bn }nen sucesiones de términos positivos. Suponemos que

. Gp
Sy,

Entonces,

i) Si0 << +oo=si). b, converge/diverge <= >, a, converge/diverge
i) Sil =0
(a) Si ) >~ b, converge = >~ | a, converge
(b) Si ) >, a, diverge = >~ b, diverge
iii) Sil = 400
(a) Si )~ a,converge = > . b, converge
(b) Si ) >, b, diverge = > a, diverge

Ejemplo 13: Estudiar la convergencia de la serie

oo

1
2 3i

n=1

Siendo {ay, }nen = {ﬁ }, para aplicar el criterio de comparacion por el limite escogemos
la progresion geométrica {b,, },eny = {?%} Entones,
1

n . n . 3n . 3” . 1
lima—:hm3+1:hm = lim —— = lim :
n—00 bn n—00 3 n—oo 3 + 1 N—00 3n(1 + 3_n> n—oo 1 4 &

1
=——=1>0
140

Como el limite existe y es distinto de 0, y la serie geométrica >~ , 3% es convergente, se
concluye que la serie
o0
> 5
341

n=1

€s convergente.

15



Teorema 6: Criterio del cociente

Sea la sucesion {a, } ,en de términos positivos, i.e., a, > 0. Suponiendo que

) Qp+1
lim

n—oo an

Entonces,

i) Sir<1=5> ", a, converge (a,, — 0)

n—oo

i) Sir>1=> " a, diverge (a, =—0)

n—oo

iii) Sir = 1 no puede decirse nada sobre la convergencia de la serie Y >~ ; ay,

Ejemplo 14: Estudiar la convergencia de la serie

= 1

1 1

Para aplicar el criterio del cociente consideramos a,, = €Dk siendo a,,.1 = BoDT =

3n 3(n+1))!
m, de forma que el cociente ag—:l resulta
1
Une1 _ Goial _ (3n)! (3n)!
ay ﬁ (Bn+3)!  (3n+3)(3n+2)(3n+ 1)(3n)!

B 1

-~ 3(n+1)(Bn+2)(3n+1)
El limite queda entonces

n 1
lim 2% — Jim =0

n—oo  Qy, n—o0 3(n 4+ 1)(3n+2)(3n + 1)

con lo que se concluye, segun este criterio, que la serie

1

converge.
Ejemplo 15: Demostrar que la serie
f: .
— n!

16



. . . . . r2n . 7.2(n+1)
es convergente Aplicamos el criterio del cociente, de forma que a,, = “ y @11 = )
cuyo cociente viene dado por

2ty 2n+2 n,.2 2
ant1 D) nl T rehy n! r
= = = =
an s r2(n+ 1) 2 (n+1)n! n+1
siendo el limite )
1 . r
1 "= lim =0
n—oo @, n—oon + 1
Luego se concluye que la serie
> 7nQn
Z —, r>0
n!
n=1

es convergente.

A pesar de todo, el criterio del cociente presenta sus inconvenientes:

* El cdlculo de lim % puede llegar a ser bastante complicado

n—oo “n
e Aln peor, se da la posibilidad de que ocurra el caso iii), esto es, lim ! = 1. En tal

n—oo 9n
situacion, no se puede decir nada concluyente acerca de la sumabilidad de la sucesion

{ay, }nen, bien puede serlo o no.

Otro criterio de convergencia de series infinitas de sucesiones, similar al criterio del co-
ciente, es el llamado criterio de la raiz que se enuncia a continuacion.

Teorema 7: Criterio de la raiz

Sea la sucesion de términos positivos {a,, },en. Suponemos que

lim a, =1

n—oo

Entonces,

i) Sil<1= > a, converge

i) Sil>1= >, a, diverge

iii) Si! = 1 no puede decirse nada sobre la convergencia de la serie > - | a,

Ejemplo 16: Estudiar la convergencia de la serie

ni; <ni5>n

17




n
4
(=1)"=5
criterio de la raiz para estudiar si esta es sumable o no. Para ello, calculamos en primer
lugar la raiz n-ésima de a,,, 1.e.,

La forma del término general de la sucesion a,, = sugiere que se utilice el

Si calculamos el limite resulta,

. . 4
i oo =l T =0 <

Luego se concluye que la serie

converge

Ejemplo 17: Estudiar la convergencia de la serie

Aplicando el criterio de la raiz tenemos,
1
n - _yr_op\ 7 (1" _2n (v _
a, = V3(=Dr-2n — (3( 1) 2n) 3R g2

siendo el limite

lim /@y = lim 35 2=3"2=_ <1
n—00 n—00 9
Luego se concluye que la serie
i 3(=1)"-2n
n=0

es convergente.

Nota 8:

Los criterios de comparacion, del cociente y de la raiz se aplican a sucesiones de térmi-
nos no negativos, sin embargo, estos mismos criterios pueden aplicarse para estudiar la
sumabilidad de las sucesiones de términos (todos) negativos, teniendo en cuenta que

00 00
n=1 n=1
sucesion de términos negativos sucesion de términos positivos
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Las sucesiones con términos tanto positivos como negativos requieren de un tratamiento
aparte, como veremos a continuacion.

6.2.2. Criterios de sumabilidad de sucesiones arbitrarias

Sea {a, }nen una sucesion de términos positivos y negativos. Para estudiar si es sumable
o no, puede considerarse en su lugar la sucesion {|a,|},en cuyos términos son todos no
negativos.

Entonces se tiene que,

. o0 . . o0
Si )~ |as| converge se dice que la serie > " ; a,, es absolutamente convergente o,
en otras palabras, si la sucesion {|a,|},cn es sumable, entonces la sucesion {a,, }ren
es absolutamente sumable

Si la serie >~ | a, converge, pero no es absolutamente convergente, se dice que es

condicionalmente convergente

Basdndose en la definicion anterior, el teorema siguiente establece un criterio de sumabili-
dad para sucesiones de términos positivos y negativos.

Teorema 8:
Toda serie infinita absolutamente convergente es convergente.

Demostracion
Si la serie Y |a,| converge, entonces, por el criterio de Cauchy

lim (|ap,| + |ami1] + .-+ |an]) =0

n—oo

como
| + @it + -+ ay) < || + |ams1| + -+ |an]
~—
desigualdad triangular

se cumple a su vez que
lim (ap + @my1 + ... +a,) =0

n—oo

por lo tanto la serie Y | a, satisface también el criterio de Cauchy, luego es convergente

Nota 9:

Una serie infinita se dice que es absolutamente convergente si y sOlo si la serie formada con
sus términos positivos es convergente asi como la serie formada por sus términos negativos.
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Ejemplo 18: Determinar si la serie

— (-1
>

n=1

es absolutamente convergente

(-1
TL4

Si la serie del enunciado es absolutamente convergente, la serie > -, ‘
convergente. Vamos a comprobarlo,

°°( - °°1_ 1
; Z::n— 1+ STt

. . 1 n—3
como se trata de una serie p con p = 4, es convergente. Luego la serie Y, )

absolutamente convergente

€S

Ejemplo 19: Estudiar la convergencia de la serie

2 . sz sin(nS)
Algunos términos de la sucesion {a, }pen = { =3~ son
neN

a; = 0.841471, ay = 0.12367, a3 = 0.0354213, ay = 0.0143754
= —0.00492832, ag = 0.00322249, a7 = —0.00156443

Luego se trata de una serie de términos positivos y negativos. Asi, para determinar si
sin(n?)
n3

. . . o0
converge o no vamos a estudiar la convergencia de la serie ) |~ ,

i _ i |sin(n?)|

n=1
como |sin(n?®)| < 1Vn € N, aplicando el criterio de comparacién se tiene que

sin(n?)

sin(n®)| 1
L > 1 S —
n3 n3
. ) (3
Dado que ), - es una serie p con p = 3, es convergente y, por tanto, la serie > - bmé? ),

segun este criterio, también lo es. Luego

es absolutamente convergente y, por ende, convergente
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Para determinar si una serie ) .~ ; a,, es absolutamente convergente, pueden emplearse tanto
el criterio del cociente como el criterio de laraiza ) - | |a,|. Asi,

Ap+41

=1

a) Prueba del cociente: suponiendo que lim

n—oo n

i) Sil>1o0l=+o0= 3", a, esdivergente
i) Sil< 1= zzozl a, es convergente (de hecho, absolutamente convergente)

iii) Si/ = 1 no puede decirse nada acerca de la convergencia de > °

n=1 an

b) Prueba de la raiz: suponiendo que lim {/|a,| =1

n—oo
i) Sil>1o0l=+o00= 3", a, esdivergente
i) Sil< 1= 220:1 a, es convergente (de hecho, absolutamente convergente)

iii) Si !/ = 1 no puede decirse nada acerca de la convergencia de > °

n=1 an

Nota 10:

Si al estudiar la convergencia de una serie se obtiene [ = 1 aplicando el criterio del cociente,
no resulta conveniente aplicar el criterio de la raiz, dado que de nuevo se obtendrial = 1y
no podria decirse nada concluyente acerca de la convergencia de la serie.

Lo mismo se aplica si, aplicando en primer lugar el criterio de la raiz, se obtuviera [ = 1.
En tal caso, se obtendria el mismo resultado aplicando el criterio del cociente.

Un tipo particular de serie de términos positivos y negativos son las series alternantes, que
se definen como aquellas series cuyos términos son positivos y negativos de forma alternada,

1.€.,
0

Z(—l)”“an:al—a2+a3—a4—|—..., a, >0
n=1

0
(0.]
Z(—l)"an:—a1+a2—a3+a4—..., a, >0
n=1

Para este tipo de series existe el siguiente criterio de convergencia.

Teorema 9: Teorema de Leibniz

Sea la serie alternante

o0
Z(—l)"“an:al—a2+a3—a4—i—..., a, >0

n=1

si se cumple que

1) a12&22...anz...ZO,i.e.,anH§anVn€N
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ii) lim a, =0

n—oo
entonces
oo
Z ( 1 )n—i—l a,
n=1
converge

Ejemplo 20: Estudiar la convergencia de la serie

= (=)t 1 1 1
Rt
n=1

Dado que se trata de una serie alternante, comprobamos si se cumplen las condiciones del
Teorema de Leibniz para determinar si es convergente o no,

ii) lim#:O:liman:0

n—oo n—oo

_]_)nJrl

Luego, por el Teorema de Leibniz, la serie 22021 —5>— es convergente

Ejemplo 21: Estudiar la convergencia de la serie

11 1
=——+t5 -5+

]2
1
aQ
m[\?

n=1

Dado que se trata de una serie alternante, comprobamos si se cumplen las condiciones del
Teorema de Leibniz para determinar si es convergente o no,

i)ein>en%:an+1§anVn€N

i) lim & = 0= lim a, =0

n—oo n—oo

Luego, por el Teorema de Leibniz, la serie >~ Dn es convergente

6.2.3. Reordenamiento de los términos de una serie infinita

El dltimo concepto a tratar es el denominado reordenamiento de los términos de una serie,
cuya relevancia se pone de manifiesto a la hora de determinar si una serie dada es condi-
cional o absolutamente convergente, lo que a su vez estd en relacion con la cuestion de si
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las sumas infinitas tienen el mismo comportamiento que las sumas finitas.

n=1

obtenida al cambiar el orden de los términos.
Por ejemplo, si

El reordenamiento de una serie infinita, >~ ; a,,, se entiende como una nueva serie, » - ; by,

oo

Zan=a1+a2+a3+a4+a5+...+an+...

n=1

un reordenamiento posible seria

00
an:a3+a4—|—a1—i—a2+a7—i—...
n=1

:b1+b2+b3+b4+b5+...

o0 o0
En principio, no hay motivos para pensar que E by, = G, puesto
n=1 n=1
—— ——
T}er;@(b1+bz+...+bn) T}Lxr;o(a1+az+...+an)

que el orden especifico de los términos podria importar. Este hecho queda recogido en el
siguiente teorema.

Teorema 10:

Si >~ | a, converge condicionalmente, entonces Vo € R existe una reordenacion, {b,, }en,

de {an}nGN tq
Z b, = «

n=1

Luego > > an # > 0 by

Sin embargo, no ocurre asi con las series absolutamente convergentes y este compor-

tamiento diferente, con respecto a las series condicionalmente convergentes, queda reflejado
del siguiente modo.

Teorema 11:

Sea {a, }nentq Y - a, converge absolutamente y {b,, },en una reordenacién arbitraria de
{a;, }nen. Entonces,

i) > ° | b, converge absolutamente

ii) Zi‘il Ap = Ziil n
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Ejemplo 22: Reordenamiento de una serie condicionalmente convergente

00 _1)n
Z;(Qn)

es condicionalmente convergente dado que

La serie

= (=1)" log 2
Z( )__Og < 60

2n 2
n=1
y
|- 1 1
; 2n | 2 ;n = oo
Asi,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 log 2
-t -4 -—— 4 — — — 4+ — — — 4+ — — ... = — 6.11
2+4 6+8 10+12 14+16 18+20 2 ( )
Multiplicando por % se tiene
1 1 1 1 1 1log 2
——t -+ ——— 4 ... = —= 6.12
4+8 12+16 20Jr 2 3 ( )
que puede reescribirse como
1 1 1 1 1 1log 2
— - — - — — —— 4+ ... =—= A
0 4+O+8+0 12+O+16+O 20+ 5 3 (6.13)
dado que la (6.12) no se ve modificada al incluir O entre los sumandos.
Si ahora se suman las series (6.11) y (6.13) se tiene
1 1 1 1 1 1 1 log 2
-t - — — — 4+ - — — ... =2 6.14
2 6+4 10 14+8 18 3 ( )

Esta nueva serie no es mds que un reordenamiento de la serie (6.11) en la que hay un
término positivo cada dos términos negativos. Como se puede ver, la suma de ambas series
es diferente.

La importancia de las series absolutamente convergentes también queda de manifiesto cuando
se trata de la multiplicacién de dos series infinitas, Y >°, a, y Y. -, b, dado que, en gen-
eral, no existe un andlago sencillo para

Zan-an:(a1+a2+...)-(b1+b2+...):ZZaibj
n=1 n=1 =1 j=1
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(siendo este un arreglo bidimensional), como, por ejemplo, ocurre para la suma

Sin embargo, los elementos del producto de dos series pueden reordenarse de manera que
formen una sucesion (que contiene s6lo una vez cada término a;b;)y es aqui donde entra en
juego el hecho de que " a, y > b, sean absolutamente convergentes.

Teorema 12:

Sean Y >, a,y Y. - b, dos series absolutamente convergentes y {c, },en una sucesién
arbitraria cuyos términos son de la forma a;b; para cada par (i, j). Entonces,

%) %) %)
D =) @ bn
n=1 n=1 n=1
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