2.5 Funciones
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Intuitivamente una funcion es una ley que establece como asignar a cada

objeto de un conjunto un objeto de otro conjunto.

Historicamente una funcion establece la dependencia de magnitudes respecto
de otras magnitudes (e.g. velocidad de un objeto en caida libre en funcion del
tiempo)

En Informatica una funcién es la mejor manera de representar la relacién entre

los datos y el resultado de un proceso de computo.

Definicion: Una relacién binaria R — Ax B es una “funcion” si para todo a € 4

existe un unico b B tal que aRb.
Ejemplo: RCZxZ, xRy = y=x" R={(0,0),(11).(-11),(2.4).(-2.4).(3.9)...

iR funcion? xR'y o Ry o x=y°

)

4R7'2,4R™(-2)= R™' no es unafuncién R ={(0.0).(L1).(L-1).(4.2).(4.-2)...

Observacion: R funcién > R~ funcion
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Notacion: Si R — AxB es una funciéon, normalmente se denota por una letra
minuscula como f y para cada x<dom(R) escribimos y= f(x) en lugar de
XRy .

Entendemos f como una transformacion x+— y.

Si dom(f)=A escribimos f:4— B

f transforma cada elemento de 4 en un elemento de B

f empareja cada elemento de 4 con un elemento de B

f manda cada elemento de 4 a un elemento de B

Cada “original” del dominio tiene una sola “imagen”

Ejemplo:
fTRoR

f(x)=x"-5
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g:R\{0} >R

x Pg(x)=

= | w

podemos escribir
g:R———>R
5
X = T
funcion parcial. No se especifica el dominio.
Definicion: dados dos conjuntos 4 y B se definen los siguientes conjuntos
(4—> B)={f:4— B| f funcién}
(4———>B)={f:4——— B| f funcién parcial}
Ejemplo:
/N>R, f(n)=+/n, funcion total

g:Z->R, g(n)= Jn, funcion parcial
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Observacion: una funcion total es en particular una funcién parcial.
Ejemplo: definicion por casos

xsix=0
="
—xs1x<0

. Ley de igualdad:

{(fOlll(f): dom(g)
f=g<4 . .
f(x)=g(x) para todo x en dom( f')=dom(g)

dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio y se comportan igual

sobre cada elemento del dominio.

Ejemplo:
FRoR, f(x)=x"-1
g:Ro>R, g(x)=(x+1)(x-1)

tenemos que f=g¢.
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Sean ahora
f(x)=x+1 (xeR)

.
x -1

g(x) (xeR)

x—1
para todo x =1 tenemos f(x)=g(x), pero dom(f)=R Yy dom(g)z]R\{l}
conloque f=g.
Definicion:
id,:4—> A4
id,(a)=a
.0 —>B
D:A-———>B

dom (D)=
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. Operaciones entre funciones.
Definicion: dada f funciény S < dom( f) definimos f|S = restriccion de f a

S como:
f1S(x)=f(x) paratodo xeS

Ejemplo: f:Z >N, f(x)=|x

, Nc Z=dom(f)
fIN(x)=x paratodo xeN conloque f|N =id,

Dadas dos funciones f y g tenemos fog (i.e x(fog)z < xfy, vegz)

Observacion:

dom(fog)={xedom(f)|f(x)edom(g)}
xedom(fog)=(fog)(x)=g(f(x))
Normalmente

f:A—>B,g:B—>C yportanto fog: 4>C
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Observacion: distinta notacién que en Calculo!

En Matematica Discreta:
fog selee“f compuestocon g”ytenemos (f-g)(x)=g(f(x))
En Calculo:
fog selee“g compuesto con f”ytenemos (f-g)(x)=71(g(x))
Teorema: dadas las funciones f:4—> B, g:B—>C Yy h:C—> D tenemos
(@) (fog)oh=/fo(goh)
(b) id, o f = feidy=f
»  Funcidn inversa
Dada una funcion f: 4 — B larelacion /= NO es en general una funcion.
Ejemplo: f(x)=x" funcién.
Tenemos 472 y 47 -2

por tanto /' no es una funcion.
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Definicion: si /' es una funcién, decimos que f es “inyectiva”.
Observacion: / es inyectiva si

X, X, edom(f),x, 2x, = f(x)= f(x,)

0 equivalentemente si
f(x)=f(x)=>x=x
Es decir, que dos elementos del conjunto origen no se transformen en el mismo

elemento del conjunto de llegada.

Inyectiva No inyectiva
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Ejemplo:

Sean f.g:R —R las funciones definidas por f(x)=x"y g(x)=x".

Al

3
1

)=f(-2)= f noinyectiva

2

X

2

X = x, =x, = g inyectiva
Definicion: decimos que la funcién f es “suprayectiva” si ran(f)=B.
Esdecirsi yveB=3dxeAdtq.f(x)=y

Definicion: Inyectiva + suprayectiva = biyectiva.

=4 -
. AN s
Inyectiva No inyectiva . : .
. Inyectiva + suprayectiva = biyectiva
NO suprayectiva suprayectiva
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Ejemplo: sean las funciones f. f,. f, : Z — IN definidas por

/i (x)=x7, noinyectiva, no suprayectiva

/> (x)=|x|, no inyectiva, si suprayectiva
o 1 -1 2 -2 3 -3 4 4 5 --

fix:d 4L 4L L3 L 1 1 ,biyectiva
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Observacion: 7 biyectiva = £ inyectiva = 3/ funcion
Teorema: f biyectiva = f' biyectiva
Teorema: dadas las funciones f: 4 —>B Y g:B — C tenemos
(a) f.g inyectivas = fog inyectiva
(b) f.g suprayectivas = fog suprayectiva
(c) f.g biyectivas = fog biyectiva
Demostracion: (b) Tenemos fog:4 — C.Consideramos c < C. Tenemos

ceC=>3beBtq.g(b)=c = 3acdtq.f(a)=b=(f-g)(a)=g(f(a))=g(b)=c

f sﬁpra
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Observacion: si tenemos f:4,x4,x---x 4 — B entonces dom(f) es un

conjunto de » -tuplas. Decimos que f es una “funcion »-adica”

—

Ejemplo: +: ZxZ — Z
(n,m) +— n+m

es una funcion binaria

d:R°xR* 5 R d(.\'l,)‘*l,xg,_vz):\/(xl—.\‘3) +(y, =)

. Ejemplos de funciones

Si I es un conjunto de indices y s:7 — C una funcidon entonces para cada i/
tenemos s(i)=s, € C'. Esto se conoce como una “familia de elementos
indexados” por /.

Si s: N — C entonces escribimos s(n)=s C.

Esto es una “sucesion de elementos de C7.

Es un caso particular de familia indexada.
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Si n={0.12,....n-1} y s:n— C tenemos
(50551585555, ) “sucesion finita”
similar a una tupla (s,,s,,s,,....s, ;) (misma informacion).
. Palabras sobre un alfabeto
Sea A el alfabeto (cualquier conjunto) definimos
A" = sucesiones finitas de elementos de 4 = “palabras” sobre el alfabeto 4.
Una palabra #< 4" es una sucesion finita :<1/0,111,113,.._,u”_1>.
Escribimos también u =wuuu, ---u,_
¢ = “palabra vacia” (dada por la funcion @:& — 4)

A" = 4\{5} = palabras no vacias.
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