3. CONJUNTOS ORDENADOS

3.1 Ordenes y conjuntos ordenados.
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En R tenemos las relaciones < y < que verifican

» x=x VxeR (Reflexiva)

. il = x < z (transitiva)
J A d

Defincidon: sea R — 4x 4 relaciéon binaria en 4. Decimos que R es...

. “antirreflexiva” si x X x para todo xe 4

XRy 1
VRx

- “antisimétrica” si Sx=y
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Observacion: en R

< es reflexiva, antisimétrica y transitiva

A

es antirreflexiva y transitiva

Definicion: sea R — Ax A4 relacion binaria en 4. Decimos que R es un...

« “orden” si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva
« “orden estricto” si R es antirreflexiva y transitiva
Ejemplo:
» R cNxN definida por xRy © x< v es un orden.
« R c NxN definida por xRy < x <y es un orden estricto
« RcN_xN_ definida por xRy < x|y es un orden
« RcN_xN,_ definida por xRy < x| y,(x= y) es un orden estricto

«+ RcCP(A)xP(A) definida por XRY < X cY es un orden estricto
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Notacion: denotamos los 6rdenes por
C orden — orden estricto

xCy “x precedea y” 0 “x es menor o igual que y”
x—y [ “x precede estrictamente a y" 0 “x es menor que y”
Ejemplo:

« RcCZxZ definida por xRy & x|y
21(-2), (=2)[2 y 2#(-2) no antisimétrica = NO orden

« RCP(A)xP(A) definidapor XRY @ X nY 2D

R noreflexiva = NO orden (ademas no transitiva)
Proposicion:
(a) Dado un orden C entonces la relacion dada por xRy @ xC y.x =y €s un

orden estricto que escribimos como .

(b) Dado un orden estricto = entonces la relacion dada por xRy @ xcy 6 xz vy

es un orden que escribimos como C.
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Definicion: sea R — 4x 4 una relacion binaria en 4. Decimos que R es

‘conexa” sidados x,ye 4 con x =y tenemos que o bien xRy o bien yRx.

(conexa = “todos relacionados con todos los demas”)
Definicion:
« orden + conexa = “orden total” (o “lineal”)
» orden estricto + conexo = “orden estricto total” (o “lineal”)
» siun orden no es total se llama “parcial”
Ejemplo:
»  Rc NxN definida por xRy © x<y es un orden total
+  RcN_xN, definida por xRy < x|y es un orden parcial (3/5.5/3)
+ Rc P(A)xP(A) definida por YRY =& X Y es un orden estricto parcial

Observacion: en un orden total, cualesquiera dos elementos son comparables
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Definicion: un “conjunto ordenado” es un conjunto con una relaciéon de orden

definida en €l
Definicion: un “diagrama de Hasse” es una representaciéon de un conjunto
ordenado (finito) (4,C) de modo que:

» Cada punto representa un elemento de 4

« Si xC v entonces se afiade una linea ascendente de x a y

« No se representan las lineas que se entienden por transitividad

Ejemplo: 4 {2,3,4, 6,8,12} con orden dado por xC y < x|y

N
NNZN

4 °

2

Matematica Discreta



Observacion: los diagramas de Hasse solo se usan para representar érdenes,
no ordenes estrictos.

Consideramos ahora funciones que “preservan” el orden

Definicion: sean (4,C) , (B,C) dos conjuntos ordenadosy f: 4 — B una

funcion. Decimos que

. 1 es “monétona” si
YEr= (0Es ()

. f “preserva el orden” si
xC,yo f(x)Cs f(y)

« f es un “isomorfismo de orden” si

/ es biyectiva y preserva el orden
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Ejemplo: consideramos el orden usual <.

(@)

2
XH— X

tenemos que -3<2 yno f(-3)< f(2), portanto /' no es monétona

(b) fN—>N

2
XH— X

tenemos que x <y < x* <y’

Preserva el orden, pero no es biyectiva

(c)

n—n+l
es un isomorfismo de orden

Observacion: si (4.C,) y (B,C,) son isomorfos, por supuesto tienen que ser

equipotentes, pero ademas se conservan otras propiedades.
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= Elementos extremos y extremales
Definicion: sea (4,C) conjunto ordenado, S < 4 un subconjuntode 4y xeS§

un elemento en S . Decimos que x es...

»  “maximo” de S si yC x para cualquier otro yveS.
(x es mayor o igual que cualquier otroen )

«  “maximal” de S sino existe ye S tal que xc—y.
(no hay nadie en S mayor estrictamente que él)
‘minimo” de S si xC y para cualquier otro v S.
(x es menor o igual que cualquier otro en §)
“minimal” de S si no existe ye S tal que ycx.

(no hay nadie en S menor estrictamente que €l)
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Ejemplo: consideramos 4 ={2.3.4.6,8,12} con el orden dado por divisibilidad

(xCyox|y)y S={2,4,6,812}.

Tenemos que 8, .12

« 2 esminimoen S \ / \

« 2 eselunico minimalen S 4 i~

» 8 y 12 son maximales en S \ / \
. No hay maximo en S 2' .

Definicion:
Extremos = maximos y minimos

Extremales = maximales y minimales
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Proposicion:
« x mMinimo (0 maximo) = x minimal (o maximal)
» Si x es minimo (0 maximo) entonces es unico

(un subconjunto de un conjunto ordenado tiene a lo sumo un minimo)

(igual para maximo)

Teorema: sean (4.C,) y (B,C;) dos conjuntos ordenadosy f:4— B un

isomorfismo de conjuntos ordenados. Entonces:

x maximoen 4 < f(x) maximoen B.

x maximalen 4 < f(x) maximalen B.

x minimoen 4 < f(x) minimoen B.

x minimalen 4 < f(x) minimalen B.
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Ejemplo:

(Z.<) no tiene minimo (N,<) tiene minimo (0)
Entonces (Z,<) y (IN.<) no son isomorfos (aunque si equipotentes).
Ejemplo:

A={1,2,3,4,6}, B={2,3,4,6,12}, xCy < x|y

OO\ N
N NN

2 3

2 .

A

A tiene dos maximales y minimo

B tiene maximo y dos minimales

(4.C,) Y (B.Cz) no son isomorfos
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Observacion: dado (4.C) conjunto ordenadoy S < 4 un subconjunto de A4

vamos a considerar los elementos “por encima” y “por debajo” de §'.
Definicion: dado (4,C) conjunto ordenadoy S < 4 subconjunto de 4.

Decimos que x< 4 es una “cota superior’de S si w C x paratodo ue S

Decimos que x< 4 es una “cota inferior’'de S si xCTu paratodo e S

Definicion: dado (4,C) conjunto ordenadoy S < 4 subconjunto de A4.

Definimos el
“supremo” de S como IS =min{x € 4| x cota superior de S}

“infimo” de S como 1S = max {x € 4| x cota inferior de S}

Observacidn: a diferencia de max(S) y min(S), LUS y NS no tienen por qué

estaren §.
De hecho no tienen ni por qué existir.
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Ejemplo: 4={2.3,468,12}, xCy< x|y
8, 12
S ={4,6) \ / \ )
4 ° :
No existe max(S), no existe min(S) \ / \
2 3

pero US=12 y ns=2.
Si §={2,3}, entonces, no existe max(S) ni min(S) ni 1S, pero LIS =6.
Proposicion:

- Siexiste max(S) entonces max(S)= LIS.

- Siexiste min(S) entonces min(S)= M.

Matematica Discreta



