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Facultad Facultad de Ciencias

My
Conjuntos Numéricos AN £pt" MATEMATICAS

. Denotamos N = {0, 1, 2, ...} al conjunto de los nimeros naturales. Fijamos 0 como el primer
numero natural.

* Alo largo de la historia de las matematicas, el conjunto de los niumeros naturales se ha ido
ampliando sucesivamente
“Dios creo los

numeros naturales, el

resto es obra del
hombre”

Leopold Kronecker
(1823-1891)

* Llamaremos segmento de N param € N al siguiente subconjunto N,,, de N:

N,={mm+1m+2 . ..}=meN:m<n}

Porejemplo:

NO - {O, 1, 2, 3 }
N; ={1,2,3,4,...} = NT (conjunto de los nimeros naturales positivos)
N-, ={7,8,9,10,11, 12 .}
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Facultad de Ciencias

Conjuntos Numéricos Discretos s MATEMATICAS

* El conjunto N puede generarse a partir del 0 y de la aplicacion reiterada de la funcién sucesor
s : N — N, que asigna a cada niUmero natural n su siguiente o sucesorn + 1 (s(n) = n + 1):

0

1 =s(0)

2 =5(s(0)) = s2(0)

3= s( (5(0))) = 53(0) 0 1 2 3

N: o o o o >

5(0) s(s(0)) s(s(s(0)))

jan]

n= s( ( S(O))) = s"(0)

* El conjunto de los nimeros enteros Z = {...,—-3,—2,—1,0,1,2,3,...} = Nu{-1,-2,-3,...}
puede generarse a partir del 0, la funcion sucesor s, y la funcién predecesor p : Z — Z, que
asigna a cada numero entero n su anterior o predecesorn — 1 (p(n) = n — 1):

—1=p(0)
-2 =p(p(0)) = p*(0)
-3 = (p(pm))) p3(0)

* Larelacién entre ambas funciones generadoras es la siguiente:

S(p(n)) =n p(s(n)) =n
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0\, Faculiad Facultad de Ciencias
Conjuntos Numéricos Continuos <%> B Eﬁ' MATEMATICAS

El conjunto de los nimeros racionales es Q = {% :m,n € Z}. Se cumpleque N Cc Z c Q.

* Todo numero racional tiene un desarrollo decimal finito o periddico. Por ejemplo:

1-02 1-03333.. YX=28333.. 2L —00123123...
5 3 6 3330

e  Existen numeros con un desarrollo decimal no periddico: 8.101001000100001 ... A estos
numeros se les denomina irracionales. Otros numeros irracionales son:

m = 3.1415926535897932384626...
V2 = 1.4142135623730950488016887242097...

El conjunto de los numeros irracionales se denota por 1.
Elconjunto de los nimeros realeses R = Q U II. Portanto, Nc Z c Q c R.

e También se distingue entre numeros algebraicos y trascendentes. Un numero real es
algebraico si es solucion de una ecuacion polindmica. En caso contrario se dice que es

trascendente. Por ejemplo, V2 es un numero algebraico, pues es solucién de la ecuacidn
polindmica x2 — 2 = 0. Tanto m como e son nimeros trascendentes.

4 3 ’ . m 4 . 7
* Todo numero racional es un numero algebraico, pues g = €s solucion de la ecuacion
polindmicanx —m = 0.
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0\, Faculiad Facultad de Ciencias
Conjuntos Numéricos Continuos <%> B Eﬁ' MATEMATICAS

. La ecuacidon x2 + 1 = 0 no tiene solucidn en los niumeros reales. Es necesario considerar un
conjunto mas amplio de nimeros, los nimeros complejos:

C={a+bi:abeR}

donde i = vV—1 es la unidad imaginaria. Los nimeros complejos de la forma bi se denominan
imaginarios. En consecuencia, se verificaNc Z c Q c Rc C.

 El conjunto de los numeros complejos C verifica que todo polinomio con coeficientes en C
tiene siempre solucién en C (Teorema Fundamental del Algebra). En consecuencia, el proceso
algebraico que nos ha obligado a ir extendiendo los conjuntos numéricos finaliza con el
conjunto de los numeros complejos C.

Mumeros complejos

Mumeros reales  [R

Mumeroz

Mumeros racionales L0 T
imaginarioz

Mimeros enteros

Mumeroz
haturales
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0\, Faculiad Facultad de Ciencias
Axiomas de Peano Q% o Eﬁ' MATEMATICAS

e Se define el conjunto N de los numeros naturales mediante los cinco axiomas siguientes:

(Ax); Existe un elemento de N al que llamamos 0 (primer niimero natural).
(Ax), Existe la llamada funcion sucesors : N — Ntalque Vvn € N : s(n) € N.
(Ax)3 El 0 no es el sucesor de ninglin nimero natural:
VvneEN:s(n)#0
(Ax)4 No existen dos nimeros naturales distintos con el mismo sucesor:
vn,meN: (s(n) = s(m)) = (n=m)

(Ax): Todo conjunto numérico A al que pertenece el 0 y dénde todo elementos de A tiene
su sucesor en A, necesariamente coincide con N (principio de induccion matematica):

VACN:((0eA)A(VnEA:s(n)€A)) = (A=N)
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~\ Facultad Facultad de Ciencias
Principio de Induccidn %> T formitica Eﬁ' MATEMATICAS

* Sea P(n) una propiedad definida para un nimero natural n € N. Para demostrar que P(n) se
verifica para todo numero natural n € N, es decir

vn e N: P(n)

aplicamos el principio de induccién matematica sobre el conjuntoA ={n € N: P(n)} € N:
vneN: (P(0)A(Vk 2 0: P(k) = P(k+1))) = P(n)
Para ello, razonamos por induccidon sobre n € N, probando los siguientes casos:

e Casobase:n =0

Probamos que P(0) es cierta.
* Paso inductivo: n > 0
Supongamos, por Hipétesis de Induccién (HI), que para todo k = 0 se cumple P(k):
Vk e N:P(k) (HI)
Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1) (caso inductivo):
Vk>0:P(k)y=P(k+1)

Si se cumplen ambos casos (caso base y caso inductivo), entonces se cumple

vn €N : P(n) u
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ejemplo 1 )4 i Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.36: Demostrar que se cumple Vn € N : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

n-(n+1)

PM)=0+1+2+3+4+-+n= >

Demostracion
Razonamos por induccidon sobre n € N:

e Casobase:n =0

0-(0+1) 0-1 0

PO = 2 2 2

Se cumple P(0).
* Paso inductivo:n > 0

Supongamos, por Hipétesis de Induccién (HI), que para todo k = 0 se cumple

k-(k+1)

Pk)=0+1+24+3+4+ -+k= (HD

Apoyéandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk € N : P(k) = P(k + 1).

Plk+1)=0+1+2+3+4++k+(k+1)= Aplicamos la (HI)
k'(’;l) +(k+1)= k'(kﬂ);rz'(kﬂ) = Sacamos factor comun a (k + 1)
(k+1)-(k+2) _ (k+1)-((k+1)+1)
2 o 2
Por tanto, se cumple Vn € N : P(n). [
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Facultad Facultad de Ciencias

Ejemplo 2 ) tniomitc Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.13: Demostrar que se cumple Vn € N : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

Pn)=0+4+2+4+-+2n=n-(n+1)
Demostracion

Demostramos que se verifica
n
P(n) EZZi=n-(n+1)
i=0

razonando por induccidon sobren € N:

e Casobase:n =0

0
P(O)522i=2-0=0=0-1=0-(0+1)
i=0
Se cumple P(0).

e Paso inductivo:n > 0

Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 0 se cumple

k
P(k)EZZi=k-(k+1) (HI)
i=0

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk e N : P(k) = P(k + 1).
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Facultad de Ciencias

Ejemplo 2 (Continuacidn) __ MATEMATICAS
k+1 .
Pk +1) = Z 2i = Z 2i42-(k+1) = Aplicamos la (HI)
k-(k+1D)+2-(k+1) = Sacamos factor comun a (k + 1)

k+1D-k+2)=(k+1)-((k+1)+1)

Por tanto, se cumple Vn € N : P(n). [
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ejemplo 3 )4 i Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.32: Demostrar que se cumple Vn € N : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

n-n+1)-2n+1)
6

P(n)=0%+12+22+3%2+--4+n?=

Demostracion

Demostramos que se verifica

n

P(n)EZi2= n-(n+1)6-(2n+1)

i=0
razonando por induccidon sobren € N:

e Casobase:n =0

: 0-(0+1)-(2-0+1) 0-1-1
P(O)zzi2=02= . =————=0

i=0
Se cumple P(0).

e Pasoinductivo:n > 0

Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 0 se cumple

k(4D @k + 1)

k
P(k) = Z 2 = - (HI)
i=0

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk € N : P(k) = P(k + 1).
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Facultad de Ciencias

Ejemplo 3 (Continuacion) __ MATEMATICAS

k+1
P(k+1) = Z i2 =
i=0

k
Z i+ (k+1)?% = Aplicamos la (HI)
i=0

k-(k+1)--R2k+1)
6

+(k+1)?* =

k-(k+1)-Qk+1)+6-((k+ 1)
- =

(k+1)-(k-(2k+1)+6-(k+1))=

c Sacamos factor comuna (k + 1)

(k + 1) - (2k* + 7k + 6)
- —

Factorizamos 2k? + 7k + 6

(k+1)-(k+2)--Qk+3)
- —

k+1)-(k+D+1)-2-k+1)+1)
6

Por tanto, se cumple Vn € N : P(n). n
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ej em p I (9] 4 : ;l:formética % MATEMA:[‘IGAS

. Ejercicio 1.34: Demostrar que se cumple Yn € N; : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

2
n-n+1
PM)=13+23+3%+ .. 4+n3 = <¥>
Demostracion
Demostramos que se verifica
I 2
n-n+1
P(n) EZig = <¥)
i=1

razonando por induccidn sobre n € N;:

e Casobase:n=1
1 2 2
1-2 1-(1+1
P(1)EEi3=13=1=12=<—2>:<—(2 )> v

i=1

Se cumple P(1).
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: A - o Facultad F. 1ltad de Ci i
Ejemplo 4 (Continuacion) 2} i Eﬁ' MATEMATICAS

e Pasoinductivo:n > 1

Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 1 se cumple

k 2
k-(k+1
PUy= ) it = <(T)> (HI)
i=1
Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple
k+1 2
k+1)-(k+2
P(k+1)EZi3=<( )2( )>

i=1
En efecto:

k+1 k

2
P(k+1)EZi3:Zi3+(k+1)3 —HI (@) +(k+1)3 =
i=1 i=1

k*-(e+1)2+2%-(k+1)°

52 Sacamos factor comun a (k + 1)?

k+1)?-(kK*+4-(k+1) *k+12-k2+4k+4) (k+1?- (k+2)?
22 B 22 B 22 B

2
((k+1)-(k+2)> \/

2
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ejemplo 5 )4 i Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.37: Demostrar que se cumple Vn € N, : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

m—-1)n-(n+1)
3

Pn)=1-24+2-34+34+-+(n—-1)-n=

Demostracion

Demostramos que se verifica

P(n)EZ(i_l).i=(n_l)'n'(n+1)
=2

3
razonando por induccién sobre n € N,:
e Casobase:n =2
2
2-1)-2:3 (2-1)-2-(2+1 v
P(Z)EZ(i—l)-i:(z_D.z:( ; :( ) - ( )
i=2

Se cumple P(2).
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: A - o Facultad F. 1ltad de Ci i
Ejemplo 5 (Continuacion) 2} i Eﬁ' MATEMATICAS

e Pasoinductivo:n > 2

Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 2 se cumple

. k=1 k- (k+1)
P(k):Z(l—l)-l— . (HI)

=2

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple

k+1
P(k+1)EZ(i—1)-i=((k+1)_1)'(k+1)'((k+1)+1)=k'(k+1)'(k+2)
i=2 3 3
En efecto:
k+1 k
Pk+1)= ) (i-D-i=)((—-D-i+(k+D-1)-(k+1)=
20701t =

k—1)-k-(k+1)

: thk-(k+1) =

k
Z(i—l)-i+k-(k+1) —HI
i=2

(k=1)-k-(k+1)+3-k-(k+1)
- -

Sacamos factor comuna k - (k + 1)

k- (k+1) - (k=D +3) k-(k+1)-(k+2) V4
3 B 3
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ejemplo 6 )4 i Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.14: Demostrar que se cumple Vn € N : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

Pm)=2°4+21+22+...4 2" =21 -1

Demostracion

Demostramos que se verifica

n
P(n) = 221' =2n+1 1
i=0

razonando por inducciéon sobren € N:

e Casobase:n =0

0
PO)= ) 2i=20=1=2-1=2" -1
i=0

Se cumple P(0).
e Paso inductivo:n > 0

Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 0 se cumple
k
Pk) = Z 20 =2k+1 _ 1 (HD
i=0
Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk e N : P(k) = P(k + 1).
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0\, Faculiad Facultad de Ciencias
Ejemplo 6 (Continuacion) P} ieenitce Eﬁ' MATEMATICAS

k+1 k
P(k+1)= z 2l = Z 2k 4 2k+1 = Aplicamos la (HI)

i=0 i=0

2+ 1 4 2kH1 = Sacamos factor comun a 2k%*1

2. 2k+1 1= 2(k+1)+1 -1

Por tanto, se cumple Vn € N : P(n). [
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0\, Faculiad Facultad de Ciencias
Ejemplo 7 Q% A Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.20: Demostrar que se cumple VYn € N; : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

Pn)=n<2®
vkeN; : 2k >1
Demostracion

* Casobase:k =1
Razonamos por induccidon sobre n € Nj:

21=2>1 V
e Casobase:n=1
 Pasoinductivo: k > 1

P=1<2=2" V
vkeN;:28>1 (HI)

Se cumple P(1). 2ktl — 9ok .o SHI 1.9 —2>51

e Pasoinductivo:n > 1

A

Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 1 se cumple
P(k) =k <2k (HD

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk € N; : P(k) = P(k + 1).

Plk+1) =k +1 < Aplicamos la (HI)
2F4+1 < Por induccién: 2% > 1, paratodo k >1 —
2k 4 2k = 2. 2k = 2k+1 v
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ejemplo 8 )4 i Eﬁ' MATEMATICAS

. Ejercicio 1.18: Demostrar que se cumple VYn € N, : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:
P(n) =2" < n!
Demostracion
Razonamos por induccion sobre n € Ny:
* Casobase:n =4
P(4)=2*=16<24=4-3-2-1=41
Se cumple P(4).
* Pasoinductivo: n > 4
Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 4 se cumple
P(k)=2%<k! (HD

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk € N, : P(k) = P(k + 1).

2k+1 — 9 .2k ~HI o |1 Secumplequek +1 > 2, puesk > 4

P(k+1) =
<(k+1)-k!'=(k+1)! v n
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"N\ Facultad Facultad de Ciencias
Ejemplo 9 )4 i Eﬁ' MATEMATICAS

Demostracion
Razonamos por induccidon sobren € N:

e Casobase:n =0

P(0) =

Il
VN
Gy
+

=
N——"
o
Il
[N
v
[N
Il
—_
+
o
Il
[N
+
wl|o
&

Se cumple P(0).

* Paso inductivo:n > 0
Supongamos, por Hipétesis de Inducciéon (HI), que para todo k = 0 se cumple

1

P(k) = (1 + g)k > 1+ (HI)

k
3

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple P(k + 1), es decir, Vk € N : P(k) = P(k + 1).
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0\, Faculiad Facultad de Ciencias
Ejemplo 9 (Continuacion) P} ieenitce Eﬁ' MATEMATICAS

En concreto, tenemos que probar que se cumple

1\*! k+1
P(k+1)E 1+§ 21+T

En efecto

Como k = 0, también se cumple que % >0
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Facultad Facultad de Ciencias

Ejemplo 10 ) et MATEMATICAS

. Ejercicio 1.16: Demostrar que se cumple Vn € N : P(n), siendo P(n) la siguiente propiedad:

P =1dodadote > 140
" 273 m = 1 T)
Demostracion
Demostramos que se verifica
2" 1
n
P(Tl) = Z—, > 1+=
=t
razonando por induccidon sobren € N:
e Casobase:n =0
21 -1 1 0
P(0) = Z_ —==-=1>21=140=1+-= \/
4 L = [ 1 2
1= 1=

Se cumple P(0).
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: . A, o Facultad F. 1ltad de Ci
Ejemplo 10 (Continuacion) B e Eﬁ' MATEMATICAS

e Pasoinductivo:n > 0

Supongamos, por Hipétesis de Induccién (HI), que para todo k = 0 se cumple

P(k)EZ% > 14— (HD

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple

ok+1
1 k+1 k k — 9.9k — 9k+1
P(k+1)EZ_'21+T 284+ 2%=2-2 2
i=1l
En efecto: T
2k+1
P(k+1)_zl— 1+1+1+ +1 + 1 + 1 + 1 + -+ 1 =
. 11_ 2 3 2k 2k+1 " 2k4+2 2k 43 2k 42k )
1=
ok ok Sk Suma descendiente de 2% sumandos:
1 1 /
—.+Z .>H‘1+ Z > ! LI
;l j=12k+] = 2K+ L Rl T R TI T
Luego
1+k+< - >2k—1+k+ 2z _ Z Lo s
2 2k 4 Dk - 2 ' 2.2k j=12k+j 2k +1 2k 4 2k
1 1
1 k41 V4 2y 2k TR R T
1+=—+=-=1+—— 1 gk
2 2 2 2k_|_2k .
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e I pa) Foculad Facultad de Cienci
Principio de Induccién Completa %) > Eﬁ' MATEMATICAS

I Informatica

* En ocasiones, el principio de induccién que hemos visto no es suficiente para probar propiedades
gue dependen de valores anteriores. Veamos un ejemplo:

P(n) = El producto de n nimeros naturales requiere n — 1 multiplicaciones
Razonamos por induccidn sobre n > 1 para demostrar que se cumple Vn € N, : P(n).

. Casobase:n =1

P(1) = El producto de 1 nimero natural requiere 0 multiplicaciones v

e Pasoinductivo:n > 1
Supongamos, por Hipdtesis de Induccion (Hl), que para todo k = 1 se cumple:

P(k) = El producto de k nimeros naturales requiere k — 1 multiplicaciones (HI)

Apoyandonos en la (HI), probamos que se cumple:

P(k + 1) = El producto de k + 1 niimeros naturales requiere k multiplicaciones

Consideramos el producto de k 4+ 1 niUmeros naturales:
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I Informatica

e I pa) Foculad Facultad de Cienci
Principio de Induccion Completa @‘) i Eﬁ' MATEMATICAS

Ay Q- At Ay = (Ag * Qg v o0 Qg) * Apeyn

Por (HI), para realizar el producto de los k numeros naturales a; - a, - *:* - a;, se necesitan
k — 1 multiplicaciones, y para realizar la ultima multiplicacidon --- a) - ai4+1 se necesita una
multiplicacion mas. En total, se necesitan (k — 1) + 1 = k multiplicaciones para realizar el
productode k + 1 nimeros a; - a, - -+ - a, * ax41. Por tanto, se cumple la propiedad.

Ahora bien, ¢por qué tiene que ser la ultima multiplicacidon que se haga en el producto a; -
a, -+ A A4, la que se encuentra situada mas a la derecha? En general, la ultima
multiplicacion que hagamos podria ser otra cualquiera:

Ay Q- Qe Qg = (Ag - Az s ap) - (A Az 0 Apetr)

* En este caso, a; - a, - ---- a; es el producto de [ numeros naturales, donde [ puede ser
menor que k. Por lo tanto, no se puede aplicar la (HI).

* Del mismo modo, a;1 - Q45+ -+ Ayyq €s el productode (k+1)—(U+1)+1=k—
[ + 1 ndmeros naturales, donde k — [+ 1 también podria ser menor que k, luego

tampoco podriamos aplicar la (Hl).

Para poder aplicar la (HI) es obligatorio que el producto sea de exactamente k numeros
naturales, y no una cantidad menor. Por eso no podemos aplicar la (HI) en estos casos.
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e I pa) Foculad Facultad de Cienci
Principio de Induccion Completa @‘) i Eﬁ' MATEMATICAS

I Informatica

* La solucién consiste en fortalecer la (HI) para que la propiedad se pueda cumplir para todos los
valores anteriores a k + 1, no solo para k.

* Esta hipotesis se denomina Hipotesis Induccion Completa (HIC):

(HIC) El producto de [ nUumeros naturales requiere [ — 1 multiplicaciones, paratodo 1 <[ < k.
Es decir, se cumple P(l) para cualquier 1 <[ < k.

Ahora ya, por (HIC), para realizar el producto de k + 1 nimeros naturales
Ay Qg Qg Qepr = (A1 - Qg oo @) - (A s Az * o0 i)

* Se requieren [ — 1 multiplicaciones para realizar el producto a;-a,----aq; de 1 <[ <k
numeros naturales.

* Se requieren k — [ multiplicaciones para realizar el producto a; ;- Qj4p - Qpyq de 1 <
k — 1+ 1 < k ndmeros naturales.

* Ademas, hemos de contar la ultima multiplicacién ---a;) - (aj41 -
En total, tenemos que realizar (I — 1) + (k — 1) + 1 = k multiplicaciones. Vv

Se cumple asi el resultado, no solo ya para el caso particular L = kyk — 1+ 1 = 1 que representa
A1+ Qy Q- Qe = (@g - Ay + -+ ay) * Agx41, SN0 que queda probado para cualquier otro caso.
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* En general, para demostrar que la propiedad P(n) se verifica para todo n = m, es decir:
vn € N,, : P(n)

si la propiedad depende de los valores anteriores (mas alla del exactamente valor anterior),
razonamos por induccion completa sobre n > m:

e Casosbase:n=mn=m+1l,n=m+2,...n=m+1i
Puede que sea necesario probar varios casos: P(m),P(m + 1),P(m + 2), ..., P(m + i).
* Pasoinductivo:n > m + i
Suponiendo que se verifica la Hipdtesis de Induccion Completa (HIC):
(HIC) Paracualquierk > m + iseverificaVvm <1<k :P(l).
Demostramos que se verifica P(k) (caso inductivo).

e Si usamos la inducciéon como hemos visto antes, se denominara principio de induccion simple,
para distinguirlo de esta nueva version.
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 Ejercicio 1.30: Demostrar que se verifica Vn € Ny, : P(n), siendo P(n) la propiedad
P(n)=3a,b e N:n=3a+8b
Razonamos por induccion completa sobre n > 14:
e Casosbase:n =14,n=15n =16

P(14) =3a,beN:14=3a+8b v (a=2yb=1)
P(15) =3a,beN:15=3a+8b v (a=5yb=0)
P(16) =3a,beN:16=3a+8b v (a=0yb=2)

e Paso inductivo: n = 17 (es decir, n > 16)
(HIC) Para cualquier k = 17 se verificaV14<IlI<k:P()=3a’,b' eN:1=3a"+8b’.
Apoyandonos en la (HIC), probamos que se cumple P(k) = 3a,b € N : k = 3a + 8b.

k=((k-3)+3="C¢3a"+8b)+3=3-(a’+1) +8b' =3a+8b,
cona=a’ +1yb = b nimeros naturales.

e Comok = 17, se verificaque 14 < k — 3 < k, luego podemos aplicar la (HIC) para
| =k—3.SecumpleasiP(l) =P(k—3)=3a’",b'eN:k—3=3a"+8b'.

 Paraque 14 < k — 3 < k y hayamos podido aplicar la (HIC), se necesita pedir que
k = 17. Por eso hemos tenido que probar los casos base: n = 14,n = 15,n = 16. H
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* Ejercicio 1.30: Demostrar que se verifica Vn € Ny, : P(n), siendo P(n) la propiedad
P(n)=3a,beN:n=3a+8b
* Razonamos por induccidn simple sobre n > 14:
* Casos base:n = 14
P(14)=3a,beN:14=3a+8b v (a=2yb=1)
* Paso inductivo: n > 14
(HI) Se verifica P(k) = 3a’,b' € N : k = 3a’ + 8b’, para cualquier k > 14
Probamos que se verifica P(k+ 1) =3a,b e N: k+ 1 = 3a + 8b.
k+1="3a"+8b"+1=3a"+80+9-8=3-(a’"+3)+8-(b'—1)=3a+8b
donde a = a’ + 3 es un numero natural,y b = b’ — 1 solo es natural si b’ > 0.

Hemos probado el resultado para el caso en el que b” > 0. Nos queda el caso b’ = 0:
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k+1="'3q"+8b"+1=3a"+8-0+16—-15=3-(a’'—5)+8-2=3a+8b
Ahora b = 2 si es un nimero natural, pero a = a’ — 5 solo es natural paraa’ = 5.
Sin embargo, como k =11 3a’ +8b' = 3a’ +8-0 = 3a’y k > 14, se cumple que @’ > 5.

Por tanto, se cumple el resultado en todos los casos. Vv

 Ejercicio 1.28: Demostrar que se verifica Vn € N,, : P(n), siendo P(n) la propiedad

P(n)=3a,beN:n=5a+6b
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Recursién o recursividad es la forma en la cual se especifica un proceso basado en su
propia definicion. La recursion tiene esta caracteristica discernible en términos de
autorreferencialidad, autopoiesis, fractalidad, o, en otras palabras, construccion a partir
de un mismo tipo.

es.wikipedia.org » wiki » Recursion

Recursion - Wikipedia, la enciclopedia libre

@ Informacion sobre los fragmentos destacados B Enviar comentarios
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* Una funcion f : N,,, — B esta definida recursivamente sobre N, si para cada n € N,,, verifica
que, o bien

1) f esta definida explicitamente por un valor b € B (Caso Base), o bien

2) f se define recurriendo al propio valor de f para algin o algunos valores anteriores de n :
f(n —1),f(n—2),...(Caso Recursivo).

fGm)=">b (Caso Base, CB)
fn) =exp(n,f(n—1),f(n—2),-+) si n>m (Caso Recursivo, CR)

Si B es el conjunto N se dice que la funcién es una sucesion definida recursivamente.
. Ejemplo 1 (recursion simple)
La funcion factorial

fact : N — N
nefactth)=n-n—-1)- n—-2)-..-2-1

admite un definicidon recursiva sobre N:

fact(0) =1 (CB)
{fact(n) =n-factn—1) si n=>1 (CR)
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* Ejemplo de calculo recursivo:

fact(4) =R 4. fact(3)
=CR 4.3. fact(2)
=CR4.3.2. fact(1)
=CR4.3.2.1- fact(0)
=B4.3.2.1-1
= 24
= 4!

fact(0) =1 (CB)
{ fact(n) =n- facttn—1) si n=>1 (CR)

* Implementacion en el lenguaje de programacion C :

intfact(intn){ //n>=0
int resultado ;

if(n==0){ // Caso Base (n=20)
resultado=1;

}

else{ // Caso Recursivo (n>=1)
resultado =n * fact(n—1) ;

}

return resultado ;

}

Rafael del Vado Virseda 35




Facultad de Ciencias

Definiciones Recursivas | MATEMATICAS

e Podemos demostrar por induccion propiedades sobre los niumeros naturales que incluyan
funciones definidas recursivamente. Por ejemplo, demostramos la siguiente propiedad:

fact(n) =n! paratodon € N
Razonamos por induccidn simple sobre n € N:
e Casobase:n =0

fact(0) =® 1 =0! fact(0) =1 (CB)
{ fact(n) =n- facttn—1) si n=>1 (CR)

* Paso inductivo: n > 0
(H1) fact(k) = k! paratodok =0
éSe cumple fact(k + 1) = (k + 1)! ? En efecto:
fact(k+1) =R (k+1)- fact(k) ="' (k+1)-k! = (k+ 1)!

Como k = 0 se tiene que k+ 1 =1, por lo que podemos aplicar el caso recursivo a
fact(k + 1).
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. Ejemplo 2 (recursion multiple)
La funcion de fibonacci

fib:N—>N
n - fib(n) =0,1,1,2,3,5,8,13, 21, ...

admite un definicion recursiva sobre N:

fib(0) = 0 (CB,) & e

fib(1) =1 (cB,) "

fib(n) = fib(n—1)+ fib(n—2) si n=>2 (CR) :

Ejemplo de calculo recursivo:
fib(4) =R fib(3) + fib(2)
=R (fib(2) + fib(1)) + (fib(1) + fib(0))

=CR (fib(1) + fib(0) + fib(1)) + (fib(1) + fib(0))
= 3-fib(1)+2- fib(0) et
=CB23.142. fib(O) - i . N
=CB13.142.0 \_\ / P
= 34+0 f(2) f(1) oy 50)
- 3 /N
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* Implementacion en el lenguaje de programacion C :

fib(0) = 0 (CB,)
P _ fib(1) =1 (CB,)
intfib (intn){ //n>=0 fib(n) = fib(n—1) + fib(n—2) si n=2  (CR)

int resultado ;

if(n==0){ //CasoBasel(n=0)
resultado =0;

}

elseif(n==1){ //CasoBase2(n=1)
resultado=1;

}

else{ // Caso Recursivo (n >=2)
resultado = fib(n — 1) + fib(n — 2) ;
}

return resultado ;
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Ejercicio 1.55: Demostrar que se verifica fib(n) < n! paratodon = 0.

Razonamos por induccion completa sobre n > 0:

e Casoshbase:n=0yn=1

¢ fib(0) < 0!? Si: fib(0) =CB1 0 <1 = 0! ;*-g% =g :gglg
L = s
¢ fib(1) <112 Si: fib(1) =Pz 1 <1 =1! fib(n) = fib(n—1) + fib(n—2) si n>2  (CR)

e Paso inductivo: n > 2

(HIC) Para cada k = 2 se verifica: fib(l) < l! paratodo 0 <[ < k.

Demostramos que se verifica fib(k) < k! para k = 2:

fib(k) =R fib(k—1) + fib(k — 2) Se puede aplicar CR pues k > 2
<HIC (g — D)1 + (k- 2)! Se puede aplicar HICpues0 <k —1<ky

0<k—-—2<kyaquek =2
=(k-1)-(k—2)+ (k—2)!
=(k-1+1):(k—2)!

=k-(k—2)!

=k-1-(k—2)! Comok = 2setienequek —1>1
<k-(k—1)-(k—2)!

= k!
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e Ejercicio 1.54: Demostrar que se verifica fib?(0) + fib?(1) + -+ + fib*(n) = fib(n) - fib(n + 1)
para todon = 3.

Razonamos por induccion simple sobre n > 3 que se verifica

z Fib2(i) = fib(n) - fib(n + 1)
i=0
e Casobase:n =3

z Fib2(i) = fib2(0) + Fib2(1) + fib2(2) + fib2(3) = 02 + 12 + 12 + 22 = 6

|

Fib(3) - fib(4) =2-3=6 fib(n) =0,1,1,2,3,5,8,13, 21, ...

e Paso inductivo: n > 3

(HI) Para cada k = 3 se verifica

k
z Fib2(0) = fib(k) - fib(k + 1)
i=0
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Demostramos que se verifica

k+1

z Fib2(i) = fib(k + 1) - fib(k + 2)

i=0
En efecto:

k+1

Z Fib2(i) = z Fib2(0) + fib2(k + 1)
Se puede hacer la descomposicion pues k + 1 > 1, es decir, k = 0, ya que k = 3 por HI.
=Hl fib(k) - fib(k + 1) + fib(k + 1) - fib(k + 1)
= fib(k+ 1) (fib(k) + fib(k + 1))
=CR fib(k +1)- fib(k + 2)

Se puede aplicar CR pues k + 2 > 2, es decir, k = 0, ya que k = 3 por HI.

fib(0) =0 (CB,)
fib(1) =1 (CB,)
fib(n) = fib(n—1) + fib(n—2) si n=>2 (CR)
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. Ejercicio 1.57: Dada la siguiente sucesion definida recursivamente:

Syp = 20 (CB)
S, =5-4"1—s . si n>3 (CR)

Demostrar que se verificas,, = 4+ (—1)™ 4+ 4™ paratodon > 2.

Razonamos por induccidn simple sobre n > 2:

e Caso base:n =2

s, =B 20=44+16=4-1+4%=4-(-1)% + 42

* Paso inductivo: n > 2

(H1) Para cada k > 2 se verifica s, = 4 - (—=1)% + 4*.
Demostramos que se verifica sp.1 = 4 - (1)1 + 4**1 para k > 2:

Ski1 =R 5.4k — g, Se puede aplicar CR pues k + 1 > 3 al ser k > 2
=Hl 5.4% — (4. (—D)* + 4%)
=548k + 4. (=1)k*t1 — 4k
=(4+1)-4%+ 4. (=11 — 4k
=44k 4 4k 4 4. (—1)k+1 — 4k
= 4. (_1)k+1 + 4k+1
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. Ejercicio 1.58: Dada la siguiente sucesion definida recursivamente:

So = 2 (CBI)
Sl - 1 (CBZ)
Sp = Sp_1+ 28,5 si n=2 (CR)

Demostrar que se verifica s, = 2™ + (—1)" paratodon € N.

Razonamos por induccidn completa sobre n > 0:
e Casosbase:n=0yn=1

So=B12=1+1=2%+(-1)?
s =P21=2-1=214+ (1)

e Paso inductivo: n => 2

(HIC) Para cada k > 2 se verifica: s; = 2! + (—1)! paratodo 0 < I < k.

Demostramos que se verifica s, = 2% + (—=1)* para k > 2:

Sk =R sp_1 + 25,5 Se puede aplicar CR pues k = 2
—HI (zk—l 4+ (_1)](—1) +2. (2k—2 4+ (_1)](—2)

Se puede aplicar HICpues 0 < k—1<ky0<k—-2<kvyaquek =2
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Sk =R sp_1 + 25,5 Se puede aplicar CR pues k = 2

—HI (zk—l 4+ (_l)k—l) +2. (2k—2 4+ (_l)k—Z)

Se puede aplicar HICpues 0 < k—1<ky0<k—-2<kvyaquek =2

=2k 2. 2k2 4 (D)1 4 2 (—1)F2
=2t 2kt (Dt 42 (D)7 (DR
=221 4 (D1 + (-2) - (—D)FT

=2+ (1-2)- (—1)F!

=2+ (-1 - (D"

= 2F 4+ (=1D)F
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. Ejercicio 1.59: Dada la siguiente sucesion definida recursivamente:

S1 = 3 (CBI)
Syp = 5 (CBZ)
Sy, =381 —2Sp_, Si n=3 (CR)

Demostrar que se verifica s,, = 2™ + 1, paratodon > 1.

Razonamos por induccion completa sobren > 1:
e Casosbase:n=1yn=2

s;=B13=24+1=21+1
s, =B25=44+1=22+1

e Paso inductivo:n > 3

(HIC) Para cada k > 3 se verifica: s; = 2! + 1 paratodo 1 < [ < k.
Demostramos que se verifica s, = 2K + 1 parak > 3:

Sk =R 3841 — 2Sk_ Se puede aplicar CR pues k = 3
__HI k—1 _ k—2 : _
3(2 + 1) 2(2 + 1) Se puede aplicar HICpues 1 <k —-1<ky
1<k—-—2<kyaquek >3
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Sk =R 3sp_1 — 2Sk_ Se puede aplicar CR pues k > 3

=HI 3(2k=1 4 1) —2(2¥2+1) Se puede aplicar HICpues 1 <k —1<ky
1<k—-—2<kyaquek >3

=3.2k"1 4 3_2.2k2_>
:3,2k—1_2k—1+1
=(3-1)-2k141
=2.2k141

=2F+1

Rafael del Vado Virseda 47




iy
’ ’ s F:CU“ad Facultad de Ciencias
Teoria de Numeros e ¢** MATEMATICAS

* La Teoria de Numeros es la rama de las matematicas que estudia las propiedades de los numeros,
en particular de los nUmeros enteros

7Z=1{--—3,-2,-1,0,1,2,3 -}

* En este tema estudiaremos aquellos conceptos de la Teoria de Niumeros mas relacionados con la
informatica:

*  Division entera. Multiplos y divisores.

«  Maximo comun divisor y minimo comun multiplo.
 Algoritmo de Euclides y Teorema de Bézout.

*  Numeros primos.

*  Congruencias y aritmética modular.

Rafael del Vado Virseda 48




\
ol opr s F:wltad Facultad de Ciencias
Division Entera \SHFMN £ MATEMATICAS

. Teorema de la Division Entera

Dados a,b € Z cona = 0y b > 0, existen dos Unicos numeros enteros c,r € Z tales que
a=b-c+ry0<r<h.

Demostracion
Comenzamos demostrando la existencia:

Existenc,r € Ztalesquea=b:-c+ry0<r <b,paratodoa=>0yb > 0.
Razonamos por induccién completa sobre a = 0:

e Casobase:a<b

e Sia<b:a=b-04+ay0<a<b.luegoc=0yr =a.
e Sia=b:a=b-14+0y0<0<b.Luegoc=1yr=0.

 Pasoinductivo:a > b

(HIC) Para todo a > b se verifica:
Existenc’,r' € Ztalesquel=b-c'+r'y0 <r' < b,paratodo0 <[ < a.

¢ Existenc,r € Ztalesquea=b-c+ry0<r<>b?
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é Existenc,r € Ztalesquea=b-c+ry0<r<»b?
Comenzamos observando que
a—b=HCp.c' +7r'con0<7r'<b

Se puede aplicar laHICpuesa >byb > 0,luego0 <a—b <a(tomamosl=a—>b
en la HIC): Existen ¢’,r" € Ztalesquea—b=b-c'+r'y0 <r' <b.

Operandoa — b = b - ¢’ + r' tenemos que

a=b-c'"+b+71

que es lo mismo que decir div(a,b) = (0,a) sia<b
div(a,b) =(1,0)  sia=b

=b-(c"+1)+7
. (c )T div(a,b) = (¢’ + 1,r") sia > b siendo div(a — b,b) = (c',r")

Con lo cual
a=b-c+r

dondec=c'+1€Z, puesc € ZporHIC,yr =1 € Z, pues ' € Z también por HIC.
Ademds: 0 < r < b puesr =1’ y se verifica 0 < r' < b también por HIC.
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div(a,b) = (0,a) sia<b
div(a,b) = (1,0) sia=>b
div(a,b) = (¢’ + 1,r") sia > b siendo div(a — b,b) = (¢, 1)

(int, int ) div(inta,intb){ //a>=b,b>0

intc, r;
if(a<b){ //Caso base 1 Por ejemplo, calculamos div(7, 4):
c=0;
}
elseif(a==b){ Caso base 2 Luego
=1;
} =0; div(7,4) = (0 +1,3) = (1,3)

elseif(a>b){ Casorecursivo
(c, r)=div(a—Db, b);
c=c+1;

}

returng, r;

}
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Demostramos ahora la unicidad:
Los enteros c,r € Ztalesquea=b-c+ry0 <r < b,paratodoa =0y b > 0, son Unicos.
Razonamos por reduccion al absurdo: supongamos que no son unicos, es decir

a=b-c,+1r; con 0<ry <b
a=b-c,+1r, con 0<r, <b

y ¢1 # C,. Distinguimos casos: ¢; > ¢y ¢1 < Cy
e Casol:c; >y

a=b°C1+T'1=b°C1+T1+(b-c2—b-c2):
b'Cz‘l‘b'Cl—b'Cz‘l‘rl=b'C2+(C1—C2)'b+T1

Comoa = b - c, + 1, despejando 1, se tiener, = a — b - ¢,. Sustituyendo a por
a=b-c,+(c;—c;)b+r,enr, =a—>b-c, setiene:

rn,=a—b-c;=b-c,+(c;—cy;)b+r,—b-c, = [ Se elimina b - ¢, ]
(c;—cy)b+1r, = [Comoc; >c,setienec; —c, > 0, esdecir,c; —¢c, = 1]
1-b+1r = [Como 0 <1 <bsetiener; = 0]
b+0=5»b

Luego r, = b. Llegamos a contradiccion pues 0 < 1, < b. Por tanto, este caso no puede darse.

Rafael del Vado Virseda 52




I Informatica

° ° O 7/ o FaCU ta 3 4
Divisién Entera %) Faculac Eﬁ, Facultad de Ciensia

e Caso2:c¢; <y

Razonando analogamente al Caso 1, llegamos a una nueva contradiccién: r; = b, pero
0 < r; < b. Luego este caso tampoco puede darse.

Luego, si suponemos que ¢; # ¢, llegamos a contradiccién. Por tanto, c; = ¢,. Pero entonces:
rn=a—b-cy=a—b-c,=n

Luego también r; = 1,. Asi, c; = ¢, y 1y = 1, por lo que se tiene demostrada la unicidad. W

. Corolario 1

Dados a,b € Z con b > 0, existen unicos ¢, € Z con el mismo signoque atalesquea =b-c+r
y0 < |r| <b.

Demostracion

Si a = 0 se cumple directamente por el Teorema de la Division Entera. Si a < 0 aplicamos el
Teorema de la Divisién Entera paraa’ = —a, pues a’ = 0y b > 0: existen Unicos ¢’,r' € Z tales que
a'=b-c"+r' con0 <7 <b.Ahora bien:
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a =b-c" +71 — [ Por definicion a’ = —a ]
—a=b-c' +71 =

a=—-b-c —1 =

a=b-(-c)+(-r) =

a=b-c+r

dondec = —c' € Z,puesc' €Z,yr = —r' € Z, pues r' € Z. Ademas:

0<r'<b = [Como ' = 0 se verifica que |—r'| = ']
0<|-7T|<b = [Pordefinicionr = —r']
0<|r|<b
Luego existen Unicos ¢, € Ztalesquea=b-c+ry0 < |r| <b. H

. Ejemplo
Paraa = —8y b = 3 se tiene que:

—8=3-(-1)+ (-5) pero no se verifica 0 < |[-5] < 3.

—8=3-(-3)+1 pero no se verifica que r = 1 tenga el mismo signo que a = —8.
—8=3-(-2)+(-2) se verificaque 0 < |-2| < 3.Luegoc = —2yr = —2, con el
mismo signo que a = —8.
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. Corolario 2

Dados a,b € Z con b > 0, existen Unicos ¢,r € Ztalesquea=b-c+ry0<r <b.

Demostracion

Sia = 0 se cumple directamente por el Teorema de la Division Entera. Si a < 0, por el Corolario 1:
existen Unicos ¢’,r' € Ztalesquea' =b-c'+1r'conc' <0, <0,y0 < |r'| <b.

Distinguimos casos: ' = 0yr' <0

« Casol:r' =0
a=b-c'"+r"=b-c'"+0=b-c.Luegoc=c"yr =0.

« Caso2:1' <0
a=b-c'"+r'=b:-c'"+r"—-b+b=b-c'"—-b+r"+b=b-(c'"-1)+@"+b)=b:-c+r
dondec=c'"—1€Z puesc' €Z,yr=r"+b €Z puesr’,b € Z. Ademas 0 < r < b:

Como 0 < |r'| < b significaque —b < 1’ < b,y ademdasr’' < 0, se cumple que —b < r' < 0.
Entoncesb —b <r'+ b <0+ b, esdecir,0 <r < b. Luego se cumple 0 < r < b. |

. Si b < 0 entonces se cambiaria a de signo y se aplicaria el Corolario 2 con b > 0.
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 Corolario 3

Dados a,b € Z con b # 0, existen Unicos c,r € Ztalesquea=b-c+ry0 <r <b.

* Notacion *  Propiedades
c=adivb 1 — +
- = qambd b ) almya|n=a|lm+nya|m-n

* Siaesparentoncesa = (adiv?2)-2 2) alm = a|m-k

* Siaesimparentoncesa = (adiv2)-2+1 3) alm = a-k|m-k
 Siamod b = 0 entonces ”aes;ldivisibleporb”: 4) a|m = %|% para todo k € Z*
a:b-(adivb)siendoc=762yr:0.

* Multiplos y Divisores

bla =“besdivisordea”=3ce€Z:a=b-c (porejemplo:4|12puesl12 =4-3)
aesh =“aesmiltiplode b” =3c €Z:a=b-c (porejemplo: 12 es 3 pues 12 = 3 - 4)
Andlogamente: b { a (por ejemplo: 2 + 7y 7 no es 2)

* Casos especiales

. % no esta definido.
e 0|0 pues0=0-0
e 0ta cona # 0puesnosecumplea = 0-c¢ paraningunc € Z.

. % con a # 0 no esta definido.
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* El maximo comun divisor de a, b € Z (representado por mcd(a, b)) es el mayor divisor comun de a
y de b, es decir, el mayord € Z talesque d | ayd | b, en caso de que este exista.

S — 4 dland]|b (d es divisorde ay b)
mcd(a,b) = d Sgef vd'€Z:((d'|and |b)=d'|d) (deselmayordivisordeay b)
* Propiedades

1) mcd(0,0) no existe (a | 0 paratodo a € Z, pues 0 = a - 0)
2) mcd(a,b) = mcd(b,a)

3) mcd(a,b) = mcd(|al,|b])

4) mcd(a,0) = mcd(0,a) = |al, paratodo a # 0.

e Lema de Euclides

mcd(a,b) = mcd(b,a mdéd b), paracadaa = b > 0.

Demostracion
Por el Teorema de la Division Enteraa = b -c+rcon 0 < r < b. Demostramos:
mcd(a,b) = mcd(b,r)
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Demostramos que mcd(a,b) = mcd(b,r) por el doble contenido, es decir, veamos que tienen los
mismos divisores comunesay b que by r:

C) Veamos que todo divisor comun de a y b es también un divisor comundebyr.Sead |ayd |b:

a=d-c; con ¢ EZ
b=d-c, con ¢, EZ

r=a—-b-c=d-¢c;—d-c,:c=d-(cy—c,-c)=d-c'conc'=¢;—c,-c €L
Luegod |byd|r.

2) Veamos que todo divisor comun de b y r es también un divisor comundeayb.Sead |byd |7 :

b=d-c, con c; EZ
r=d-c, con ¢, €EZ

a=b-c+r=d-c;-c+d-c;,=d-(¢c;-c+c;)=d-c'conc’ =c¢;-c+c, €L
Luegod |ayd|b.

Como los divisores comunes de a y b son los mismos que los divisores comunes de b y r, también el
mayor divisor comun de a y b coincide con el mayor divisor comun de b y r. Luego:

mcd(a,b) = mcd(b,r). |
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* Teorema de Euclides
Dados a, b € Z tales que a > b = 0 existe y es Unico el mcd(a, b).

Demostracion

Demostramos la existencia razonando por induccion completa sobre b = 0:
e Casobase:b =0
mecd(a, b) =P=% mcd(a, 0) = |a| =2>°a

* Paso inductivo: b > 0
(HIC) Para todo b > 0: existe y es Unico el mcd(a,l) paratodo0 <[ < byparatodoa > 1 > 0.

Veamos que existe el mcd(a, b). Sabemos que:

e a=b:-c+r con 0<r<b (Teorema de la Division Entera)
* mcd(a,b) = mcd(b, 1) (Lema de Euclides)

Como se verifica 0 <r < b, si tomamos [ =r, se verifica la HIC para a = b. Luego existe
mcd (b, r). Aplicando el Lema de Euclides, mcd(b,r) = mcd(a, b). Luego existe mcd(a, b).
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Demostramos ahora la unicidad razonando por reduccidn al absurdo:

Supongamos que

d, = mcd(a,b)
d, = mcd(a,b)

cond; # d,.Comoa > b = 0, se tiene que d,d, > 0.

Por definicion de maximo comun divisor:

di|d,=d,=c-dy conc €EZ
dy,|dy=d,=c"+d, con ¢' EZ

d,=c-d; =% =cldz . ¢! - d,. Como d, > 0 podemos simplificar la ecuacion d, = c- ¢’ - d,, con
lo cual:

c-c'=1=%%>0 c=("=1
Lluegod, =c'-d, =1-d, = d,, es decir,d; = d,. Llegamos a contradiccién. Por tanto, d; = d,. i

. Ejemplo: mcd(3258,1164) ="E mcd(1164,930) =L mcd (930, 234) =" mcd(234,228) =
mcd(228,6) =LE mcd(6,0) =% 6
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e Algoritmo de Euclides
Seana,b € Ztales que a = b > 0. Seguimos los siguientes pasos para obtener el mcd(a, b):

Paso 1
Consideramos ag = ay by = b.
Paso 2

Paso 2.1
Si b; = 0 entonces mcd(a, b) = a;. El algoritmo termina su ejecucion.
Paso 2.2

Si b; > 0 entonces calculamos

Ci = Qi dlU bi
= a; méd bi

Se cumple entonces que mcd(a;, b;) = mcd(b;, ;) por el Lema de Euclides.
Por tanto, consideramos a;,1 = b; y b; .1 = 1;. Volvemos al Paso 2.
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* Implementacion iterativa en C del Algoritmo de Euclides
int med (inta,intb){ //a=b>0

intai=a; //ay=a

intci;
intri;

while (bi>0){ //Sib; > 0 entonces mcd(a;, b;) = mcd(b;, 1;)

ci=ai /bi; //c; =a;divb;
ri=ai% bi; [//r = a; mbéd b;

=bi; //ajz1 =Db;

}
returnai; //Sib; = 0entonces mcd(a,b) = q;

}
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* Implementacion recursiva en C del Algoritmo de Euclides

int mcd (inta,intb){ //a=b>0 mcd(a,b) = a si b=0 (CB)
mcd(a,b) = mcd(b,améd b) si b > 0 (CR)

int resultado ;
if(b==0){ //Caso base (b=0)
resultado=a;

}

elseif(b>0){ // Caso recursivo (b > 0)

resultado = mcd(b, a % b) ;

}

return resultado ;
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* Ejercicio 2.40: Calcular mcd (2406, 654).

B N S

2406
1 654 / 444 / 210 1
2 444 / 210 / 24 2
3 210 / 24 / 18 8
4 24 / 18 / 6 1
5 18 / 6 / 0 3
6 6 / 0 / — —

mcd(2406,654) = mcd(654,444) = mcd(444,210) = mcd(210,24) = mcd (24, 18)
= mcd(18,6) = mcd(6,0) = 6

Luego mcd(2406,654) = 6.
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* Teorema de Bézout
Dados a,b € Z tales que d = mcd(a, b) existen m,n € Ztalesqued =m-a+n- b.

(m y n no tienen por qué ser unicos. A la ecuaciobn d = m-a + n- b se le denomina identidad de
Bézout)

Demostracion

Es suficiente con probarlo paraa > b = 0. En efecto:
* Sino se verificaa,b = 0:
d = mcd(a,b) =3 mcd(lal,|b])) =k -|a|+1-|b|=m-a+n-b
dondem = +kyn = +lI.
* Sia=b = c:noexisted = mcd(0,0), asi que este caso no puede darse.
e« Sia=b>0:d=mcd(a,b) ==Y mcd(a,a) = mcd(a,0) =¥ |a| =29 a.

Asi pues, asumimos que a > b = 0y razonamos por induccion completa sobre b > 0:
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Asi pues, asumimos que a > b = 0 y razonamos por induccion completa sobre b > 0:

I Informatica
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e Casobase:b =0
d = mcd(a,b) =2=° mcd(a,0) =% |a| =%>%a=1-a+0:-b = m=1yn=0.
* Paso inductivo: b > 0

(HIC) Para cada b > 0 se verifica que:

Paracada 0 <[ < by cualquierenteroa’ > 1> 0,sid" = mcd(a’,l) entonces existen
m',n' € Z talesqued' =m'-a’' +n'-L

¢ Existenm,n € Z talesqued =m-a+n-b?

Por el Teorema de la Division Entera:a =b -c+1r con 0 <r < b.

Por el Lema de Euclides:

mcd(a,b) = med(b,r) =Hm' - b+n'-r
=m'-b+n'"-(a—>b-c)
=n"a+m'-b—n"-b-c
=n"a+(m' —-n"-¢c)-b=m-a+n-b

[ Se puede aplicar laHIC pues 0 <r < b ]
[Comoa=b-c+r,despejandor =a—b-c]

dondem=n"€Zyn=m'—n'-c € Z.
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bezout(a,b) = (1,0) sib=20
bezout(a,b) = (n’,m’ —n'-(adiv b)) sib>0
siendo bezout(b,a méd b) = (m',n")

» Algoritmo (iterativo) de Bézout

Llamamos k al i con el que terminal el algoritmo de Euclides para el célculo de d = mcd(a, b).

Paso 1
Consideramosmy, = 1yn; = 0. (caso base de la induccion)
Paso 2
Para todo i desde k — 1 hasta 0 tomamos: (paso inductivo de la induccion)
m; =Mn;q
ni =miq1 —Njyq - €
Paso 3

Tomamos m = my y n = ny. Se verificaqued = mcd(a,b) =m-a+n-b.
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* Ejemplo de aplicacion del algoritmo de Bézout

Dados a = 15y b = 10, calcular el mcd(a, b) y los coeficientes m y n de la identidad de Bézout.

nnn--n—
0—1-1=—1
/ / 2 0 1-0-2=1
2 5/0/— 1 \ 0

mcd(15,10) = med(10,5) = mcd(5,0) = 5, luego el med(a, b) = 5.
Los coeficientes de la identidad de Bézout sonm = 1yn = —1. En efecto:

5=m-154n-10=1-15+(-1)-10=15-10=5
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* Ejercicio 2.41: Calcular el mcd(721,448) aplicando el algoritmo de Euclides, asi como enteros
my n tales que mcd(721,448) = 721 - m + 448 - n (identidad de Bézout).

0 1 —14—-23-1=-3
o a— ™~

1 448 ° 273 175 1 —14 9—(—14)-1=23
o — ™S

2 273" 175 98 1 9 —5-9.1 = —14
o rd ™~

3 175 98 77 1 -5 4—(=5)-1=09
x x~ \

4 98 /77 A/21 1 4 —1-4-1=-5

5 77 21 14 3 —-1 oS 1-(-1)-3=4
» rd \

6 21 14 7 1 1 0—-1-1=-1
P ——

7 14 7 1P 0 2 0 “~ 1-0-2=1

8 7 1 0 - — 1 0

mcd(721,448) =7 =23 -721+ (—37) - 448. Luegom = 23yn = —37.
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* Minimo comun multiplo

Dados a, b € Z, el minimo comtn multiplo de a y b, representado por mcm(a, b), es el menor
m €N talquea|myb |m,sies que existe.

mcm(a,b) = m Sgef

almAb|m

m es multiplodeayb
Vm'EZ:((aIm’/\blm’):m|m’) ( P VD)

(m es el menor multiplo
deay b)

* Propiedades

1)
2)
3)
4)

5)

mcm(0,0) = 0. En efecto, 0 | 0 por lo que 0 es el menor multiplo comun.

mcm(a,b) = mem(|al, |b])

mem(a, b) = mem(b, a)

mcm(a,0) = mem(0,a) = 0 paratodo a € Z. En efecto, a | 0 por lo que a es el menor
multiplo comun.

mcd(a,b) -mem(a,b) =a-b paraa,b > 0. Asi

a-b
mcd(a, b)

mcm(a,b) =

El denominador nunca se anula, pues mcd(a, b) # 0 al tener que a, b > 0.
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* Un numero entero p > 1 es primo si los Unicos divisores positivos de p son 1y el propio p:
pesprimo@defi‘ldEZ:(d|pA1<d<p)EVdEZ:(d|p=>(d=1vd=p))
Por ejemplo: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ...
 Un nudmero entero x > 1 es compuesto si no es primo:
p es compuesto =, rId EZ: (d|xAN1<d<x)

Si x es compuesto entonces admite una descomposicion x =d - k,con1 < d, k < x.
Por ejemplo: 12 =3-4,10= 25, ..

* —1,0,1 no son ni primos ni compuestos (para los demds negativos es su opuesto el que
determina si es primo o compuesto el nimero).

* Propiedades

1) n > 1escompuesto < Ipprimotalquep|nyl <p?<n. (Ejercicio 2.51)

AdeZ:(d|nA1<d?<n) = nesprimo =
ﬂdEZ:(d|n/\1<dS[\/ﬁJ) = n es primo

2) pesprimoyp|x; X, X, = p|x;paraalgin1 <i<n
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e Teorema Fundamental de la Aritmética

Cualquier numero entero x = 1 se puede descomponer como producto de factores primos:

— a1 np Nm
x_pl .pz .....pm

donde p; son primos diferentes (p; < p;+1) Yy n; € N. La descomposicidn es Unica (salvo en el
orden de los factores primos. Para que sea unica imponemos que p; < Pijy1, Y Si P; = Pj

entonces p; * p; = p?).
Demostracion

Comenzamos demostrando la existencia: para todo n = 1, n admite una descomposicion en
producto de numeros primos. Razonamos por induccidn completa sobren > 1:

e Casobase:n =1
1= pill . pgz TR p::lm conm =0 (1 admite un producto vacio de numeros primos)
* Paso inductivo:n > 1

(HIC) Paratodo 1 < [ < k: [ admite una descomposicion en producto de nUmeros primos.
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¢ Admite k una descomposicion en producto de nimeros primos ? Distinguimos casos:
 Caso 1: k es primo.

En este caso, k admite un producto unitario de niumeros primos con un solo factor, el
propio k.

e Caso 2: k es compuesto.

Enestecaso, k =1; -1, con1 < [4,l, < k. Por (HIC):

n
Y (ST (5 myy
lLb=p1 Py" " Ppy, CONPi <Pit
!/
! ! n
_ N1 Ny M,
lo=q," G "y, CONGj <Gj11
Luego
/
n ! ! n
f— L[] p— nl L[] n2 e e o0 o mll . nl L[] n2 e e 00 o mlz
k=L -l =p" P, Pmy, G142 Am,,

Podemos reordenar los p;, q; de menor a mayor. Si p; = q; entonces p;* - qj* = pl M,

Con ello obtenemos la descomposicion deseada de forma unica.
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I Informatica

Demostramos ahora la unicidad, es decir, la descomposicion en factores primos de un enteron > 1 es
Unica salvo el orden de los factores primos:

n:pl.pz.....pk:p],_.pé.....pl,
conk,l=>1y pi,p]’- primos (pueden repetirse). Razonamos por induccion completa sobren > 1:
e Casobase:n=1

Se cumple trivialmente pues k = 0y [ = 0 (producto vacio).

e Pasoinductivo:n > 1

(HIC) La descomposicion en factores primos de n’ con 1 < n’ < n es Unica salvo el orden de los
factores primos.

¢ La descomposicion en factores primos de n > 1 es unica salvo el orden de los factores primos ?

Comon=pq py = Px =P1 Py b secumpleque p; | p;-py - p; (resultasencillo
comprobar quesia-b | nentoncesa |nyb | n). Aplicando la propiedad 2) de nimeros primos:
p1 | p; paraalgin1 <i < L.

Podemos reordenar los p}- para que p; = p; Yy aparezca en primer lugar en la factorizacién. En ese
caso py | p1 Yy p1 es primo. Luego p; = 1 o bien p; = p;. Como p, es primo, p; # 1, luego p; = p;.
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Informatica

Distinguimos casos:
e Casol: k=1

n=p, =p; py--p, = 1=1. La descomposicion es Unica para n = p; siendo p;
primo.

e Caso2:k>1

/

n:pl.pz.....pk=p1.p£.....pl’ :plio pz.....pkzpé.....pl

Si llamamos n' = py -+ pr =py -+ p;, como 1 <n’ <n (pues k > 1), por (HIC) la
descomposicion de n' en factores primos es Unica.

Por tanto, paran =p; - n' =p; -n, esdecir, paran =py Py * P =P1 Py D, S€
cumple también que la descomposicidn es Unica.
N

* Descomposicion en factores primos de un nimeron € N :

1) Obtener el menor nimero primo p tal que p | n.
2) Comon =p-n, calcularn’ = —€eN.

p
3) Volver a 1) cambiando n por n'.
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* Propiedad (Euclides, Siglo lll a.C.)

Si p, ¢ son nimeros primos tales que q | (1 + p!) entonces g > p.

Demostracion

Razonamos por reduccidn al absurdo. Supongamos que g < p. Como:

q|(1+ph) Sger 1+p!=n-q conn €Z
q<p = q|p! Sger p!=n"-q conn' €L

Sustituyendop! =n'-gen 1+ p! =n-q, obtenemos:
1+p!'=14+n"-q=n-q
Operando y sacando factor comun a q:
1=(n—-n')-q
Conlocual: g|1 = g=1

Pero entonces llegamos a una contradiccidn, pues g es un numero primo. Luego q > p. H
 Corolario: para cualquier nimero primo p siempre existe otro primo mayor g tal que g | (1 + p!).
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* Teorema
Existe un numero infinito de niumeros primos.
Demostracion

Razonamos por reduccion al absurdo: supongamos que existe una cantidad finita de numeros
primos {p4, P2, ..., Py }. Consideramos el nimero

q:pl.pz.....pr+1

Como este nimero no esta en el conjunto {p4,p,, ..., Pr}, se ha de tener que q no es primo. Por
tanto, ha de existir un numero primo p; tal que p; | q. Por definicién:

Pilq Saef q=pi-c con c€EL
lgualandog =p; *py - pr+1conq =p;-c tenemos 1 +p; Py "Dj " *Pyr =p; " C.
Sacando factor comun a p;:

1=p;-(c—py D2 " Di-1 Dit1" """ Dr)

Luego
pill = pi=1

Pero entonces llegamos a una contradiccidn, pues p; es un numero primo. Luego hay una cantidad
infinita de numeros primos. N
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s\ Facultad Facultad de Ciencias
Algoritmo para Determinar Primos /Q% e Eﬁ' MATEMATICAS

* Algoritmo para determinar si un nimero n es primo

1) Calcular la raiz cuadrada aproximada (por defecto) del nimero n, es decir: [\/ﬁj

2) Indicar todos los numeros primos p menores o iguales a [\/nJ, es decir: p? < n.

3) Se determina si el nUmero n es o no divisible para cada uno de los nimeros primos
p anteriores:

3.1) Si no resulta ser divisible por ninguno: n es primo.

3.2) Si existe algun primo p que lo divide: n es compuesto.
* Ejercicio 2.51: (Esn = 467 primo?
1) |vn| = |V467| = 21, pues 212 = 441 pero 222 = 484.
2) Los numeros primos p menores o iguales a [\/WJ = 21 son:
p=235711,13,17,19
3) Como ninguno de los niumeros primos p anteriores divide a 467, el niumero 467 es primo.
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Criba de Eratostenes

Facultad de Ciencias

MATEMATICAS

2|3 | 4|5 |47 £|9]|18
114213 | % 15| 16| 17 | 16| 19 | 26
2% | 22| 23 | 24| 25| 26| 27| 28| 29 |30
31|32 |33 | 34| 35|36 37 36|39 |40
41 |42 | 43 | 44| 45 46| 47 |48 49 50
o1 |32 | 53 | 54| 5556 | 57|58 59 |60
61 |62 |63 |6k 65 66 67|66 65 7O
71|72 |73 |74 75|76 (77| 78| 79 80
&1 (82| 82 | 8485 | 86|87+ |88 89 90
91| 92| 93| 94| 95|96 |97 | 95|99 106
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0\ Facultad Facultad de Ciencias
Criba de Eratostenes P} ieenitce Eﬁ' MATEMATICAS

* Implementacion en C del método de la Criba de Eratdstenes para calcular todos los numeros primos
menores o iguales que n:

void criba ( bool tabla[ ], int n ) { int esPrimo (intn) {
tabla[0] = false ; for(inti=2;i*i<=n;i++){
tabla[1] = false ;
if(n%i==0){
for(inti=2;i<=n;++i){
return 0 ;
tablali] = true ; \
}
}
for(inti=2;i*i<=n;++i){
return1;

if (tablali] ) {
for(inth=2;i*h<=n;++h){

tabla[i * h ] = false ;

}
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Facultad de Ciencias

Aritmética Modular (Congruencias) s MATEMATICAS

e Sea m un numero entero positivo. Diremos que a, b € N son congruentes médulo m (representado
por a =, b) si se cumple cualquiera de las siguientes tres condiciones equivalentes:

1) amédm =bmbédm

2) m|b —a

3) dke€eZ:b=a+k-m
* Ejemplos: 25 =, 32

1) 25méd 7 =32méd7 =4
2) 7|32 —25,pues7|7
3) 3k €Z:32=25+k-7.Enefecto, k = 1.

0=,01=,1,2=,0,3=,1,4=,0,5=,1, ...
13=1,1,14=122,15=12 3,17 =12 5,19=4, 7, ..
* Paracadaa € Z, la clase de congruencia de a médulo m es:

l[al,, ={b€Z:a=,,b}={a+k-m:k€Z}=a (simesconocido)

* Ejemplos:m = 12

1], ={1+k-12:keZ} ={1,13,—11,25,-23,...}
[13],, = {13 +k-12: ke Z}={13,25,1,—11, ...}

I
=
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2\, Faculiad Facultad de Ciencias
Aritmética Modular (Congruencias) ) trtormitica Eﬁ' MATEMATICAS

* El conjunto cociente Z/Em (representado por Z/(m) ) es el conjunto de todas las clases de
equivalencia mdédulo m que son distintas entre si:

2/ ey = {10h, (Wi (21 e, [ = 1110 )

 Ejemplo:m = 12

"I
")
“faz

* Operaciones aritméticas modulom > 0 en Z/(m) :

1}

=l P—\I

L=l =] ]
NI N

{0,
{0,
{0,

* Suma:
[aly, +m [Pl = [c],, siendoc € Z talesquea + b =, c.
e Multiplicacidn:

[aly *m [Pl = [c],, siendoc € Z talesquea-b =, c.
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Facultad de Ciencias

Aritmética Modular (Congruencias) __ N MATEMATICAS

 Tablas de la sumay el producto en Z/(Z) ;

i BEEkR

0 0 1

-
-
ol
-
o
—

 Tablas de la sumay el producto en Z/(G) :

0 0

1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5
2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4
3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3
4 4 5 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2
5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 1
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Facultad de Ciencias

Ecuaciones en %/, : y MATEMATICAS

* Ejercicio 2.66: Resolver las siguientes ecuaciones n....

Solucién 1 0 1 2 3 4
_ _ _ _ 2 0 2 4 1 3
(3*5X)+52=4‘: (3*5.X)=2 = x=4 _ _ _ _ _ .
3 0 3 1 4 2

s i 0 3 3 2 1

2) (2+6x)*c4=5 Notiene solucién enZ/. :

+6
0 2 2
1 3 0
2 4 4
3 5 2
4 0 0
5 1 4
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