2.3 Leyes algebraicas de Boole.
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Si T es un conjunto fijadoy 4.B c T dos subconjuntos de 7' tenemos que
AnB, AUB, A\B y T\4 son subconjuntos de 7.

Si 4, Be(T) entonces 4B . AnB.T\4dep(T)

Podemos ver la unioén y la interseccion como operaciones en (7).
Definicion: Dados un subconjunto 4 de 7', definimos el “complementario” de

4 en T como T\4. Se denota por \ 4.

Observacién: en algunos libros se denota por A° o por 4

Teorema: Dados 4.B.C — T tenemos

.|
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Au(BuC)=(4AuB)uC Asociativa AN(BNC)=(AnB)nC
AuB=BuUA Conmutativa ANB=BnA4
AU(BNC)=(AUB)n(4wC) Distributiva AN(BuC)=(AnB)u(4AnC)
\(4uB)=(\4)~(\B) De Morgan \(4nB)=(\4)u(\B)
AuAd=4 ldempotencia AnA=A4
\\4 =4 Doble complementacion
AU(BnA) Absorcién N(Bu4)

AuD =4 AN =
AuT =T AT = 4
U(\4)= Complementacion An(\4)=2
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Demostracion: Para demostrar que £ = F hay que probar que
xeE=>xeF (esdecirque ECF)

xeF=>xeFE (esdecirque FCE)
Demostracion de que \ (4w B)=(\4)~(\B):
xe\(4dUB) > xe AUB=>xgAyxeB= xe(\A) yxe(\B) :\xe(\A)m(\B)

xe(\4)~(\B)=>xe(\4) yvxe(\B —>xgAdyxeB=>xe AuB=>xe \(4AuB
(\4)~(\B) (\4) yxe(\B) , \(4uB)

Observacion: Intuitivamente podemos ver si una propiedad es verdad en los
diagramas de Venn, pero no dan una demostracion

A

Se puede ver (aunque no demostrar) que -
\(4uUB) coincide con (\4)~(\B) (

Otra manera de demostrarlo es usando una tabla de pertenencia

Consideramos en una tabla todos los posibles casos de elementos de 7 en
funcion de si pertenecen o no a los conjuntos 4, By C.
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Ejemplo: j An(BUC)=(AnB)u(AnC)?

Codificamos con: 0=¢, 1=¢

A|B|C| 4 | BuC| An(BUC) | 4~nB | AnC | (AnB)u(4ANC)
0|00 0 0 0 0 0 0
0|l0]|1] 0 1 0 0 0 0
0|l1]0] 0 1 0 0 0 0
0|1 (1] 0 1 0 0 0 0
1|0]0 | 1 0 0 0 0 0
110 |1 1 1 1 0 1 1
1|1 ]0 | 1 1 1 1 0 1
1|11 1 1 1 1 1 1
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Mirando las columnas de An(BuwC(C) Yy (4nB)u(4AnC) comprobamos que
los elementos que pertenecen a 4~ (8w C) son los mismos que los que

pertenecena (4N B)u(AnC). Portanto An(BuC)=(4nB)u(4nC).
i (AUC)\(BuUC) :(14\3)’? Hacemos una tabla de pertenencia

4 | B | C| 4uc | BuC (4UC)\(BuUC) A\B
0|0 o0 0 0 0 0
0 | 0 1 1 1 0 0
0| 1] 0 0 1 0 0
0 | 1|1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1
1 | 0 | 1 1 1 0 1
1 [ 1|0 1 1 0 0
1 |1 |1 1 1 0 0
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4| B | Cc| 4auc | BuC (4uC)\(BuUC) A\B
00| o0 0 0 0 0
00| 1 1 1 0 0
0| 1] 0 0 1 0 0
0|1 |1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1
1 | 0|1 1 1 0 1
1 | 1] o0 1 1 0 0
1 |1 |1 1 1 0 0

Como las columnas de (4w C)\(B wC)y A\B no coinciden tenemos que

(4uC)\(BLUC)=(4\B).
Pero si es verdad que siempre que un elemento pertenece a (AuC)\(BuC)

entonces también pertenece a 4\B. Portanto (4L C)\(BUC)(4\B).
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Para cada uno de los dos apartados siguientes se pide estudiar si la igualdad L = R que se indica
(siendo L y R expresiones construidas por medio de operaciones entre tres conjuntos A, B y C) es
valida siempre, cualquiera que sean los conjuntos A, B y C. En caso afirmativo, se pide demostrarlo.
En caso negativo se pide construir un contraejemplo y razonar si alguna de las dos inclusiones L C R
o L O R es valida siempre.

a) A\(BUC)=(A\B)\C

b) (A\B)\C = A\ (B\C)

A BucC A\ (BUC()

A B A B A B
C C C
A\ B C (A\B)\C

A B A B A B




se ve que la igualdad de conjuntos A\ (BUC) = (A \ B) \ C es vélida, como demuestra la
siguiente cadena de equivalencias:

re A\ (BUCQ) reAyxedBUuC
xreEAyxedByx&lC
re€(A\B) y x¢C

z e (A\B)\C.

1111

Otra posible demostracion es mediante una tabla de pertenencias, como la siguiente, donde 1
indica que el elemento pertenece al conjunto correspondiente y 0 que no.

A[BJC[BUC]|A\(BUC)|A\B|(A\B)\C
T[1]1] 1 0 0 0
1l1]o0]| 1 0 0 0
1lo]1]| 1 0 1 0
1{ofo| o 1 1 1
0|1 |1] 1 0 0 0
ol1|0] 1 0 0 0
olo|1] 1 0 0 0
0ololo] o 0 0 0

Como todos los valores en la quinta y la séptima columna coinciden fila a fila, se tiene la
igualdad deseada.



Para cada uno de los dos apartados siguientes se pide estudiar si la igualdad L = R que se indica
(siendo L y R expresiones construidas por medio de operaciones entre tres conjuntos A, By C) es
valida siempre, cualquiera que sean los conjuntos A, B y C'. En caso afirmativo, se pide demostrarlo.
En caso negativo se pide construir un contraejemplo y razonar si alguna de las dos inclusiones L C R
o L O R es valida siempre.

a) A\(BUC)=(A\B)\C

b) (A\NB)\C = A\(B\C)

b) Dibujando los correspondientes diagramas de Venn,
se ve que la igualdad de conjuntos (A\ B)\ C = A\ (B\ C) no es valida.

A partir del diagrama construimos facilmente un contraejemplo, asignando un ntimero a cada
una de las 7 regiones como sigue:

AN (B % 0)
(A\B)\C A = {1,2,4,5}
A B B = {2,3,56)
A B a C = {4,5,6,7}

\5/ A\B = {1,4)
(1 6\ ol
. C A\B\C = {1)

A\(B\C) = {1,4,5}.




Si hacemos una tabla de pertenencias para este caso obtenemos la siguiente:

A[B[C[B\C|A\(B\C)|A\B[(A\B)\C
T[1]1] 0 1 0 0
1{1]o]| 1 0 0 0
1lol1] o 1 i 0
1{ofo| o 1 1 1
ol1]|1| o0 0 0 0
ol1]|0| 1 0 0 0
olo|1] 0 0 0 0
0lo|o0]| 0 0 0 0

en la que podemos observar que la quinta y la séptima columna no coinciden en la primera y tercera
filas.

re(A\B)\C re A\B y x¢C
xreEAyx€ByxgC
xr€e€EAyxeB
reAy x¢gB\C

re A\ (B\C)

[



Para cada uno de los dos apartados siguientes se pide estudiar si la igualdad L = R que se indica
(siendo L y R expresiones construidas por medio de operaciones entre tres conjuntos A, B y (') es
valida siempre, cualquiera que sean los conjuntos A, B y C'. En caso afirmativo, se pide demostrarlo.
En caso negativo se pide construir un contraejemplo y razonar si alguna de las dos inclusiones L C R
o L O R es valida siempre.

a) AN(B®C)=(AnNB)®(ANC)
b) AUBaC)=(AUB)® (AUO)

Solucidn:

a) Dibujamos primero los correspondientes diagramas de Venn:

A BaC AN (B&C)
A B A B A B
C C C
ANB ARC (ANB) & (ANC)
A B A B A B




Asi vemos que la igualdad de conjuntos AN (B& C) = (ANB) % (AN C) es vélida, como
demuestra la siguiente cadena de equivalencias:

reAyxeBal

z€EAy ((xeByzgC)o (x¢B y ze())
(xeAyzxzeByzgdC)o(xeAyzgByxzel)
(xe ANBy xz¢C) o (xecANC y z ¢ B)

(xe ANByxg ANC) o (x€ ANC y x ¢ ANB)
z€(ANB)®(ANC)

re An(BeC)

(R A

Otra posible demostracién es mediante una tabla de pertenencias, como la siguiente, donde 1
indica que el elemento pertenece al conjunto correspondiente y 0 que no.

A|B|C|Ba&C|ANB&C)|ANB|ANC | (ANB)®(ANC)
T[1]1] o0 0 i i 0
1l1]0] 1 1 1 0 1
1lof1] 1 1 0 1 1
1{ofo]| o 0 0 0 0
of1]|1]| o 0 0 0 0
ol1]0]| 1 0 0 0 0
olo|1| 1 0 0 0 0
olo|o| o 0 0 0 0

Como todos los valores en la quinta y la octava columna coinciden fila a fila, se ha demostrado
la igualdad deseada.



Para cada uno de los dos apartados siguientes se pide estudiar si la igualdad L = R que se indica
(siendo L y R expresiones construidas por medio de operaciones entre tres conjuntos A4, B y C) es
valida siempre, cualquiera que sean los conjuntos A, B y C'. En caso afirmativo, se pide demostrarlo.
En caso negativo se pide construir un contraejemplo y razonar si alguna de las dos inclusiones . C R
o L O R es valida siempre.

a) AN(BeC)=(ANnB)d (ANC)
b) AU(BaC)=(AUB)® (AUC(C)

b) Dibujando los correspondientes diagramas de Venn,

A BoC AU(B&C)

A B A B A B
C C C

AUB AUC (AUB)® (AU Q)

A B A B A B
C C C

se ve que la igualdad de conjuntos AU (B& C) = (AU B) $ (AUC) no es viélida.



A partir del diagrama construimos facilmente un contraejemplo, asignando un ntimero a cada

una de las 7 regiones como sigue:

A = {1,245
A B B = {2.3.5.6}
A C = {4,56,7}
AV& BaC = {2,3,4,7}

AUB = {1,2,3,4,5,6}

Ave = [L3AEET

C Au(BaC) = {1,2,3,4,5,7}

(AUB)® (AUC) = {3,7}.

La correspondiente tabla de pertenencias es la siguiente:
A|lB|C|BaC|AU(BaC)|AUuB | AUC | (AUB)&(AUC)
11111 0 1 1 1 0
11110 1 1 1 1 0
1101 1 1 1 1 0
11010 0 1 1 1 0
01111 0 0 )| 1 0
01110 1 1 1 0 1
01011 1 1 0 1 1
010]0 0 0 0 0 0

Obviamente la quinta y la octava columna no coinciden en las filas primera a cuarta.



A partir del diagrama de Venn (porque las dos regiones sombreadas en el diagrama para el lado
derecho de la igualdad propuesta también estan sombreadas en el diagrama para el lado izquierdo de

esa igualdad) o de la tabla de pertenencias (porque cada 1 en la octava columna también corresponde
a un 1 en la misma fila de la quinta columna), se puede observar que el lado derecho (AUB)& (AUC)
estd incluido en la izquierdo AU (B & C). En efecto,

re(AUB)® (AUC) (reAUB vy 2€AUC) 0o (€ AUB y x € AUC)
(xeByxdAyxgdC)o (zreCyaxdAy x¢B)
rZdAy (t€eByxgC)o (reCyx¢gB))
€Ay zeBaC

reBC

reA o xe BaC

re€AU(BaC)

(I A

Notemos que no todos los pasos son equivalencias, sino que hay algunas implicaciones, de forma que
se justifica una inclusion de conjuntos pero no una igualdad. En este ejercicio la inclusion estricta

que hemos obtenido es (AU B) ® (AUC) C AU (B® C).



Usa las leyes de Boole para demostrar las igualdades que siguen:

a) \(Au(BNnC))=(\CU\B)Nn\A
c) \MAUB)NA=ANBAB
e) \(\MAUB)U A = A.

Solucién:

a) \(AU(BNC))

\AN\(BnNC)
= (\BU\CO)N\4
= (\CU\B)n\A4

b)\(\(AUB)NC) = \\(AUB)U\C
= (AuB)U\C
= (\CUB)UA

c) \MAUB)N A = (\ANA)U(BNA)
= QU(BNA)
= ANB

d\\MuB)UB = (An\B)UB
= [(AUB)r{\BUBRB)
= (AuB)nU
= AUB

e) \N\MUB)UA = (ANn\B)u A
= A

b) \\(AuB)NC)=(\CUB)UA
d) \N\MMUB)UB=AUB

De Morgan

De Morgan y Conmutativa
Conmutativa.

De Morgan

Doble Complementacion
Asociativa y Conmutativa.

Distributiva y Conmutativa
Complementacion y Conmutativa
Conjunto vacio y Conmutativa.

De Morgan y Doble Complementacién
Distributiva y Conmutativa
Conmutativa y Complementacion

U (leyes del universal).

De Morgan y Doble Complementacion
Absorcion y Conmutativa.



Dados un conjunto A y una familia no vacia C de conjuntos, demuestra:

a) A\ (UC)=M{A\C|Cel} b) (UC)\A=U{C\A|CeCl}
c) A\ (NC) =U{A\C |C e} d) (NEO\NA=[HNC\A|C (.

Solucion:

reA z¢JC
r €A, x ¢ C para todo C € C
xr € A\C para todo C € C

x e (HA\C|C € C}.

a) x € A\(lJC)

relJC, x¢ A

r e C,paraalgin C €C, v ¢ A
x € C\A para algin C € C

xr € [ J{C\A|C € C}.

b) z € (JC)\A
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Dados un conjunto A y una familia no vacia C de conjuntos, demuestra:

a) A\ (UC)=M{A\C |CeC} b) (UC)\A=H{C\A|C e}
c) A\ (NC) =U{A\C | C e} d) (NO\NA=HC\A[CeC}.

Solucion:

c) x € A\(NC)

d) z € ((NC\A

poey 110l

reA x¢C

x €A, xd¢ C paraalgin C € C
x € A\C para algin C € C

x € [ J{A\C|C € C}.

re(C, xz¢ A
paratodo C €C, x € C, x ¢ A
x € C\A para todo C € C

r € ({C\A|C € C}.



Sean C y D dos familias no vacias de conjuntos. Demuestra las igualdades:

a) (UOUUD) ={cub|CelC,DeD}
by (UO)n(UD)=U{CnD|CecC,DeD}
¢c) (NCOOU(ND)=MN{CuD|CecC,DeD}
d (NC)N(ND)=N{CnD|CeC,DeD}
Solucién:

a) | JC = {x| z € C para algin C € C},
UD = {z| x € D para algun D € D}.

UCulUD ={z|zeC paraalgin Ce€C bz € D paraalgin D € D }
=|J{CuD|C eC, D eD}.
b) Probamos z € (JC)N (YD) <= ze({CuUD|Ce(C,D e D}.
re (O n({UD) xrelJC, xelUD
existe algin C € C tal que x € C' y existe algin D € D
tal que x € D

existe algin C' € C y algin D € D tales que x €e C N D
xelJ{CnD|CeC,DeD}.
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Sean C y D dos familias no vacias de conjuntos. Demuestra las igualdades:

a) (UCO)UUD)=U{CUD
b) UCO)n(UD)=U{CND
c) (NOUV(ND)=MCUD
d) (NC)N(P)=nCnD

¢) Probamos x ¢ ((\C)U (D) <= x¢({CUD|C eC, D e D}.

z ¢ (NC)U(ND)

CeC,DeD}
CelC,DeD}
CelC,DeD}
CelC,DeD}.

¢ C,x¢ D

existe algin C € C tal que x ¢ C'y existe algiin D € D

tal que x ¢ D

existe algin C € C y algin D € D tales que x ¢ (C U D)

xr¢({CuUD|CeCl,DeD}.

d) Claro a partir de las definiciones, como en el apartado a).



