2. CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES

2.1 Conjuntos, elementos y subconjuntos.

Un conjunto es la reunion en un todo de objetos de nuestra in-
tuicion o de nuestro pensar, bien determinados y diferenciables
los unos de los otros.

Georg Cantor (1845-1918)
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Todas las Matematicas se basan en |la teoria de conjuntos

Definicion: Un “conjunto” es una coleccion de objetos de manera que

podemos decidir si un objeto esta o no en la coleccidn.

A los objetos que pertenecen a un conjunto se les denomina “elementos” del

conjunto a € A —(a € A), se escribe a ¢ A

Ejemplo:

4={0,1}, 0e4,1cd, 2¢ 4
Conjunto universal, U
B = {alumnos de la clase}

C = {coches en Madrid} Conjunto vacio, ¢, {}

D :{{O,l},l.{lsz}}

{0,1}eD,1eD, 0¢D, 2¢D, {1,2}eD

No siempre pueden definirse los conjuntos por enumerarién de sus
elementos: R .
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Principio de extensionalidad: (A=B) ~Vx (x € A<+ x€B)
A=B<o|xed o xeB| (A #B) ~ =(A =B)

Ejemplo: {3,5.7} ={7.5,3} ={3.5,5.7}

No importa el orden, no contamos repeticiones

A veces definimos un conjunto mediante una propiedad

Principio de comprehension
Si X' es un conjunto y P una propiedad entonces S :{x e X| P(x)} es un
conjunto bien definido.
Ejemplo: (xcR/x°= -1} ={xeN/x=x+1}=¢
S ={neN|n es un cuadrado perfecto}

S, ={n €N |n es un cuadrado perfecto menor que 20}

A = {n € N/n es par menor que 12}
={neN/(Am e Z :n=2m) A (n < 12)}
= {07 2? 476987 10}
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$={0,4,9,16,25,36,.. |
S, =10,4,9,16}
Tenemos xS, = x<S. Todo elemento de S, es un elemento de §.

Definicion: Dados dos conjuntos 4 y B, decimos que 4 es un subconjunto de

B (yescribimos“4cB7)sixed—=>xeB.

Si Ac B Yy A= B decimos que A esta estrictamente contenidoen B y

escribimos 4c B.
Ejemplo: {n € N/n es par menor que 12} C {0,2,4,6,8,10} C {n€ N/nes par } CN
{nacidos en la provincia de Madrid} — {nacidos en Espaiia |

{nacidos en la provincia de Madrid} — {nacidos en Espaiia }

(ACB)~Vx (xeA—=-x€eB) (Ag B)~—-(ACB)
(AcBY~(ACB)A—~(A=B)) (AZB)~—-(ACB)
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Los conjuntos A ={a,b} v B ={b,{a,b},c} cumplen:
(a) Ac B, AC B (b) Ac B, AZ B (c) A¢ B

Solucién:

El conjunto {a, b} (que es igual a A) es un elemento de B, por lo que se cumple A € B, y (c) es
falsa.

Por otra parte, el elemento a estda en A pero no esta en B, por lo que no es cierto A C B, y (a)
es falsa.

Por tanto, la respuesta correcta es (b).

Los conjuntos A = {2,{1,2}} v B ={1,2,{1},{2},{1,2}} cumplen:
(a) Ae B,A{¢ B (b)) Ae BACB (c) A¢ B,ACB

Solucién:

El conjunto A tiene dos elementos: el nimero 2 y el conjunto {1,2}; ambos pertenecen también
a B, por lo que se cumple A C B.

Por otra parte, el conjunto B tiene cinco elementos: dos ntimeros y tres conjuntos, pero ninguno
de ellos es igual a A; por ejemplo, {1,2} # {2,{1,2}}. Por tanto, A & B.

Asi la respuesta correcta es (c).



Razona cudles de las afirmaciones que siguen son verdaderas:

a) 1€ {1}, b) {1} € {1}, c) {1} € {1},
d) {1} € {{1}}, e) {1} € {{1}}, foco,
g) 0 C {1}, h) 0 e {1}, i) {0} = 0.

Solucidén:

a) 1€ {1} es verdadero, ya que 1 es el inico elemento del conjunto unitario {1}.
b) {1} C {1} es verdadero, ya que cualquier conjunto esta contenido en si mismo.

c) {1} € {1} es falso, ya que el conjunto {1} no es un elemento del conjunto unitario {1} que sélo
tiene por elemento el 1.

{1} € {{1}} es cierto ya que efectivamente {1} es el tinico elemento del conjunto unitario {{1}}.

)
)
f) 0 C 0 es verdadero, ya que cualquier conjunto esté contenido en si mismo.
) 0 C {1} es verdadero, ya que el conjunto vacio esta contenido en cualquier conjunto.
)

1.
i) {0} = 0 es falso, porque () € {0}, pero () ¢ {0}.



Six e {{y,z},{y}}, iqué se puede asegurar?
(a) z € {y} (b)yex (c) {yyex

Solucion:

La expresion x € {{y, z}, {y}} significa que x es un elemento del conjunto {{y, z},{y}} que tiene
exactamente dos elementos. Por tanto, x es o bien el primer elemento {y, z} o el segundo elemento
{y}. Ninguno de estos dos elementos es igual a y, por lo que ninguno de los dos pertenece al conjunto

unitario {y}:
{y,2} € {y} {y} & {y}.

En consecuencia la respuesta (a) no es correcta.

En ninguno de los dos casos tenemos que {y} sea un elemento de x:

{y} € {y, 2} {y} & {y}-

Por tanto la respuesta (c) tampoco es correcta.

En cambio, el elemento y si que pertenece a 2 en ambos casos:

y € {y,2} y € {y}.

Asi la respuesta correcta es (b).



Construye dos conjuntos A, B tales que A€ By AC B.

Solucion:

Sean A =0, B = {0}.
Se verifica que A = () es un elemento del conjunto unitario {}} = B. Luego A € B.

Ademas () es un subconjunto de cualquier conjunto, por tanto A C B.



. Diagramas de Venn

Representacion geometrica de los conjuntos:

Ejemplo:

ceg A4
b,eC
Bc A4
Bc A4

(b) Ay B son disjuntos

(¢) Ay B no son disjuntos
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Proposicion: Sean 4, By C

Ac A

Ac B
BcC

AF A

J-DAQC

conjuntos, entonces

(A= B)

~Yx (x € A+ x € B)
~V¥x (xeA—>xeB)A(xe B— xeA))

~(AC B)A(BC A)

» CACU (¢, U cotas universales)
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Dar una condicion necesaria y suficiente para que dos conjuntos sean distintos.

A#B “Vz(r€e A=z € B)AVe(r € B=z € A)]
Vr(r€e A=z € B)|V[Vz(z € B= € A)] {De Morgan}
dr:-(r€e A=z e B)|V|[Iz: - (xr € B=z € A)] {Regla General}

111111

Az : = (-(z€e A)V(zeB))|V[Ex: - (—-(x € B)V(zx e A)) {Implicacién}
Az (——(z € A)AN—(x € B))|V[dz: (——(x € B)A—~(z € A))] {De Morgan}
Hr:(r € ANx ¢ B)|V[dz:(r e BNz ¢ A)] {Doble Negacion}

Dar una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto A no esté contenido en

otro conjunto B.

A¢ B

Tttt

~(AC B)

- [V (x € A= z € B)]
dz: [~ (x € A= z € B)]
dz: [ (—(x € A) V (z € B))]
Jdz : [-(z € A) A—=(x € B)]
drx:(x€ ANz ¢ B)




Demuestra que {x € Z | 2> + 2 =0} = {-1,0}.

Solucion:

Probamos los dos contenidos:

C ) Seax € {x€Z]|ax*+x =0}, entonces o debe ser solucién de la ecuacién 2 +x = 0, por lo
que z = —1 o x = 0. En ambos casos, x € {—1,0}.

D) Sea z € {—1,0}, entonces x es solucién de la ecuacién z? + x = 0, por lo que » € {z €
Z | x%2 + x = 0}.



Definicion-ejemplo:
{xeQ|x’=2}={ } =@ (“conjunto vacio”)
{xeR|x+1=0}={-1} (“conjunto unitario”)
Observacion: Cuidado con las definiciones de conjuntos dadas por una
propiedad.
Si X es un conjuntoy P una propiedad, sabemos que {xeX | P(x)} es un
conjunto (Ppio. de Comprehension)
Pero en general, {x|P(x)} no es un conjunto
- Paradoja de Russell
Consideramos la coleccion de los objetos que no son elementos de si mismos:
A={x|xex}
. Es 4 un conjunto?

¢ Para cualquier objeto, podemos determinar si es un elemento de 4 ?

Matematica Discreta



A={x|xgx}
Ae A7
Si 4 A tendriamos que 4 es un elemento de si mismo y por lo tanto, 4¢ A4.
Pero si 4¢ 4, entonces por la definicion de 4 tendriamos que 4< 4.
CONTRADICCIONT!!
Entonces 4 no es un conjunto.

Paradoja del barbero

En un pueblo el barbero afeita a todos los hombres que no se afeitan a si

mismo y solo a los que no se afeitan a si mismos. ;Quien afeita al barbero?

.|
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Axiomas de la Teoria de Conjuntos

AXIOMA DE EXTENSIONALIDAD. Dos clases, A, B, que tienen los mismos elementos,
son la misma clase. e
u'na clase

AXIOMA FORMADOR DE CLASES. Para cada férmula f(z) existe al menos
formada por todos los conjuntos que satisfacen la férmula f(z).

AXIOMA DEL PAR NO ORDENADO. El par formado por dos conjuntos es también un—

conjunto. j
AXIOMA DE REGULARIDAD. o restriccién, o también de buen fundament ) afirmia -
que para cada clase no vacia, siempre hay al menos un elemento que no contiene
otros elementos de la clase, esto es, que es disjunto con ella. TG

AXIOMA DE LA GRAN UNIGN. Si A es un conjunto, | ] a es un conjunto.
acA

AXIOMA DEL CONJUNTO VACIO. {) es un conjunto (aquel que no tiene
elemento).
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Axiomas de la Teoria de Conjuntos

AXIOMA DE INFINIDAD. Existe un conjunto A con las siguientes propiedadeM@A—
ysiz € A= zU{z} € A. (Este conjunto incluye junto con @, a {0}, {#;{0}};
{0,{0},{0,{0}}}, etc., es decir es un conjunto infinito). Este axioma asegura (a
existencia de conjuntos infinitos, en particular el conjunto N de los niimeros \ tur_ales.\

AXIOMA FUNCIONAL. Sea A un conjunto, y sea f : A — B una aplicacidn, entﬁfces ‘ B\
es un conjunto, es decir, si el dominio de definicién de una tal funcién es un conjunto,
también debe serlo el dominio de valores, lo que permitird definir una nocién de
relacion.

formado por los subconjuntos de A. (B C A es un subconjunto si sus elemeritos son

AXxioMA DEL CONJUNTO DE PARTES. Para cada conjunto A, existe un cr?ajunto
necesariamente elementos de A). . /\

Ax1oMA DE ELECCION. Dada cualquier familia no vacia de conjuntos no vac¢ios, dos
a dos disjuntos, existe, por lo menos, un conjunto que contiene un elementp y sélo
uno de cada conjunto perteneciente a la familia. - '




