2.2 Operaciones de formacion de conjuntos.

Uniones, intersecciones, diferencias.

Matematica Discreta



Definicion: Dados dos conjuntos 4 y B definimos
AUB={x|xe406xeB}, “uniéon”
AnB={x|xe dyxeB}, “interseccion”

AN\B={x|xe dyxeB}, “diferencia”

A.B A.B A |

AUB A~ B A\\B
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Ejemplo:
A={2n|neN} B={3n|neNj}
AUB={xeN:2|x 6 3|x}
AnB={xeN:2|xy3|x}={xeN:6|x}={6n|neN}
B\A4 = {x € N |x multiplo de 3 e impar}
Definicion: si 4~ B = decimos que 4 y B son “disjuntos”.
Definicion: Si el conjunto X esta formado por elementos que son a su vez

conjuntos se dice que X es una “familia de conjuntos”.
Ejemplo:
M, ={n-k|neN} = multiplos de &

F={M,|k>2}={M,M,M,,M,, }
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Definicion: si F es una familia de conjuntos definimos la “unién” e
“interseccion” de F como:

UF ={x|x e C paraalgin C € F|

NF ={x|xeC paratodo C € F}
Ejemplo: sean M, ={n-k|neN}y F={M, |k=2}={M, M, M, M., }.

Tenemos

UF=UM, =N\ {1} NF = M, ={0}

)
Definicion: si 4 es un conjunto consideramos el conjunto @(4) de todos los
subconjuntos de 4 : P(A4)={S|Sc 4}

(A4) es “partes de 4" (“potenciade 47).

Ejemplo: Si 4={1.2,3} entonces

p(4)={2,{1}.{2}.{3}.{1,2}.{1,3},{2,3},{1,2,3}}
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Definicion: (x.v) denota el “par ordenado” formado por x e y.
x = primera componente del par
v = segunda componente del par
(2.3)=(3.2) (importa el orden!)

Principio de igualdad:

(_ X,V ) = ( .\", “') o X= x', y= -\!'
Ejemplo: Los pares ordenados de humeros reales representan los puntos del
plano R”.

Definicion: dados dos conjuntos 4 y B definimos el “producto cartesiano” de
Ay B como el conjunto

AxB= {((Ib) lae A,b e B}.

Ejemplo: si L ={a.b.c} y N={15.19.21} entonces

L ><N:{(a,lS_),(a,19)._((1,21),(1),15),(b,19),(b,21),(6,15),(6,19),(6,21)}
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Observacion:

AxD =D, DxB=D, AxA=4"={(x,y)|xed,ye 4}

Analogamente tenemos “triplas“o “n -tuplas ordenadas:

f

(x,y,2)=(x",v., 2 )ox=xy=y,z==

. ! r e r . ’
(x’l"""\n): Xpseos Xy | X=X, X, =X,
Definicion: si 4,...,4 conjuntos se define
AxAyx---xA4 :{(al,...,an)la1 €A, .a, < -17,}

Ejemplo: si L={a,b.c}, N={15.19.21} y G={a, .y} tenemos

LxNxG={(a15,a).(a,19,a).(a,2L,@),(b.15.a).....(c,15.7).(c,19,7).(c.2L )}

3 “huecos” en cada tripla y 3 posibilidades por hueco: 3’ =27 elementos

|
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Dados los conjuntos A = {1,{2}}, B = {1,2,{1,2}}, enumera cada uno de los conjuntos siguientes:

a) AUB b) ANB c) A\ B d) B\ A
e) P(A) f) BN'P(A) g) Ax B h) (Ax B)Nn(B x A).
Solucion:
a) AUB={1,2,{2},{1,2}}.
b) AnB={1}.

)
c) A\ B ={{2}}.

d) B\ A={2,{1,2}}.

e) P(A)=10,{1},{{2} },{1,{2}}}-

£ BnP{4) =B

g) Ax B={(1,1},(1,2),{1,{1,2}), (12}, 1}, ({2}, 2),{42},{1.2}) -

h) Se tiene B x A ={(1,1),(1,{2}),(2,1),(2,{2}), ({1,2}, 1), ({1,2},{2})}.
Por loque (Ax B)Nn (B x A) ={(1,1)}.



Enumera los conjuntos: P(0), P(P(0)), P(P(P())), P(P(P(P(1)))).

Solucion:

P(0) = {0}.
P(P(0)) = {0,
P(P(P(0))) =
{é (P(P(D))))
{0}, {{0}}, {{{0}} }, {{0,{0} }},
{0,{0}},{0,{{0} }},{0,{0,{0}}},
{{0}, {{0}}}, {{0}},{0,{0}}},
{{{0}},{0,{0}}},
{0,{0},{{0}}},{0,{0},{0,{0}}},

10, {{0}}, 10,103} 3, {10}, {{0}}, {0, {0} } ),
{0,{0}, {{0}}, {0, {0} }}}.

D}}.
A0%, {1011, 10,{0}} }-



Sea A= {0,5} n { {0}, {{0},5} }. Entonces:
(a) A= {0} (b) A=0 (c) A={0,5}

Solucidon:

La respuesta (a) es incorrecta, ya que () es un elemento del primer conjunto, pero no del segundo,
luego no puede estar en la interseccién.

La respuesta (c) es incorrecta, por el mismo motivo que la anterior, ademas 5 tampoco esta en
el segundo conjunto.

La respuesta (b) es la correcta, ya que ningtin elemento del primer conjunto esté en el segundo,
por lo que no tienen elementos en comun.



Si A, B,C, D son conjuntos cualesquiera, (A x C) N (B x D) es igual a:
(a) (AN B) x (CND) (b) (AN % (BnD) (c) (AND) x (BNC)

Solucion:

Tenemos la siguiente cadena de equivalencias,

(a,b) e (AxC)N(B x D) (a,b) e AxC y (a,b) e Bx D
acAybeCyacBybeD
ac ANB ybeCnD

(a,b) € (AN B) x (CN D).

[



Consideremos los siguientes conjuntos de niimeros naturales: A esta formado por los multiplos de 6,
B por los multiplos de 10 y C por los multiplos de 60. Probar o refutar cada una de las siguientes

igualdades:
a) AUB=C,
b) ANB=C,
¢l A—C = B.
Solucidén:

a)

El conjunto AU B esta formado por todos los elementos de A y todos los de B, es decir, por los
nimeros naturales que son multiplos de 6 6 de 10. Entre estos tenemos los que son multiplos
de 60, pero también muchos mas, como por ejemplo 6 y 10 que no son miiltiplos de 60. Por lo
tanto, la igualdad del enunciado es falsa.

El conjunto A N B consta de aquellos elementos que pertenecen a A y a B, es decir, de los
nimeros naturales que son multiplos de 6 y también de 10. Un nimero natural es multiplo de
6 y de 10 si y solo si es multiplo de mem(6,10) = 30. Por tanto, AN B es el conjunto de los
multiplos de 30, que incluye todos los miltiplos de 60 y méas, como por ejemplo 30, 90, 150.
De nuevo, la igualdad del enunciado es falsa.

El conjunto A — C' esta formado por los elementos de A que no pertenecen a C, es decir, por los
multiplos de 6 que no son multiplos de 60, como por ejemplo de 12, 18, 24. Claramente estos
elementos no son multiplos de 10, por lo que tampoco es cierta la igualdad del tercer apartado.
En este caso, ni siquiera se tiene una inclusiéon como en los dos anteriores.



Sean A, B dos conjuntos. Demuestra que si dos cualesquiera de los enunciados siguientes son ver-
daderos, también lo es el tercero:

a) Ay B son disjuntos b) ACB c) A=10.

Solucion:

a), b) = ¢) Si x € A entonces x € B porque A C B. Por tanto x € AN B, por definicién de N,
pero AN B = (), por lo que hemos llegado a una contradiccién de suponer que existe un x tal
que x € A, luego A = 0.

a), ¢) = b) Por ¢), A = (. Esto implica que A C B, ya que el conjunto vacio esta contenido en
cualquier conjunto.

b), ¢) = a) Por ¢), A = (). Esto implica que AN B = (), ya que ningiin conjunto tiene elementos
en comun con el vacio.




Para cada k € N definimos la familia de conjuntos Ay = {{m € N | m < n} | n < k}. Definimos
ademds la familia de conjuntos B = {{m € N | m <n} | n € N}.

a) Enumera Ag, A1 v As .

b) Demuestra que A, C B, para todo k € N.
¢) Demuestra que () € Ay, para todo k € N.

Solucion:

Sea Cp, = {m € N|m < n}, conn €N, entonces Cy =0, C; ={0}, Cy ={0,1}...
Usando esta notacion, A, = {C,, |n <k}, B={C, |n € N}.

a) Por lo anterior, Ag = {{m € N|m < n}in <0} = {Co} = {0},
Ap ={0,{0}} = {Co,C1 },
AQ — {(Ba {O}a {Oa 1}} — {COaOIa 02}
h) Bea ke N, Ay = {Co.Ci, ..., Cu}, B=4C5,C4,.. ., Ok Ciyiym: -}
Sea C' € Ag, eso quiere decir que existe n, 0 < n < k tal que C = C, = {m € N|m < n}. Luego
C € B. Sin embargo, B # Ax porque Cii1={m eN|m <k+1} € B, pero Cry1 ¢ Ag.

c) Sea k € N.
A, ={Cy,C1,...,C,}, como Cy={m € N|lm < 0} =0, entonces () € A, para todo k € N.



Para cada k € N, sean Ay = {n e N|n <k} y By ={n € N|n > k}. Determina:

a) U{Ax | k € N} b) N{Ax | k € N}
c) H{ Bk | k € N} d) ({Bx | k € N}.
Solucion:

Seak eN, Ay, ={neN|n<k}, Bp={neN|n>k}.

De manera que:

Ao = {0}, A1 ={0,1}
Ba=41,2,...4, By={28,. .}
Observamos que:

Ay € A1 ... C A C Apiy1 C
Be o By ... T Bg T Bgyr D

Se tiene:

a) |JAr ={n € N| existe k € N, tal que n < k} =N,

b) N Ax = {n € N| n < k para todo k € N} = Ap ={0}.

¢c) UBr ={n € N| existe k € N, tal que n > k} = Bo =N\ {0}.
d) (\Br = {n € N| n > k, para todo k € N} = ().




DEFINICIONES DE OPERACIONES DERIVADAS:

Se pueden definir a partir de otras operaciones sobre conjuntos ya
definidas.

DEF:

Dados dos conjuntos A y B, su diferencia simétrica , A® B, es el
conjunto formado por los elementos de A que no pertenecen a B y los de
B que no pertenecen a A.

AD B ={x/((xe A)A(x ¢ B))V((xeB)A(x¢A));

Como operacion derivada:

A® B =(A\B)U(B\A)
ALGUNAS PROPIEDADES DE )

Prop.: Dados dos conjuntos cualesquiera A, B se tiene:
@ Conmutatividad A B=B® A
QO AD(AB A=A
@ Asociatividad A (B C)=(Ad B)d C
Q ApB=(AUB)\(ANB)






