2.4 Relaciones

Las matematicas aparecen como la ciencia que estudia las rela-
ctones entre ciertos objetos abstractos.

Emile Borel
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Relacion

Sean los conjuntos Ay, As, ..., A,. Una relacion % sobre Ay X Ay X --- X A,, es cualquier subconjunto
de este producto cartesiano, es decir,

X C Al x Ay x --- X A,

Si Z = (), llamaremos a %, la relacién vacia.
Si #=A; X Ay x --- x A,,, llamaremos a Z la relaciéon universal.
Si A, = A, Vi=1,2,...,n, entonces Z es una relacion n-aria sobre A.

Si n = 2, diremos que # es una relaciéon binaria y si n = 3, una relacion ternaria.

Igualdad de Relaciones

Sean %1 una relacion n-aria sobre Ay X Ao X---x A, y %o una relacion n-aria sobre By X Bao X - -+ X By,.
Entonces %1 = %5 si, y solosin=myA; =B;, Vi=1,2,...,ny%, y %> son conjuntos de n-tuplas
ordenadas iguales.



Relaciones Binarias

Ejemplo: la relacion “Alfredo es profesor de Oscar” se puede representar como
un par ordenado (Alfredo,(')scar) del producto cartesiano
{profesores CES} x {alumnos CES} .
Esto es un ejemplo de relacion binaria (entre elementos de dos conjuntos).
Definicion: dados 4.B conjuntos, una “relacién binaria” entre 4 y B es un
conjunto Rc AxB.
Si ae 4y be B estan “relacionados”, es decir si (a.b) s R escribimos aRbD.
Ejemplo 1: 4=B={2.3,4.6} (“relacién binaria sobre 4”).
XRy © x|y
R={(2.2).(2,4).(2,6).(3.3).(3.6).(4.4).(6.6)}
Ejemplo 2: relacidon binaria sobre IN (relacion de orden)
XRy & x<y

R={(x.y)eNxN|x<y}={(0.1).(0.2),...(12),(13).(L4)....}
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a=,b
Ejemplo 3: congruencia médulo 5 1) amédm = bmbddm
2) m|b —a
X,yeEZ xRy x=y 3) dkeZ:b=a+k-m

R={(x.y)eZ’|x—y multiplo de 5} ={(0.0).(0.5)....(11).(L6).(L11)....}

Definicion: Si R — AxB es una relacion binaria
dom(R)={a e A|aRb para algin b € B} (“dominio de R”)
ran(R)={b e B|aRb para algin a € 4} (“‘rango de R”)

Observacion: dom(R)c A, ran(R)< B S S S S T
| | BEEEEEEEE
Ejemplo: ‘4 — {34.5.6} , B — {2’3’4.‘ 5} .......... ...... 5 ......... .......... ......... . ....... , ........ . .........
A T - J0008 0 S U T

aRb = a<b

(]OIII(R)Z {34‘5} (proyeCCién de R sobre A) .......... ...... 2 JUPUOPUNE SOPURPUOOS UUUUUUOE AURTURTUN PUUPUOPON: SUSUTOIY- SOPTUPOOPE SRR

) S Y

ran(R)={3,4,5} (proyeccién de R sobre B)
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Z={(x,y) e RxR:|z|+ |y| =1}

] +Jy| =1



Ejemplo: M ={madrilefios}, aRb < a es tio de b
dom(R )= los madrilefios que son tios de madrilefios
ran(R)= los madrilefios que son sobrinos de madrilefios
Definicion: Sean R AxB y S c AxB dos relaciones binarias.
RS c AxB (“unién”)
RS c AxB (“interseccion”)
\R =(A4xB)\R (“complemento”)
Ejemplo: sea R = “ser primo de”, § = “ser vecino de”
RS = ser primo o vecino de: x(RwS)y < x es primo o vecino de v
R~ S =serprimoy vecino de: x(RnS)y < x es primo y vecino de y
\R = NO ser primo de: \(\R) v < x NO es primo de y
\S =NO ser vecino de: x(\S )1 < x NO es vecino de y
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Definicion: si R — 4x B es una relacion se define la “inversa” de R como

R ={(y.x)eBx4

(x.y)€R}.

Tenemos yR™'x < xRy .

Si RcAxB y S c BxC son dos relaciones, se define la “composicion” o
“producto”de R y § como

R-S={(a,c)e AxC|existe b € B tal que (a.b) € R.(b.c)e S}.
Tenemos a(R-S)c < 3be B t.q. aRb,bSc
Se define la “identidad” sobre X como id, :{(.\‘,.\')eXx‘k’|xeX}

Ejemplo 6: si tenemos relaciones R y S dadas por:

xRy & x es hermano de y

xSy < x es padre o madre de y

¥(R-S)y < 3z t.q. xRz, zSy < x hermano de z, z padre o madre de y = x tiode y

xS7'y © ySx < y padre o madre de x < x hijo o hijade y
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Proposicion: sean Rc AxB, ScBxC y I — CxD tres relaciones. Entonces

(@) R'cBxA, R-ScAxC

(b) (R-S)-T=R-(S'T)

(€) id,-R=R-idy

(d) (R-S) =s"-R™
Demostracion:

(d) x(R-S)" y= y(R-S)s &= yRz,z5x = -

R :R'l_\f, xStz xSz, :R'l_v X (S - -R'l)}-’
Definicidn: si, R — 4, x---x 4, definimos que es una relacion “» -aria”
Ejemplo: relacion ternariaen Z:
(x.v.z)eR< z=mcd (x.y)

/Ay AN
RCZXZXZ
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Ejemplo: la informacion
numero de vuelo + aeropuerto de partida + hora de salida

es un elemento de una relacion ternaria.

Es un ejemplo de base de datos relacional.
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Matriz de una Relacion
Dados dos conjuntos finitos, no vacios,
A=1ai,89:::0m} 4 B={b1;b5,5--: b5}
y una relacion % cualquiera de A a B, llamaremos matriz de % a la matriz booleana siguiente:
1, si(a;,b;) e Z
0, si(a;,b;) ¢ %

Mo = (ri;) : riy = {
dondei=1,2,...... JRe =12 o
Ejemplo 6.6 Sea A =1{1,2,3,4} y definimos la relacién
a#Zb <= b es miltiplo de a, Va,be A
Calcularemos la matriz de la relacion Z.
Solucién

La relacion vendra dada por el conjunto
X = {(1= 1% (1,2), (1,3), (1,4), (2,2),(2,4), (3,3). (4, 4)}

y la. matriz sera, por tanto,

1 1 i T

.l o101
Me = g @ 1 8
0 0 0 1

Dom (%) = {1,2,3,4} e Img (%) = {1,2.3,4}



Grafo Dirigido de una Relaciéon

Ejemplo 6.7 En la figura mostramos una representacion grafica del digrafo D = (A, %), siendo A el

conjunto {a,b,c,d} v Z = {(a,a), (a,c), (b,c)}.

e
S

Bucle

e ............-.




Ejemplo 6.8 Representar graficamente el digrafo D = (Z7, %), donde Z es la relacién definida sobre
el conjunto de los ntimeros naturales consistente en todos los pares de ntmeros de la forma (x, x + 2).

Solucién

Z={(z,c+2):z€Z"}

Ejemplo 6.8

Como Z* es un conjunto infinito, en la figura hemos hecho un diagrama que, necesariamente, es incom-
pleto.



ALGUNAS PROPIEDADES DESTACABLES QUE PUEDEN CUMPLIR
LAS RELACIONES BINARIAS SOBRE UN CONJUNTO A

DEF:
Sea R C A x A; decimos que R es

@ reflexiva sii Vxe A xRx

antirreflexiva sii Ax € A xRx

simétrica sii Vx,y € A xRy — yRx
antisimétrica sii Vx,y € A (XRy AyRx — x = y)
transitiva sii Vx,y,z€ A (xXRy A yRz — xRz)

conexa sii Vx,y € A, x# vy, se cumple (xRy) V (yRx)




Reflexividad

Z es reflexiva <= Va (a € A = aZa)

A={1,2,3,4y Z = {(1,1),(1,2),(2,2), (3,3), (3,2), (4,4)}

Mg =

o0 o -
O = = =
o= O
o i e s as

Simetria

X es simétrica <= Va,b € A (a#Zb— bZa)

Sea A ={1,2,3,4} y Z = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2), (3,3)}

2 o4 Mo =

o O et
O = O
O = = O
= O &



Antisimetria

X es antisimétrica <= Va,b € A(aZb N b#a —> a = b) 1 )
Sea A = {1,2,3,4} y sea Z = {(1,2),(2,2),(3,4),(4,1)}

Mg =

e D
SO ==
s M s W e S |
@) % (=] =

Transitividad

Z es transitiva <= Va,b,c € A(aZb N b%c = aZc)

Sea A =41,23.4) ¥ @— {1 2):11,3) [1:4), 12,3}

Mg =

< s s
o O =
OO =
e (=l dem) |




Ejemplo 6.22 Dibujar el digrafo de las relaciones siguientes:

(a) La relacion Z = {(1,2),(2,1),(3,3),(1,1),(2,2)} definida en el conjunto A = {1, 2, 3}.
(b) La relacién £ = {(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)} definida en A = {1,2,3,4}.

(¢) La relacién £ sobre el conjunto A = {1,2,3,4} definida por 22 > y.

Solucion




Ejemplo 6.24 Escribir la relacion cuyos digrafos son los de la figura siguiente, como conjunto de pares
ordenados.

Solucion

- {(aa b) ((L, C), (b* d)? (b" CL), (C, d)" (C? C)}
={(1,1),(2,2),(3,3),(3,5),(4,3), (4,4),(5,4)(5,5) }

= {(b,¢),(c,b),(d,d)}



Ejemplo 6.20 Sca Z = {(a,b),(a,c),(b,c),(a,a),(b,b)} una relacion definida en A = {a, b, c¢}. Decir

que propiedades tiene, dibujar un digrafo de la misma y escribir su matriz.

Mye =

an Jian RS
ol
O =




Z = {(a,b), (a,c), (b,c),(a,a),(b,b)} una relaciéon definida en A = {a,b,c}

Soluciéon

— No es reflexiva, ya que (c,c) ¢ Z
— No es simétrica, ya que por ejemplo (a,b) € Z y, sin embargo (b,a) ¢ Z.

— Es antisimétrica. En efecto,

a#bybZa
aFcyafb
bLoye#b

luego,

Ve,ye A(lc £y =%y V y%Z )

y, por tanto, Z es antisimétrica.

— Es transitiva, ya que
Va,y,2 € A(x%y N\ y#z2 — tHz)



Ejemplo 6.17 Estudiar las propiedades de las relaciones definidas en el conjunto A = {1, 2,3} cuyos
digrafos son los de la figura siguiente.

Solucidn

(a) Z, es la relacion de igualdad sobre A. Es reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.
(b) %> es simétrica. No es reflexiva, ni antisimétrica, ni transitiva.

(c) La relacion %5 es antisimétrica y transitiva. No es reflexiva, ni simétrica.



Ejemplo 6.17 Estudiar las propiedades de las relaciones definidas en el conjunto A = {1,2, 3} cuyos
digrafos son los de la figura siguiente.

(d) La relacion Z4 es la relacion vacia. Es simétrica, antisimétrica, y transitiva, pero no es reflexiva.

(e) %5 es la relacion universal. Es reflexiva, simétrica y transitiva, pero no es antisimétrica.



Sea A ={a,b,c} y R={(c,c),(a,b), (b,c), (a,c), (¢,b), (b,b)}. { Cual de las siguientes afirmaciones
es cierta?’
(a) R es reflexiva (b) R es simétrica (¢) R es transitiva

Solucion:

a) Falsa. Contraejemplo: (a,a) ¢ R.
b) Falsa. Contraejemplo: se cumple (a,b) € R pero (b,a) ¢ R.

c) Cierta. Todo los pares de la forma (z,y) € R, (y,2) € R verifican (x, z) € R. Para comprobarlo
vamos a ver cules son estos pares:

e (¢,c) € R, (c,c) € Ry se cumple (c,c) €
e (a,b) € R, (b,c) € Ry se cumple (a,c) €
e (a,b) € R, (b,b) € Ry se cumple (a,b) €
e (b,c) € R, (¢,c) € Ry se cumple (b,c) €
o (b,c) € R, (¢,b) € Ry se cumple (b,b) €
e (a,c) € R, (¢,c) € Ry se cumple (a,c) € R.
e (a,c) € R, (¢,b) € Ry se cumple (a,b) €
o (¢,b) € R, (b,c) € Ry se cumple (¢, c) €
e (¢,b) € R, (b,b) € Ry se cumple (c,b) €



En el conjunto N\ {0} de los niimeros naturales positivos definimos la relacién
Z Ry <> gsr mcd(z,y) =1

;, Cual de las siguientes afirmaciones es cierta?

(a) R es reflexiva (b) R es simétrica (¢) R es transitiva

Solucion:

Segun la definicion de R, dos nimeros naturales positivos estan relacionados si y solo si son
primos entre st.

a) Falsa. Esta relacion no es reflexiva pues med(xz,x) = 1 si y solo si # = 1. Contraejemplo:
med(42,42) = 42 # 1.

b) Cierta. ST que es simétrica porque por definicién la operacion del maximo comun divisor es
conmutativa, es decir , med(z,y) = med(y, x) y por tanto med(z,y) = 1 <= med(y,z) = 1.
Esto justifica que la respuesta correcta es (b).

¢) Falsa. Tampoco es transitiva, pues xRy, yRz # xRz. Contraejemplo, med(4,7) = 1y med(7,2) =
1, pero mecd(4,2) = 2 # 1.



Definimos una relacién F' = {(z,y) € Nx N | 2x 2z 4+ y = 16}. ; Cudl de las siguientes afirmaciones
es cierta?

(a) dom(F) ={n € N| n > 16}

(b) ran(F) ={ne N |0 <n <28}

(c) FoF=1{(4,0),(5,4),(6,8),(7,12),(8,16)}

Solucidn:

La relacion F' es de hecho una funcion parcial de N en N que podemos definir mediante la férmula
F(xz) =16 — 2 %z, obtenida al despejar y en la expresion del enunciado.

No es una funcién total porque la expresion 16 — 2 * x da un nimero negativo cuando x > 8. De
aqui, dom(F) = {n € N|n <8} y podemos descartar la respuesta (a).

Por otra parte, el rango de F' esta formado por los 9 valores obtenidos al sustituir los valores
de 0 a 8 en lugar de = en la expresion 16 — 2 x 2, como se describe en la parte de la izquierda del
siguiente diagrama. Por esta razén descartamos la respuesta (b), segin la cual ran(F') tendria 29
valores.

0 — 16
1 — 14
2 — 12
3 — 10
4 — 8 — 0
5 — 6 — 4
6 — 4 — 8
7T — 2 — 12
g8 — 0 — 16

Finalmente, el diagrama anterior completo ilustra la composicién de F' consigo misma, obteniendo
que F o F' es una funcion parcial de N en N cuyo dominio son los nimeros del 4 al 8 y cuyos pares
estan dados por {(4,0), (5,4), (6,8),(7,12),(8,16)}. Esto justifica que (c) es la respuesta correcta.



Sea R una relacion definida sobre Ny como:
TRy <> dqef x| y

Estudia en cada caso qué propiedades cumple la relacion, considerando reflexividad, simetria y
transitividad.

Solucion:

. Reflexiva. Si.

Para todo & € Ny se cumple x = 1 %z, por lo que z | x y por tanto x R .

n Simétrica. No.
Contraejemplo: se cumple 2 R6 porque 2 | 6 pero no 6 R 2 porque 6 no divide a 2.

» Transitiva. Si.
Tenemos que comprobar que si a, b, ¢ € Ny verifican a | by b | ¢, entonces a | c.

De a | b tenemos b = ki * a para algin ky € Z, de b | ¢ que ¢ = ks x b para algin ks € Z, y
sustituyendo b por (kq * a) en ésta tltima: ¢ = ko * (k1 * a) = (ko * k1) % a, lo que prueba a | c.



Sea R una relaciéon definida sobre Ny como:

TRy <aes x|y, x#y
Estudia qué propiedades cumple la relacion, considerando reflexividad, simetria y transitividad.

Solucion:

= Refleriva. No.
Contraejemplo: No se cumple 1 R1 porque no es cierto que 1 # 1.

m Simétrica. No.

Contraejemplo: se cumple 2 R6 porque 2 | 6,2 # 6, pero no se cumple 6 R 2 porque 6 no divide
3 2.

m Transitiva. Si.

Sean a, b, c € Ny tales que a | b con a # b, b Rc con b # c. Hay que probar que entonces a | ¢
COn @ £ e

Ya hemos visto en el apartado anterior que de a | b, b | ¢ se tiene a | ¢. Falta por comprobar
que de a # b, b # c se tiene a # c¢. Lo hacemos por reduccion al absurdo, viendo que a = c lleva
a una contradiccion con las hipdtesis. En efecto, si a = ¢, como sabemos que a | b tenemos ¢ | b,
y de ¢ | b junto con la hipotesis b | ¢ llegamos a b = ¢, pero esto es una contradiccién con la
hipétesis b # ¢, por lo que debe ser a # c.



Sea R una relacion definida sobre Ny como:

Y =gy B LY

Estudia qué propiedades cumple la relacion, considerando reflexividad, simetria y transitividad.

Solucion:

m Refleriva. No.
Contraejemplo. No se cumple 1 R 1 porque no se tiene 1 # 1.

= Simétrica. Si.
Si x Ry debe ser = # 1y, que es lo mismo que escribir y # x es decir y R z.

s Transitiva. No.
Contraejemplo: Se verifican 2 R4 v 4 R 2, pero sin embargo no se cumple 2 R 2.



Sea R definida sobre N; como:
:E’Ry def T < y2

Estudia qué propiedades cumple la relacion, considerando reflexividad, simetria y transitividad.

Solucion:

s Refleriva. No.
Contraejemplo: No se verifica que 1 < 12 por lo que no se cumple 1 R 1.

s Simétrica. No.
Contraejemplo: Se cumple 1 < 22 pero no 2 < 12.

= Transitiva. No.
Contraejemplo: Se verifica 8 < 32 y 3 < 22, pero no 8 < 2°.



Sea R definida sobre Ny como:
tRy <= def Yy —  + 2 es un nimero primo

Estudia qué propiedades cumple la relacion, considerando reflexividad, simetria y transitividad.

Solucion:

s Refleriva. Si.

Para todo x € Ny se tiene que x — x4+ 2 = 2, y 2 es un nimero primo.

m Simétrica. No.

Contraejemplo: tomando a = 3,b = 2 tenemos que a Rb (a — b+ 2 = 3, y 3 es un numero
primo), pero no se cumple b Ra porque b —a+ 2 =1y 1 no es un nimero primo.

m Transitiva. No.
Contraejemplo: tomando a = 6,b = 5,¢ = 4 tenemos a Rb porque a — b+ 2 = 3, que bRc
porque b —c+ 2 =3, perono a Rc¢ porque a —c+ 2 =4y 4 no es primo.



Sea R una relacion definida sobre Ny como:
TRy <= 4ef |y — x| + 2 es un nimero primo

Estudia qué propiedades cumple la relacion, considerando reflexividad, simetria y transitividad.

Solucion:

= Refleriva. Si.
Para todo x € N; se tiene que | z — 2 | +2 = 2, y 2 es un nimero primo.

m Simétrica. Si.
Sean a,b tales que alRb. Entonces | a — b | +2 es un nimero primo y por las propiedades del
valor absoluto: |a —b| +2 =|b—a | +2 por lo que se cumple b R a.

= Transitiva. No.
Contraejemplo: el mismo del apartado anterior.



Enumera el conjunto formado por todas las relaciones binarias sobre el conjunto {0, 1}. Determina
cuales son reflexivas, cuales son simétricas y cuales son transitivas.

Solucion:

Una relacién binaria sobre A = {0,1} es cualquier subconjunto R C A x A, o dicho con otras
palabras cualquier elemento de R € P(A x A). Se tiene que A x A tiene 4 elementos

A x A={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

por lo que P(A) tendrd un total de 24 = 16 elementos.

Vamos a ver en una tabla qué propiedades cumple cada una de estas 16 relaciones binarias:

Reflexiva Simétrica Transitiva
0 No Si Si
{(0,0)} No il Sl
{(0,1)} No No St
{(1,0)} No No S1
{(1,1)} No B1 a1
{(0,0), (0,1)} No No Si
{(0,0),(1,0)} No No St
{(0,0),(1,1)} Si B Si
10,1),(1,0)} No Si No
1(0,1),(1, 1)} No No ST
11,0}, (1, 1)} No No Si
B0, L1, No Si No
,0),(0,1), (1, Si No Sl
A L0 LT Si No Si
1), (1;0); (1, No Si No
.0 a0 R Si Si Si

Por ejemplo el conjunto vacio es una relaciéon binaria simétrica porque verifica que para todo
par a R b existe el simétrico b R a por no existir a R b. Puede ayudar a entenderlo pensar que no es
posible encontrar un contraejemplo.



