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• La relación 𝑅 ⊆ 𝐴 × 𝐴 es un orden (parcial) si y solo si 𝑅 cumple las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

ANTISIMETRICA ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑦 ∧ 𝑦 𝑅 𝑥 ⟹ 𝑥 = 𝑦 ≡
¬ ∃ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑦 ∧ 𝑦 𝑅 𝑥 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦 ≡
∄ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑦 ∧ 𝑦 𝑅 𝑥 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦

• La relación 𝑅 ⊆ 𝐴 × 𝐴 es un orden total (o lineal) si 𝑅 es un orden y cumple la propiedad
conexa.

CONEXA ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑥 𝑅 𝑦 ∨ 𝑦 𝑅 𝑥 ≡
¬ ∃ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑦 ∧ 𝑦 𝑅 𝑥 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦 ≡
∄ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑦 ∧ 𝑦 𝑅 𝑥 ∧ 𝑥 ≠ 𝑦

• Los órdenes se representan por⊑.

• La relación 𝑅 ⊆ 𝐴 × 𝐴 es un orden estricto si y solo si 𝑅 cumple las propiedades antirreflexiva
y transitiva.

ANTIRREFLEXIVA ∀ 𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑥 ≡
¬ ∃ 𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑥 ≡
∄ 𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 𝑅 𝑥

Relaciones de Orden (repaso)
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• La relación 𝑅 ⊆ 𝐴 × 𝐴 es un orden estricto total (o lineal) si 𝑅 es un orden y cumple la
propiedad conexa.

• Los órdenes estrictos se representan por⊏.

• Todo orden parcial ⊑ tiene asociado un orden estricto ⊏, y viceversa:

𝒙 ⊏ 𝒚⟺ 𝒙 ⊑ 𝒚 ∧ 𝒙 ≠ 𝒚
𝒙 ⊑ 𝒚⟺ 𝒙 ⊏ 𝒚 ∨ 𝒙 = 𝒚

• El par 𝐴,⊑ se denomina conjunto (parcialmente) ordenado.

• El par 𝐴,⊏ se denomina conjunto estrictamente ordenado.

Conjuntos Ordenados (repaso)
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• Sean 𝐴,⊑! y 𝐵,⊑" dos conjuntos ordenados, y sea 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 una función.

𝑓 es monótona si se cumple la siguiente propiedad:

∀ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨 ∶ 𝒙 ⊑𝑨 𝒚 ⟹ 𝒇 𝒙 ⊑𝑩 𝒇 𝒚

Por ejemplo, sea 𝒫 ℤ ,⊆ el conjunto ordenado, y 𝑓 ∶ 𝒫 ℤ ⟶ 𝒫 ℤ la función

𝑓 𝑋 = 𝑥% | 𝑥 ∈ 𝑋

La función 𝑓 sí es monótona respecto al orden⊆ :

∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒫 ℤ ∶ 𝑋 ⊆ 𝑌 ⇒ 𝑓 𝑋 ⊆ 𝑓 𝑌

En efecto: sea 𝑥′ ∈ 𝑓 𝑋 . Por definición de 𝑓, existe 𝑥 ∈ 𝑋 tal que 𝑥′ = 𝑥%. Como 𝑋 ⊆ 𝑌 y
𝑥 ∈ 𝑋 se cumple que 𝑥 ∈ 𝑌. Por tanto, 𝑥% ∈ 𝑓 𝑌 , y como 𝑥% = 𝑥′, se cumple que 𝑥& ∈ 𝑓 𝑌 .

El recíproco de esta implicación no es cierto: sea 𝑋 = −2, 3 e 𝑌 = −4, 2, 3 . Se cumple

𝑓 𝑋 = 4, 9 ⊆ 4, 9, 16 = 𝑓 𝑌

Sin embargo, 𝑋 ⊈ 𝑌.

Funciones que preservan el orden
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• 𝑓 preserva el orden si se cumple la siguiente propiedad

∀ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨 ∶ 𝒙 ⊑𝑨 𝒚 ⟺ 𝒇 𝒙 ⊑𝑩 𝒇 𝒚

La función 𝑓 del ejemplo anterior no preserva el orden ⊆.

Para el conjunto ordenado ℕ,≤ , la función 𝑓 ∶ ℕ ⟶ ℕ definida por 𝑓 𝑥 = 𝑥% sí preserva
el orden ≤ :

𝑥 ≤ 𝑦 ⟺ 𝑥% ≤ 𝑦% para todos 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ

Sin embargo, la función 𝑓 no es biyectiva.

• 𝑓 es un isomorfismo de orden si 𝑓 preserva el orden y es biyectiva.

La función 𝑓 del ejemplo anterior no es un isomorfimo de orden, pues no es biyectiva.

Otro ejemplo: sean los conjuntos ordenados 𝐴,≤ y 𝐵,≤ , donde 𝐴 = 𝑛 ∈ ℕ | 𝑛 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟
y 𝐵 = 𝑛 ∈ ℕ | 𝑛 𝑒𝑠 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 . La función 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 tal que 𝑓 2𝑛 = 2𝑛 + 1 sí es biyectiva:

Existe 𝑓'( ∶ 𝐵 ⟶ 𝐴, dada por 𝑓'( 2𝑛 + 1 = 2𝑛

Además, 𝑓 preserva el orden: 2𝑛 ≤ 2𝑛& ⟺ 2𝑛 + 1 ≤ 2𝑛& + 1⟺ 𝑓 2𝑛 ≤ 𝑓 2𝑛′ .

Por tanto, 𝑓 sí es un isomorfismo de orden entre 𝐴,≤ y 𝐵,≤ .

Funciones que preservan el orden
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Otro ejemplo:

Sea 𝑓 ∶ ℤ ⟶ ℤ la función 𝑓 𝑛 = 𝑛 + 1, definida en el conjunto ordenado ℤ,≤ .

𝑓 sí es una función biyectiva, pues existe su inversa 𝑓'( 𝑛 = 𝑛 − 1.

Además, 𝑓 preserva el orden:

𝑛 ≤ 𝑛& ⟺ 𝑛+ 1 ≤ 𝑛& + 1⟺ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑓(𝑛&), para todos 𝑛, 𝑛′ ∈ ℤ.

Por tanto, 𝑓 sí es un isomorfismo de orden entre ℤ,≤ y ℤ,≤ .

• 𝑓 es un automorfismo en 𝐴,≤ si 𝑓 es un isomorfimo de orden entre 𝐴,≤ y 𝐴,≤ .

Por ejemplo, la función anterior 𝑓 ∶ ℤ ⟶ ℤ, definida por 𝑓 𝑛 = 𝑛 + 1, es un automorfismo
en ℤ,≤ .

Funciones que preservan el orden
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Funciones que preservan el orden
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• Sea 𝐵,⊑" un conjunto parcialmente ordenado y 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 una función (total) inyectiva.
Definimos una relación binaria 𝑅) en 𝐴:

𝑥 𝑅) 𝑦 ⟺ 𝑓 𝑥 ⊑" 𝑓 𝑦

a) Demuestra que 𝑹𝒇 es una relación de orden en 𝑨.

𝑹𝒇 es reflexiva: ∀ 𝒙 ∈ 𝑨 ∶ 𝒙 𝑹𝒇 𝒙

𝑥 𝑅) 𝑥 ⟺ 𝑓 𝑥 ⊑" 𝑓 𝑥 se cumple, pues ⊑" es un orden parcial (es reflexivo) y 𝑓 𝑥 ∈ 𝐵.

𝑹𝒇 es antisimétrica: ∀ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨 ∶ 𝒙 𝑹𝒇 𝒚 ∧ 𝒚 𝑹𝒇 𝒙 ⟹ 𝒙 = 𝒚

𝑥 𝑅) 𝑦 ⟺ 𝑓 𝑥 ⊑" 𝑓 𝑦
𝑦 𝑅) 𝑥 ⟺ 𝑓 𝑦 ⊑" 𝑓 𝑥

Como ⊑" es un orden parcial (es antisimétrico) y 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 ∈ 𝐵, se cumple 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 .
Como 𝑓 es una función inyectiva: 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 ⟹ 𝑥 = 𝑦.

𝑹𝒇 es transitiva: ∀ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨 ∶ 𝒙 𝑹𝒇 𝒚 ∧ 𝒚 𝑹𝒇 𝒛 ⟹ 𝒙𝑹𝒇 𝒛

𝑥 𝑅) 𝑦 ⟺ 𝑓 𝑥 ⊑" 𝑓 𝑦
𝑦 𝑅) 𝑧 ⟺ 𝑓 𝑦 ⊑" 𝑓 𝑧

Como ⊑" es un orden parcial (es transitivo) y 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 , 𝑓 𝑧 ∈ 𝐵, se cumple 𝑓 𝑥 ⊑" 𝑓 𝑧 .
Por tanto: 𝑓 𝑥 ⊑" 𝑓 𝑧 ⟺ 𝑥 𝑅) 𝑧.

Ejercicio (examen enero 2020)
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Diagramas de Hasse (repaso)
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b) Considera el conjunto 𝑩 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟑𝟎, 𝟒𝟐, 𝟐𝟏𝟎 , ordenado por la relación de divisibilidad.
Tomamos 𝑨 = 𝟏, 𝟐, 𝟐𝟗, 𝟒𝟏, 𝟐𝟎𝟗 y definimos la función 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 tal que 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1.
Dibuja el diagrama de Hasse de 𝑨,𝑹𝒇 .

La función 𝑓 es un isomorfismo de orden entre 𝐴, 𝑅) y 𝐵, | , pues es biyectiva y preserva
el orden:

𝒙 𝑹𝒇 𝒚 ⟺ 𝒇 𝒙 𝒇 𝒚 ⟺ 𝒙+ 𝟏 𝒚 + 𝟏

Ejercicio (examen enero 2020)
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Elementos Extremos y Extremales
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c) Determina los elementos extremales (maximales y minimales) y elementos extremos (máximo
y mínimo) de 𝑨,𝑹𝒇 .

Maximales: {209}
Minimales: {1,2}

Máximo: 209
Mínimo: NO HAY

Ejercicio (examen enero 2020)
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Órdenes Bien Fundamentados
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• Un orden parcial ⊑ sobre un conjunto 𝐴 es bien fundamentado si para todo 𝑺 ⊆ 𝑨 no vacío,
existe algún elemento minimal:

⊑ está bien fundamentado ⟺ No puede formarse ninguna sucesión infinita decreciente
𝒔𝟎 ⊐ 𝒔𝟏 ⊐ 𝒔𝟐 ⊐ 𝒔𝟑 ⊐ ⋯ ⊐ 𝒔𝒊 ⊐ 𝒔𝒊0𝟏 ⊐ ⋯

• Un orden lineal bien fundamentado se denomina buen orden.

• Ejemplos

1) La relación de orden≤ sí es un buen orden sobre ℕ, pero no es un buen orden sobre ℤ,ℚ yℝ:

2 > 1 > 0 > −1 > −2 > ⋯ (sucesión infinita decreciente)

2) La relación de orden≤ no es buen orden sobre el conjunto 𝐴 = 𝑥 ∈ ℚ | 𝑥 ≥ 0 :

𝑆 = (
%!

| 𝑛 ∈ ℕ ⊂ 𝐴 no tiene elemento minimal, pues 0 ∉ 𝑆.

No es un orden bien fundamentado, aunque sí es total.

3) La relación de orden⊆ sobre 𝒫 ℕ no está bien fundamentada:

ℕ ⊃ ℕ ∖ 0 ⊃ ℕ ∖ 0,1 ⊃ ⋯ (sucesión infinita decreciente)

4) La relación de orden⊆ sobre ℱ = 𝑋 ∈ 𝒫 ℕ | 𝑋 𝑒𝑠 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜 sí es un orden bien fundamentado,
pero no es total, luego no es un buen orden.



Supremos e Ínfimos (repaso)
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Retículos
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Ejemplos
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Ejemplos
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Retículos
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Retículos
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Álgebra de Boole
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Álgebra de Boole
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