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Facultad de Ciencias

Relaciones de Orden (repaso)

e Larelacion R € A X A es un orden (parcial) si y solo si R cumple las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

ANTISIMETRICA  Vx,y €A: ((xRy AYRx) = (x = ))
- (3x,y €EA:(xRy AYRXxAX %))
Ax,y€A :(xRy A YyRxAx #Y)

* Larelacion R € A X A es un orden total (o lineal) si R es un orden y cumple |la propiedad
conexa.

CONEXA Vx,yEA:((x#y)=> xRy VyRx))

—(3x,yEA: (x Ry AYRXAX %))
Ax,yEA: (XRYy ANYRXAX #y)

* Los drdenes se representan por C.

e Larelacion R € A X A es un orden estricto si y solo si R cumple las propiedades antirreflexiva

y transitiva.
ANTIRREFLEXIVA Vx€EA: xRX =
- (Ax€A:xRx) =
Ax€EA:xRx
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. / & Facultad Facultad de Ciencias
Conjuntos Ordenados (repaso) (Q,/) e ormitica MATEMATICAS

e La relacion R € A X A es un orden estricto total (o lineal) si R es un orden y cumple la
propiedad conexa.

* Los dérdenes estrictos se representan por .
 Todo orden parcial = tiene asociado un orden estricto , y viceversa:

XCYySxXxEyAx+FYy
XEyeoSxoCcyvx=y

* Elpar (4,E) se denomina conjunto (parcialmente) ordenado.

* Elpar (4,=) se denomina conjunto estrictamente ordenado.

Ejemplo:
.  RcNxN definida por xRy < x< v es un orden. es total
« R c NxN definida por xRy < x <y es un orden estricto es total
» RcN_xN, definida por xRy < x|y esunorden no es total
-  RcIN_xN,_ definida por xRy < x| v.(x# y) es unorden estricto  no es total

-« Rc P(A)xP(A) definida por XRY < X Y esun orden estricto no es total
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Facultad de Ciencias

Funciones que preservan el orden

 Sean (4,E,) vy (B,Ep) dos conjuntos ordenados, y sea f : A — B una funcién.
f es monétona si se cumple la siguiente propiedad:
vxyed:((xS,y) = (f@) S5 )
Por ejemplo, sea (P(Z), ©) el conjunto ordenado, y f : P(Z) — P(Z) la funcidn
fX)={x*|x€eX}
La funcion f si es mondtona respecto al orden C :
VX, Y€EPQ): ((X cv)= (f0) < f(Y)))

En efecto: sea x’ € f(X). Por definicidn de f, existe x € X talque x' = x*.Como XS Y vy
x € X se cumple que x € Y. Por tanto, x* € f(Y), y como x* = x’, se cumple que x" € f(Y).

El reciproco de esta implicacion no es cierto: sea X = {—2,3}e Y = {—4, 2, 3}. Se cumple
fX)={49}<{4916}=f(Y)

Sin embargo, X €Y.

Rafael del Vado Virseda 3



A _\_“_C‘%L gacmtad Facultad de Ciencias
Funciones que preservan el orden [§3Eg MATEMATICAS

* f preserva el orden si se cumple la siguiente propiedad

vayed: (xS,  (F@) S5 £(3)))
La funcion f del ejemplo anterior no preserva el orden C.

Para el conjunto ordenado (N, <), la funcién f : N — N definida por f(x) = x? si preserva
el orden <:

x <y x?*<y? paratodosx,y €N

Sin embargo, la funcidn f no es biyectiva.

. f es un isomorfismo de orden si f preserva el orden y es biyectiva.

La funcion f del ejemplo anterior no es un isomorfimo de orden, pues no es biyectiva.

Otro ejemplo: sean los conjuntos ordenados (4, <)y (B,<),donde A = {n € N | n es par}
yB ={n € N|nesimpar}. Lafuncidon f : A — B tal que f(2n) = 2n + 1 si es biyectiva:

Existe f~1: B — A, dadapor f~1(2n+ 1) = 2n
Ademas, f preservaelorden:2n <2n' ©2n+1<2n'+1 e f(2n) < f(2n").

Por tanto, f si es un isomorfismo de orden entre (4, <) y (B, <).
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. _% gac“'tad Facultad de Ciencias
Funciones que preservan el orden [y e MATEMATICAS

Otro ejemplo:
Sea f : Z — Zla funcion f(n) = n + 1, definida en el conjunto ordenado (Z, <).
f si es una funcién biyectiva, pues existe su inversa f ~1(n) = n — 1.
Ademas, f preserva el orden:
n<neoen+l1<n+1< f(n) < f(n), paratodosn,n’ € Z.

Por tanto, f si es un isomorfismo de orden entre (Z, <) y (Z, <).

*  f esunautomorfismo en (4, <) si f es un isomorfimo de orden entre (4, <) y (4, <).

Por ejemplo, la funcién anterior f : Z — Z, definida por f(n) = n + 1, es un automorfismo
en (Z, <).
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Funciones que preservan el orden

Teorema: sean (4.C,) y (B,Z;) dos conjuntos ordenadosy f:4— B un

Isomorfismo de conjuntos ordenados. Entonces:
« x maximoen 4 < f(x) maximoen B.
« x maximalen 4 < f(x) maximalen B.

« x minimoen 4 < f(x) minimoen B.

x minimalen 4 < f(x) minimalen B.
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Facultad de Ciencias

Ejercicio (examen enero 2020) ) Lot MATEMATICAS

* Sea (B,Eg) un conjunto parcialmente ordenado y f : A — B una funcidn (total) inyectiva.
Definimos una relacion binaria Rr en A:

xRy = f(x) Ep f(¥)
a) Demuestra que R es una relacion de orden en A.
Ry esreflexiva: VX €A : xRy x
x Ry x & f(x) Ep f(x) se cumple, pues Eg es un orden parcial (es reflexivo) y f(x) € B.
R es antisimétrica: Vx,y € A: ((x Ry AN YRy x) = (x = y))

XRry = f(x) Ep f(¥)
YRy x & f(y) Ep f(x)

Como Ej es un orden parcial (es antisimétrico) y f(x), f(y) € B, se cumple f(x) = f(y).
Como f es una funcién inyectiva: f(x) = f(y) = x = y.

Ry es transitiva: Vx,y € 4: ((x Ry AN yRg z) = X Ry z)

xRry e f(x) Eg f(¥)
YRz & f(y) Ep f(2)

Como £ es un orden parcial (es transitivo) y f(x), f(v), f(z) € B, se cumple f(x) S5 f(2).
Por tanto: f(x) Ep f(2) © xRy z.
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Facultad de Ciencias

Diagramas de Hasse (repaso) , " MATEMATICAS

Definicion: un “diagrama de Hasse” es una representacion de un conjunto

ordenado (finito) (4,C) de modo que:

« Cada punto representa un elemento de 4

« Si xC y entonces se afiade una linea ascendente de x a v

« No se representan las lineas que se entienden por transitividad

Ejemplo: 4 {2.3.4. 68,12} con orden dado por xC y < x|y

N
NNZAN

Observacion: los diagramas de Hasse sélo se usan para representar 6rdenes,

4 °

no ordenes estrictos.
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Ejercicio (examen enero 2020)

b) Considera el conjunto B = {1, 2,3,30,42,210}, ordenado por la relacién de divisibilidad.
Tomamos A = {1,2,29,41,209} y definimos la funcién f : A — B tal que f(x) = x + 1.
Dibuja el diagrama de Hasse de (4, Rf).

La funcién f es un isomorfismo de orden entre (A, Rf) y (B, ]), pues es biyectiva y preserva
el orden:

xRy o fOIfesx+D)[(+1)

(B,])
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Facultad de Ciencias

Elementos Extremos y Extremales

Definicion: sea (.4.C) conjunto ordenado, S < 4 un subconjuntode 4y xe S

un elemento en §. Decimos que x es...
«  “maximo” de S si yC x para cualquier otro v S.
(x es mayor o igual que cualquier otroen )
«  “maximal”’ de S sino existe ye S tal que x—y.
(no hay nadie en S mayor estrictamente que €l)
«  “minimo” de S si xC y para cualquier otro ve S.
(x es menor o igual que cualquier otroen )
«  “minimal” de S sino existe v S tal que ycx.

(no hay nadie en S menor estrictamente que é€l)

x minimo (0 maximo) = x minimal (o maximal) Extremos = maximos y minimos

si x €s minimo (0 maximo) entonces es unico Extremales = maximales y minimales

Rafael del Vado Virseda 10




Ejercicio (examen enero 2020)

c) Determina los elementos extremales (maximales y minimales) y elementos extremos (maximo
y minimo) de (A, Rf).

29 41

(4, Ry)

Maximales: {209}
Minimales: {1,2}

Maximo: 209
Minimo: NO HAY
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W .
> acultad Facultad de Ciencias

| Informatica

Ordenes Bien Fundamentados @@ - MATEMATICAS

 Un orden parcial = sobre un conjunto A es bien fundamentado si para todo S € A no vacio,
existe algun elemento minimal:

C esta bien fundamentado < No puede formarse ninguna sucesidn infinita decreciente
So 18 82 AS3 IS5 A Si49 I

 Un orden lineal bien fundamentado se denomina buen orden.
 Ejemplos
1) La relacion de orden < si es un buen orden sobre N, pero no es un buen orden sobre Z, Q y RR:
2>1>0>—-1>-2>:- (sucesion infinita decreciente)

2) La relacion de orden < no es buen orden sobre el conjunto A = {x € Q | x = 0}:
S = {zin |n € N} C A no tiene elemento minimal, pues 0 & S.

No es un orden bien fundamentado, aunque si es total.
3) La relacion de orden € sobre P(N) no esta bien fundamentada:
N>N\{0}>N\{0,1} o - (sucesion infinita decreciente)

4) La relacién de orden € sobre F = {X € P(N) | X es finito} si es un orden bien fundamentado,
pero no es total, luego no es un buen orden.
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Supremos e Infimos (repaso)

Definicion: dado (4.C) conjunto ordenadoy S < 4 subconjunto de 4.
» Decimos que xe 4 es una “cota superior'de S si ¥ C x paratodo ueS

« Decimos que xe 4 es una “cota inferior'de S si xZ"wu paratodo we S
Definicion: dado (4.Z) conjunto ordenado y S < 4 subconjunto de 4.

Definimos el

x cota superior de S|

. ‘“supremo” de S como [IS =min{xe 4

x cota inferior de S}

- “infimo” de S como S =max {x< 4

Observacion: a diferencia de max(S) y min(S), LIS y 1S no tienen por qué

estaren S.
De hecho no tienen ni por qué existir.
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Facultad de Ciencias

Reticulos @“ MATEMATICAS

Notacion-definicion: dado un conjunto ordenado (4.C) y x,ve 4 dos

elementos de 4 definimos:
- xUy =Ux, _1'}
« Xy =M{x, y}
Definicion: decimos que el conjunto ordenado (4.C) es un “reticulo” si xy y
x[1v estan definidos para cualesquiera x,yve 4
Ejemplo:
» (A,C) totalmente ordenado = (4.C) reticulo:

si x,yve 4 tenemos

xLy=Dxly=y,xlNy=x xJdy=xly=x,x[ly=y
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Ejemplos

. (P(X),c) con X conjunto.
Si 4, BeP(X) tenemos A IB=AUBY ANIB=ANB

con lo que (P(.X).c) es un reticulo

!

o (ZxZ,C) con (x,7)E{x,y)>x<x, <y .

(x,v)U(a,b)

(max (x,a),max(y.b))
(x,y)(a.b)=(min(x,a), min(y,b))
con lo que (ZxZ.,Z) es un reticulo
. (N,.C) con xC y<= x|y (donde N, =N\ {0})
xLJy =mem(x, y)
XMy =med(x, y)

con lo que (IN_,C) es un reticulo
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Facultad de Ciencias

Ejemplos O MATEMATICAS

En 4: A dle
En B: ,Zf alrb
con loque ni 4 ni B es un reticulo
Observacion: en 4 tenemos que x[1yv existe para cualesquiera x,ve 4 y en
B siempre existe x| |v.
Definicion: decimos que (4,C) es un
« “semirreticulo superior” si dados x,ye 4 existe x[|v.

«  “semirreticulo inferior” si dados x.v e 4 existe xy.
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Reticulos

Observacion: si (4.Z) es un reticulo tenemos operaciones binarias
L] :AxA—> A M :AxA—> A4
(x,v)—>xly (x,v) Xy
Ejemplo: (P(‘Y)g) reticulo donde las operaciones || y 1 vienen dadas por
\J Y AN

Teorema 1: si (4.2) es un reticulo entonces

« (Asociatividad) xU(yUz) = (xUy)Uz x(yMz) = (xMy )Nz
. (Conmutatividad) xLy=yLx xy=ylx
« (ldempotencia) xLx =x Tx=x%
. (Absorcién) xU(xMy)=x x(xUy)=x
Demostracion:
Absorcion:
XNy C x= xL(xMy)=x xLly Jx= x(xLly)=x

Rafael del Vado Virseda




Reticulos

Definicion: sea (4.C) reticulo. Decimos que...
« (4.C) es “distributivo” si
xL(yMz) = (xLiy ) xLiz) X yUz) = (xMy )u(xMz)
. (4.C) “posee extremos” si tiene un elemento maximo V y un minimo A
(VIx paratodo xe 4, AC x paratodo xe A4)
»  (4.C) es “complementario” si tiene extremos y ademas para cada

elemento x € 4 existe un elemento complementario ~ x tal que
(~x)Ux=V Yy (~x)x=A.

Ejemplo: consideramos el reticulo (P(.X).<) con X conjunto.

Tenemos Al IB=AwB Y ArB = AN B con lo que si consideramos A=,

V=Xvy~4=X\4=\4 vemos que es un reticulo distributivo y

complementario ya que A u(\A) =X, A m(\A) =J.
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Algebra de Boole

Definicion: si (4.C) es un reticulo distributivo y complementario decimos que

es un “Algebra de Boole”.

Ejemplo: (P(X),c)

Teorema: si (B.C) es un algebra de Boole tenemos:
« xUA=x, x[NA=A, x V=V y x[IV=x
« El complementario ~ x de cualquier elemento x B es unico

+ ~(~x)=x paratodo xeB

« (Leyes de De Morgan) para todo x, v B tenemos

~(xUy)=(~x)~»), ~(xMy)=(~x)U(~ »)
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Facultad de Ciencias

Algebra de Boole : 5 - MATEMATICAS

Ejemplo 5: los siguientes diagramas de Hasse representan algebras de

Boole

TN
A%

Si 4={a.b} tenemos P(A4)={D.{a}.{b}.{a.b}} algebra de Boole con
diagrama de Hasse

(a.b)
con lo que B, esisomorfo a (P({a.b}),C). i

7
AN

/)

B, es isomorfo a (P({a.b.c}).c).

N
e
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